Lezione 23 Teoremi di non retrazione e di Brouwer

Teoremi di non retrazione e di Brouwer

Teorema di non retrazione. 3 retrazione continua r: B2 — St.
Dim. Per assurdo, r: B2 — S! retrazione = idr, sy = 0. O

/A 0 Vi
Sl 3 B2 " 351 Ay (S — m(B2) —— m(SY)

| rei=ida T L Tot = idy (s1y

N.B. Piu in generale, A retrazione continua 7: B® — S™1.
Esercizio per n = 1.

7 T

Teorema del punto fisso di Brouwer. V f: B? — B? continua =
Jda € B? t.c. f(a) = a (punto fisso).

Dim. Per assurdo, f(x) #x, Vx € B? "~
4o = {t(z — f(z)) + f(z) |t > 0}
semiretta aperta con origine in f(x) passante per £ ">
r: B2 — St
r(z) =€, N S?
retrazione continua, contraddizione. 0

r(x)

N.B. Pilu in generale, V f: B® — B™ continua = 3a € B™ t.c. f(a) = a.
Esercizio per n = 1.

Applicazione. f € C[z], deg f > 1, sotto certe condizioni sui coefficienti
Jda€eCtc. |la]<1e f(a)=0.

Esempio. f =z’ — z* — 52z 4+ 31 € C[z], f(x) =0 < g(x) = x con
1 1 ,
o(@) = g7 — o'+ G

lz| < 1= |g(z)| < 1= g: B2 — B?continua = Ja € B?t.c. g(a) = a.

Gruppi fondamentali delle sfere
Prop. (R®* — {0})%«S™" !, Vvn > 1.
Dim. H: (R" — {0}) x I — R™ — {0}

tx

H(z,t) = (1 —-t)z + Izl
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Lezione 23 Gruppi fondamentali delle sfere

Prop. Supponiamo X = UUV con U, V e UNV aperti non vuoti connessi
per archi t.c. mi(U) =0 e m (V) =0 = m(X) = 0.

Dim. X connesso per archi, £op € U NV punto base. V[w] € T (X) ~»
d > 0 numero di Lebesgue per {w=(U), w 1(V)} (ricopr. aperto di I) ~~»>
O=tsr<ti1 < - <tp, =1 t.c. t¢—t¢_1<5’\/\/}$¢ 3:(,(}(2‘;1)

w([ti-1,t:]) C {\L;

Wi = w|[ti—1,t1] . [tz'_l, tq,] — X

Definiamo o, : I — X t.c. “@4
Qo = Qp = Vg, &i(0) = Zo, (1) = T4 Qa

X

unv, sexz,eUNV

o;(I) C < U, sex, € U—-V
V, sex, €V —U
Vi = 01 kW xk &y cappioinUoV = [y]=1
n n n
@l = |[Tw| = [T1%] = [T =1 =
=1 =1 =1
Cor. m1(S™") =0, Vn > 2.
Dim. ax = (0,...,0,£1) € S®» C R*!, Uy = S™ — {a+} &R
Ur NU- = (R® — {0})%«S™ ! connesso per archi per n > 2
Uy U U- = S" = 7T1(Sn) = 0. O

Oss. S™ semplicemente connesso < n > 2.
Cor.Vn > 2,Va € R"” si ha

TR — {a}) = {Z' n=2

0, m 2= 3.
Invarianza topologica della dimensione. R = R"” = m = n.

Dim. Per m = 2 (ma vale in generale).

f:R2S R omeo:>f|:R2—{O}i>R”—{f(O)} omeo = n > 2
= mR?*—{0}) =Em@®R" - {f(0)}) = n=2. O

Gruppo fondamentale di uno spazio prodotto

Teor. w1 (X XY, (To, Yo)) = m1(X, To) X m1(Y, Yo) isomorfismo canonico.

Dim. p1: X XY —= X, po: X XY — Y proiezioni canoniche n~»

D= (Dis, D2x) - T1(X X Y, (To, Uo)) = T1(X, To) X m1(Y, Yo) iSO
p([w]) = ([P1 o w], [P2 o w]). O

Cor. T (T™) = 77
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Gruppi fondamentali degli spazi proiettivi

Caso reale.

0, n =20
Wl(RPn) — Z, n =1
Zo, n > 2

n = 1] RP! = S! = 7, (RP!) = Z.
n > 2| p:S*™ = RP", p(x) = [z] rivestimento universale =
#(m1(RP™)) = d(p) = 2 = T (RP") = Z,.
Oss. w1 (RP™) generato da [w] con
s @(t) = (cos(mt), sin(wt),0...,0)

w D

I—— RP" w(t) = [cos(mt), sin(wt),0...,0]

infatti ®,([w]) = —a, funzione di sollevamento da a = (1,0,...,0) € S™.
w parametrizza RP! C RP® = 4, : m1(RP!) — m(RP™) suriettiva.
In altre parole m;(RP™) & “generato’” da RP! C RP”.

Caso complesso.

w1 (CP") =0, Vn > 0.
Induzione su . n = 0 banale. Supponiamo m;(CP"*" 1) =0 pern—1 > 0.
Hizo=0=HXCP*" 1A U=CP"— HZXC"= 7, (U)=0

a=1[1,0,...,00 ECP?" ~"» V =CP" — {a} D H
K:VXI—=V
K([xo, T1,...,zn],t) =[(1 —t)To,T1...,Tn]

retrazione per deformazione VxH = m (V) £ m(H) = m(CP* 1) =0
Unv =2 C"— {0} = R?> — {0} %S?"! connesso per archi.

Oss.
RP™ non semplicemente connesso Vn > 1
CP™ semplicemente connesso Vn > O.
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