Geometria 3 - Topologia

Foglio di esercizi 3

Giustificare adeguatamente le risposte.

1)

2)

Dimostrare le seguenti.

(a) Brz=[-1,1]" c R™.

(b) Intgn B ={z e R"| ||z| < 1}.

(¢) Intgs B" = Rr.

(d) FI'Rn B" = Snil.

Siano (X,dy) e (Y,dy) spazi metrici. Un’applicazione f: X — Y & detta Lipschi-
tziana se 3K > 0 t.c. dy (f(x1), f(x2)) < Kdx(z1,22) Vai,29 € X. Sia f: X - Y
Lipschitziana. Dimostrare che f e continua.

Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici. Un’applicazione f: X — Y ¢ isometrica se
dy (f(x1), f(z2)) =dx(z1,29) V1,29 € X. f & un’isometria se ¢ isometrica e suriet-
tiva. Dimostrare che le isometrie sono omeomorfismi e concludere che le applicazioni
isometriche sono immersioni.

Dimostrare che C™ e R?" sono isometrici rispetto alla distanza Euclidea, quindi
omeomorfi.

Sia V' spazio vettoriale normato e w € V. Definiamo la traslazione
tw: V>V, ty(v)=v+w.
Dimostrare che t,, € isometria e dunque omeo.

Siano X = X; u X, e Y spazi topologici, con X7, X, c¢ X chiusi, e siano f;: X; - Y,
i=1,2, continue t.c. fi(z) = fo(x) Yz € X;n Xy Definiamo f: X - Y ponendo

) < fi(x) sexeX;
/(@) {fg(@ se r € Xo.

Dimostrare che f ¢ ben definita e continua (si chiama Lemma d’incollamento).
Cosa succede senza 'ipotesi X7, X5 chiusi? Se sono entrambi aperti?



7) Per ogni m,n € N e per K = R oppure C consideriamo lo spazio delle matrici
1
M, (K) e poniamo |A] := (tr(*AA4))?, dove tr(M) & la traccia di M e M,(K)
(somma delle entrate sulla diagonale principale). Mostrare che

a

b

| -] & una norma su M, ,(K);

M, n(K) ¢ isometrico, dunque omeomorfo, a K™";
GL,(K) ¢ aperto in M,,(K);

SL,(K) e chiuso in M, (K);

O(n) e SO(n) sono chiusi in M, (R).

U(n) e SU(n) sono chiusi in M, (C).
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8) Sia (Y, d) uno spazio metrico e X uno spazio topologico. Dimostrare che f: X - Y
e continua sse Vg€ X, Ve >0, 3U c X intorno di xg t.c.

xelU = d(f(x), f(xo)) <e.

9) Sia (X,d) uno spazio metrico e Y uno spazio topologico. Dimostrare che f: X - Y
¢ continua sse Yy € X, YV c Y intorno aperto di f(xo), 36 >0 t.c.

d(z,xg) <0 = f(z)eV.

10) Sia X uno spazio topologico e siano f,g: X — R continue. Dimostrare che le funzioni
f+g, fge £ (quest’ultima definita nell’aperto U = {x € X | g(x) # 0}) sono continue.

11) Sia f: X =Y omeo e A c X. Dimostrare che f|4: A - f(A) omeo.
12) Sia I' ¢ R? un’ellisse. Dimostrare che I' 2 S1.

13) Consideriamo lo spazio vettoriale delle successioni reali a supporto finito (aventi al
pit soltanto un numero finito di termini non nulli)

X={(zp)nenc R|IN eN t.c. 2, =0 VYn> N},

Per ogni x = (x,,)nen € X poniamo

(o]
|| oo := max{|z,||n e N}, |21 =" |zal.

n=1

(a) Mostrare che queste sono due norme su X . Indichiamo con 7T, e 77 le rispettive
topologie indotte su X.

b

(b) Mostrare che |- [ : X — R & continua rispetto alla topologia 7.
(c)

(d
(

)
e) Determinare una base di X e concludere che dim X = oo.

Mostrare che |- [;: X — R non ¢ continua rispetto alla topologia 7.

Concludere che T, ¢ 77 e che quindi queste due norme non sono equivalenti.



