3 BASIBIOMETRICHE

Ermanno Pitacco
Matematica attuariale delle assicurazioni vita
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3.1 INTRODUZIONE

Alla stipulazione di contratti di assicurazione vita l'assicuratore assume
rischi originati da

e investimenti
e durate aleatorie di vita degli assicurati
e spese

e ...
Consideriamo rischi legati a durate aleatorie di vita
Vari fattori di rischio (e possibili fattori di premio)

o eta
o0 Sesso
o professione

o ...

Strumento per descrivere 'andamento della mortalita in funzione
dell’eta: tavola di mortalita (o tavola di sopravvivenza)
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3.2 TAVOLE DI MORTALIT A

ELEMENTI DI UNA TAVOLA

Vedi la tavola seguente
e r==eta (x=0,1,...)

e /, = numero stimato di persone in vita in una generazione
convenientemente definita (sequenza decrescente)

e w = Massima eta raggiungibile (o eta estrema), tale che ¢, > 0 e
¢,+1 = 0 (nella tavola: w = 108)

e d, =/,— {1 =numero di decessi tra le eta esatte x e = + 1, con

=0

SH

x

Y probabilita di decesso entro 1 anno per una persona di

® (r =

eta
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Tavole di mortalit a (cont.)

Grafico di /,: curva di sopravvivenza
grafico di d,: curva dei decessi

¢, d, 1000gq,

0
50
ol

108
109

100000 879 8.788
99121 46 0.461
99076 33 0.332
93016 426 4.582
92590 459 4.961

1 1 1000.000
~ () ~ () —

Tavola di mortalita
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Tavole di mortalit a (cont.)

TAVOLE DI GENERAZIONE E TAVOLE DI PERIODO

Si supponga che l'osservazione statistica di una reale generazione
fornisca la sequenza

o by, by ... L,

e 0sservazione longitudinale (o per anno di nascita)
e tavola risultante: tavola di generazione (o di coorte)
e richiesti per I'osservazione w + 1 anni (= 110)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Si supponga che l'osservazione statistica su una reale popolazione
fornisca la sequenza

qo,q1y---54xy---,4uw

e 0Sservazione trasversale (o cross section, o per anno di decesso)
> Si osserva la mortalita relativa a w + 1 generazioni real

e tavola risultante: tavola di periodo (o di contemporanei)

e sufficiente per 'osservazione 1 anno (o 2 — 3 anni, per maggiore
affidabilita)

e tecnica usuale per costruire una tavola di mortalita (di una
popolazione, un gruppo di assicurati, ecc.)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Riferimento a osservazione trasversale. Dalla sequenza di ¢, calcolare
la sequenza di ¢, come segue:

€x+1:€x(1_QQ})7 x:O,l,,w—l (*)

con ¢, (radice della tavola) assegnato, es. ¢y = 100000

¢, = numero atteso di superstiti in una generazione virtuale (o
sintetica), inizialmente costituita da ¢, individul

g, Stimati in base alla mortalita osservata in un dato periodo
= ipotesi sottostante la (*): la mortalita alle varie eta non cambia nel
futuro (mortalita statica)

Evidenza statistica: mortalita variabile nel tempo (in particolare
decrescente nel ventesimo secolo in molti paesi) = mortalita
dinamica

In assicurazione vita, uso di tavole di periodo limitato a prodotti di
durata breve o media (5 - 10 anni)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Osservazione

Limpostazione ora adottata € discreta rispetto al tempo ( = eta intere); piu
avanti, impostazione con tempo continuo

Esempio
Dalle figure seguenti:

e Mmortalita infantile

e picco di mortalita ad eta giovani, prevalentemente per
cause accidentali

e eta di massima mortalita (ad eta anziane)

Il punto di massima mortalita (ad eta anziane) nella curva dei
decessi corrisponde al punto di flesso nella curva di
sopravvivenza

Basi biometriche - 9/123



Tavole di mortalit a (cont.)
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¢, nella popolazione italiana maschile - 1992 (fonte: ISTAT)
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Tavole di mortalit a (cont.)
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Tavole di mortalit a (cont.)

COSTRUZIONE DI UNA TAVOLA DI PERIODO

Perz=0,1,2,...,w, calcolare

% = ETR,

con:
e ., = numero osservato di decessitraleetaxz e z +1
e ETR, = numero di individui esposti al rischio

Metodo censuario per calcolare ETR, (es. 1 anno di osservazione)
e P,.(0) = popolazione di etatra z e x + 1 ad inizio anno
e P,(1) = popolazione di eta tra z e z + 1 a fine anno

P(0) + P.(1) + 0,

ETR, =
2
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Tavole di mortalit a (cont.)

Males Females

age X

M F
() R()

Struttura di una popolazione al tempo ¢, per sesso ed eta
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Tavole di mortalit a (cont.)

Possibili forti oscillazioni accidentali nella sequenza qo, 41, ..., Gz, - - .
soprattutto ad eta molto anziane, a causa di valori ridotti di ETR,,

Go,d1, .. 0z, ... = PEREQUAZIONE = o, q1,- .-z, - -

Perequazione:
e medie mobili
e modelli parametrici (“leggi”)
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Tavole di mortalit a (cont.)

\
x x
& &
Px(l) /
4 A e I
Ox Ix
O .
il o L
age X L age X ) L age X )

Dalla struttura di popolazione per eta alla tavola di mortalita
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Tavole di mortalit a (cont.)

eta

legenda

1 iaiani
B B staner

maschi femmine

Struttura della popolazione: Italia
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Tavole di mortalit a (cont.)
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Struttura della popolazione: Algeria
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Tavole di mortalit a (cont.)

TAVOLE “DI POPOLAZIONE” E TAVOLE “DI MERCATO”

Dati di mortalita provenienti da osservazioni relative a

un’intera popolazione nazionale

una specifica parte di una popolazione (esempio: pensionati,
invalidi, ecc.)

un portafoglio assicurativo
un fondo pensioni

Tavole di popolazione: costruite sulla base di osservazioni di mortalita
relative a un’intera popolazione nazionale (solitamente suddivisa in
femmine e maschi)

Tavole di mercato: costruite sulla base di osservazioni di mortalita
relative a un insieme di portafogli assicurativi e/o fondi pensione
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Tavole di mortalit a (cont.)

Tavole di mercato usualmente distinte per
e prodotti assicurativi con beneficio caso morte
e rendite vitalizie acquistate su base volontaria

e pensioni (cioe rendite vitalizie pagate ai membri di un fondo
pensioni aziendale)

Motivo della distinzione: livelli di mortalita possono differire in misura
significativa a causa dell'autoselezione

Tavole di mercato: dati basati sull’esperienza di portafogli
e calcolo di premi e riserve matematiche
e Vvalutazione di utili attesi
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Tavole di mortalit a (cont.)

Tavole di popolazione:
e punto di partenza in caso di indisponibilita di tavole di mercato

e livelli di mortalita piu elevati rispetto a quelli espressi dalle tavole
di mercato

e Vvalutazione prudenziale (o safe-side) della mortalita in portafogli
assicurativi con benefici caso morte

e calcolo di premi con caricamento di sicurezza implicito
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Tavole di mortalit a (cont.)

TAVOLA DI MORTALITA COME MODELLO BIOMETRICO
DISCRETO

Sequenza {/,}: punto di partenza per definire probabilita (relative ad
una persona di eta x)

Modello discreto, con eta e tempi interi

Probabilita
e diessereinvitaadeta x + 1:
D — 1 _ (e = ga:—l—l
X X gx
e di essere in vita ad eta x + h: )
h
WPe = DuDuil--- Doth1 = ‘?

(con op, = 1); In particolare:
1P = p (“tasso” di sopravvivenza)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Probabilita
e di decesso prima dell'eta x + h:
éaz _K:c h
he = 1—npe = ——
X
(con yq, = 0); In particolare:
gaz T g:c da: . -
e = Qp = L — 2% (“tasso” di mortalita)

l, l,
e didecessotraleetaxz+hex+ h+k:

B ~ Aagn —Loynik
h|kdx = hPz kQz+h — /
X

In particolare:

. €x+h_€x—|—h—|—1 . daz—l—h
h|19x = A — A
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Tavole di mortalit a (cont.)

MISURE MONOANNUALI DI MORTALITA

Si consideri la probabilita

loth —Lotht1  dotn
Wide = hDzdoth = — ; & = Z
xr xr

Con riferimento a un neonato, cioe z = 0

hl1d0 = ——
| 0
Notare che

> g = %Zdh: 1
h=0 O h=0

Le 1140 costituiscono la distribuzione di probabilita della durata
aleatoria di vita di un neonato (con determinazioni intere 0,1, ..., w)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Si consideri la probabilita ;; g0, usando la notazione ,; qq

Due differenti probabilita esprimenti la mortalita su base monoannuale,
entrambe relative al decesso tra le eta x e x + 1:

x

* o=y riferita ad una persona in vita ad eta =

x

x

® L1G0 = 7 riferita ad un neonato

Vedi Figure
Nota:

o quando /, e prossimo a ¢, i due grafici sono molto simili; qguando
¢, decresce fortemente, ¢, cresce definitivamente

o Il comportamento di ., qo riflette il comportamento di d,. (le due
guantita sono una proporzionale all’altra)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Ox x|1q0

|

0 age X 0 age X

(a) (b)

Probabilita monoannuali di decesso
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Tavole di mortalit a (cont.)

Altre misure monoannuali di mortalita
Tasso centrale di mortalita;

Az

- gw + gaz—l—l
2

My

Confronto tra m, e probabilita ¢,.:

e ¢, rapporta d, a ¢, (numero di esposti al rischio = numero
“iniziale” di persone nellintervallo di eta (z,x + 1))

gaz + gw—kl

e m, rapportad, a (numero di “esposti al rischio” =

numero “centrale” di persone nello stesso intervallo di eta)
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Tavole di mortalit a (cont.)

Mortality odds:
4z

:1_Qx

Do

Dal<gqg, <1(perx<w) = ¢, > 0. Gli odds facilitano la scelta di
una formula matematica per esprimere 'andamento della mortalita in
funzione dell’eta
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Tavole di mortalit a (cont.)

Definizione Nome usuale E_ta _di ESPOSti.
riferimento al rischio
d, L : I
Go =4 tasso (iniziale) di mortalita x l,
X
d
z|190 = é_z tasso di mortalita differito 0 lo
i t trale di mortalit2 b ¥ Lo
My = 57— ntr I mortali x
il S asso centrale ortalita 5
2
o = 7 de odds T ‘.
— 4z

Misure monoannuali di mortalita
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Tavole di mortalit a (cont.)

Esempio 1

x 0,

0 100000
40 98000
41 97920
42 97800
43 97650
44 97450
45 97220
65 85000
66 84600

Numero atteso di superstiti in una tavola di mortalita
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Tavole di mortalit a (cont.)

. probabilita per un neonato (eta 0) di decedere tra le eta

65 € 66

lor — ¥
651100 = — zo %% — 0.004

. probabilita per una persona di eta 43 di essere in vita ad
eta 65

14
29P43 — ﬁ = 0.87046
43

. probabilita per una persona di eta 40 di decedere tra le
eta 42 e 45

V4o — 0
23040 = ———22 = 0.00592

Y40

. probabilita per una persona di eta 42 di decedere tra le

eta 42 e 45

i — 0
squy = —2 715 _ 9.00593

lao
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Tavole di mortalit a (cont.)

Esempio 2

Probabilita 1 e 2 nellesempio precedente coinvolgono lunghi
intervalli di tempo (65 anni di differimento nella probabilita 1,
e 22 anni nella probabilita 2). Se le /,, provengono da una
tavola di periodo, tali probabilita (pure formalmente corrette)
POSSONO essere errate in presenza di un trend di mortalita

Le altre due probabilita coinvolgono intervalli brevi, e quindi
POSSONO essere ragionevolmente accettate. Un uso
appropriato di una tavola di periodo dovrebbe essere limitato
ad intervalli brevi, ad es. 10 anni al massimo

Per es., riferimento ad un assicurato di eta 40 alla
stipulazione del contratto; le seguenti probabilita possono
essere usate per un’assicurazione temporanea di 5 anni:

Ca0 — La B Ca1 — L4 B Caa — s
y 111940 = s+ + 05 4]1940 =

1440 =

a0 a0 C40
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Tavole di mortalit a (cont.)

LA DURATA ALEATORIA DI VITA

Definizioni:

T, = durata aleatoria di vita residua per una persona di eta x
T, + x = eta aleatoria al decesso per una persona di eta =

Esempi di probabilita relative a T ,.:

PT, >h] = pps
P[Tx < h —  hQx
Plh—1<T, <h] = 11

In particolare:
To = durata aleatoria di vita alla nascita
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Tavole di mortalit a (cont.)

Definizione:

K, = durata aleatoria troncata di vita residua di una persona di eta x
= parte intera di T},

o<1, <1 & K,
1<T, <2 <+ K,
2<T,.,<3 <& K,

0
1
2

In particolare: K, = durata aleatoria troncata di vita alla nascita
Distribuzione di probabilita di Kj:

con
dy
z[140 — ——
| 2
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3.3 UNA “LEGGE” DI MORTALIT A

Uso di “leggi” di mortalita: mortalita in funzione dell’'eta riassunta da
parametri (in pratica: da 2 a 10) = 110 (o piu) elementi di una tavola
sostituiti da un piccolo insieme di parametri (perequazione
parametrica)

Legge di Heligman-Pollard (1980)

Prima legge di Heligman-Pollard:

qx _ A(:U+B)C 4 De—E(lnx—ln F)? 4+ G H”
1 —qy ——— . ~ ~ ——

mortalita infantile mortalita giovanile (accidentale) mortalita adulta e senile

Ad eta medie ed elevate:

_ GH*
T 1+GH*®

dx

Altre leggi di Heligman-Pollard con ulteriori parametri
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Una “legge” di mortalit

1.0 -
Oy
0.1+
0.01
SUM OF 3 COMPONENTS
0.001
P
RS 3
o < oo
0.000‘- "" -~ ! “'ﬁ."q.q. . "
| s 18T COMPONENT
f Vo T
i T
00001 T T 1 T T T 1 ‘ : I “_;
0 20 40 80 » mo i
Age x

Componenti della legge di Heligman-Pollard

a (cont.)

(Da: L. Heligman e J. H. Pollard (1980), The age pattern of mortality, JIA, 107, 49-80)
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Esempio
Parametri:
A = 0.000544
C =0.101
E =10.72
G = 0.0000183

Vedi Figure

Una “legge” di mortalit

B =0.017

D = 0.000158
F' = 18.67
H=1.11
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Una “legge” di mortalit a (cont.)

gx
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La prima legge di Heligman-Pollard: ¢
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Una “legge” di mortalit

In gx

-10 -

age
0 20 40 60 80 100 120

140

La prima legge di Heligman-Pollard: In g,
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Una “legge” di mortalit

a (cont.)
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La prima legge di Heligman-Pollard: ;g0
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3.4 VALORI SINTETICI

VITA ATTESA

Vita attesa (o speranza di vita) alla nascita:

o 1 1 1
€o = §O|1QO+(1+§) 1|1C]0+°'°+(:E—|—§)x|1%+---

= valore atteso della distrib. di prob. di K, + 1,
cioé E[Ky+ 1]

Vita attesa residua (o speranza di vita residua) ad eta z:

o 1 1
€, = — - 14+ — e+ ...
5 019 ‘l'( +2> 1|19z +

= valore atteso della distrib. di prob. di K, + 1,
cioé E[K, + 3]
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Valori sintetici  (cont.)

Vita attesa totale ad eta z:

)

N

:U—I—gxzaj—l—]E[Kx—l—

Si puo dimostrare che:
1+ gaz > 8513—1

Interpretazione: aumento dovuto al “superamento” della mortalita tra
etaesatter —lex

Seguono In particolare:

@) ©) . .
x+e,>x—1+e,_1 (= vitatotale attesa funzione crescente con x)

@) @) .
xr+e, >ey perognlt x>0

Vedi Esempio 1
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Esempio 1

Valori sintetici  (cont.)

Ipotesi: mortalita secondo Heligman-Pollard; parametri: vedi

esempio precedente

33 833 :U + 6$
0 76.782  T76.782
1 76.311  77.311
2 75.353  77.353
40 38.101 78.101
41 37.147  78.147
42 36.197  78.197
70 12.699  82.699
71 12.045  83.045
72 11.409  83.409
Vita attesa
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Valori sintetici  (cont.)

Esempio 2

Obiettivo: analizzare la variazione della vita attesa al variare
dell'ipotesi di mortalita (per es. dovuta a riduzione della
mortalita) rispetto alla mortalita “base” ¢, (vedi Esempi prec.)

Siano:

( . . s
e. = vita attesa corrispondente alla mortalita ¢{®
o(a) o
e, — €
x a=00 a=010 a=015 a=020 a=0.25
0 0553 1136 1753 2407  3.104
40 0498 1025 1585 2183  2.822
70 0359 0744 1157  1.603  2.087

Aumento della vita attesa in funzione della diminuzione della mortalita
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Valori sintetici  (cont.)

Esempio 3

. o[A]
Popolazione A: ¢,
. o[BI
Popolazione B: ¢,

. o[A] o[B]

Sisupponga: ¢, =76, ¢, =78
. . o[BI o[A]

Interpretazione della differenza ¢, —e¢, =2
Si consideri 'affermazione: “La maggiore vita attesa implica
che il costo per il pagamento della pensione ad un generico
individuo della popolazione B € maggiore del costo relativo
ad un individuo della popolazione A, in quanto un individuo in
B riceve in media due rate annuali in piu”

Laffermazione puo essere errata, perche eo dipende da tutta
la distribuzione di probabilita di K, inclusa la mortalita
Infantile e giovanile
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Valori sintetici  (cont.)

. _o[Bl . . .
Il valore maggiore di e, puo essere spiegato in particolare

In termini di:

1. minore mortalita infantile

2. minore mortalita giovanile

3. maggiore vita attesa residua, per esempio ad eta 50

Gli aspetti 1 e 2 non spiegano la disuguaglianza tra i costi
delle pensioni. L’ aspetto 3 puo spiegarla

Informazioni utili fornite dal punto di Lexis (vedi piu avanti) e
da vita attesa residua ad eta adulte o anziane, ad es. 50 0 65

. o[B]  olA] o . .
Se risulta anche e;; > ¢4, allora si puo affermare che i costi

per il pagamento delle pensioni alla popolazione B sono
maggiori dei costi relativi alla popolazione A
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Valori sintetici  (cont.)

ALTRI VALORI SINTETICI
Punto di Lexis: eta (anziana) x tale che d, ha il suo massimo valore
= moda della distribuzione di probabilita di K

Varianza della distribuzione di probabilita della durata aleatoria di vita
(o il suo scarto quadratico medio): tradizionale misura di variabilita

Misure di mortalita infantile: probabilita ;g9 che un neonato deceda
prima di una data eta x, per x piccolo (es. 1, 0 5)

Endurance: eta ¢ alla quale 90% degli ¢, individui € in vita, cioe
¢po = 0.90

Range interquartile:
IQR = 2" — &'

con ' = 1° quartile (25° percentile), " = 3° quartile (75° percentile):
misura di variabilita

Vedi anche: MODELLI A TEMPO CONTINUO
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3.5 DAL MODELLO BASE
A MODELLI PIU GENERALI

Modello di mortalita usato finora: modello “base”, in quanto probabilita
di decesso e sopravvivenza sono considerate dipendenti solo dall’eta
raggiunta

Esperienza statistica = necessari anche modelli piu complessi, che
considerano:

e eterogeneita (all’interno di una popolazione) in relazione alla
mortalita, anche a parita di eta raggiunta

e futuri trend di mortalita
o effetto della selezione medica nell’accettazione di un rischio
o ...

Vedi Figura: principali direzioni da seguire, per costruire modelli piu
generali da usare in calcoli relativi ad assicurazioni vita (e fondi
pensione)

Basi biometriche - 47/123



Dal modello base a modelli piu generali

MALES / FEMALES
SELECTION,
HETEROGENEITY | SELF SELECTION
SUBSTANDARD
RISKS
MORTALITY SELECT TABLES
BY AGE
AND DURATION | yLTIMATE TABLES
OBSERVED
BASIC :> VORTALITY MORTALITY
TRENDS
MODEL DYNAMICS
PROJECTED
TABLES

Modelli di mortalita nella tecnica delle assicurazioni vita
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3.6 ETEROGENEITA

ALCUNE IDEE PRELIMINARI

Fattori di eterogeneita
e osservabili
e non osservabili (= “frailty” individuale)

Fattori di eterogeneita osservabili = fattori di rischio in assicurazione
vita

Varie classificazioni. Per esempio:
o fattori normali: eta, sesso

o fattori biologici: di natura fisiologica o patologica, relativi a
alimentazione, fumo, alcol, ecc.

o fattori occupazionali: professione, sport, ecc.

o fattori ambientali: relativi a condizioni sociali ed economiche,
clima, inquinamento, ecc.

Fattori di rischio = classi di rischio
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Eterogeneit a (cont.)
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Curve dei decessi nella popol. italiana femminile e maschile - 2011 (fonte: ISTAT)
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Eterogeneit a (cont.)
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Curve di sopravvivenza nella popol. italiana femminile e maschile - 2011 (fonte: ISTAT)
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Eterogeneit a (cont.)

CLASSI DI PREMIO

Definite da criteri usualmente adottati nelle assicurazioni vita

Fattori di premio comuni (in funzione anche del tipo di prodotto
assicurativo):

o eta
o sesso (nella Unione Europea escluso da dicembre 2012)
o condizioni di salute (accertamento medico)
o rischi professionali
o fumo
Rischio classificato come

e rischio normale, se non si ravvisa alcun aggravamento di
mortalita dovuto a condizioni di salute o rischi professional

e rischio aggravato altrimenti
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Eterogeneit a (cont.)

RISCHI AGGRAVATI

Rappresentazione della mortalita per rischi aggravati:

e Uuso di tavole “speciali”, basate sull’'osservazione della mortalita
tra rischi aggravati (o in una “classe” di rischi aggravati)
o difficolta di implementazione a causa di scarsita di dati
o adottato ad es. per la mortalita di invalidi

e Uuso di una tavola “normale” (o di una legge di mortalita normale),
“modificata” per rappresentare una mortalita maggiore

gl = o(q,)

o piu comune ed affidabile
o dati richiesti per la sola scelta della ® e stima dei parametri
o vari modelli disponibili
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Eterogeneit a (cont.)

Siano ¢ I'eta alla stipulazione del contratto, m la scadenza del
contratto, ¢,.; (0 <t <m — 1) la probabilita “normale” di decesso

Modello lineare

Goiv = 1+ 08) eyt +o; 0<t<m—1

In particolare:

modello additivo ( = aggravamento costante)

q:EcA—IJt = eyt +; 0<t<m-—1

modello moltiplicativo ( = aggravamento crescente)

™M = (14 8)goys; 0<t<m—1
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Eterogeneit a (cont.)

Modello additivo

X+tm X+m+s

age

Aggravamento decrescente

Aggiustamento d’eta
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Eterogeneit a (cont.)

Aggravamento decrescente

o JA+8)qurtta; 0<t<r-—1
Lot Qu-tt; r<t<m-—1

con 0<r<m-—1; «,0 tali che

(14+08)q. +a = q, + aggravamento iniziale
(1 —I_B) Qet+r T QO = (Qpir

Modello con aggiustamento d’eta, come approssimazione del modello
moltiplicativo: mortalita dei rischi aggravati assunta uguale alla
mortalita dei rischi normali di eta piu elevata

S
qCEH]—t = Quttts; 0t <m—1
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Eterogeneit a (cont.)

Osservazione

In pratica, aggravamento (in particolare moltiplicativo) frequentemente
espresso direttamente in termini di incremento del premio (unico)

Premio unico della temporanea caso morte non aggravato I1:
n=c(1+ i)~ 019z + (1 + i) ? 119z + -+ A+ 7™ 1)14x)

Risulta:
t|19x = tPx qz+t

Si assuma;
tPe 1 = 410z R qo+tt

Premio con aggravamento moltiplicativo, 171! definito come segue:
7™Ml —

C(A+)" A+ a+0+) A+ qerr+-+1A+)"" A+ 8) qetm—1) ®
(1+8)11
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Eterogeneit a (cont.)

LA “FACTOR FORMULA"”

Modello moltiplicativo usato non solo per rappresentare mortalita
maggiore della standard: ponendo —1 < 5 < 0, si esprime una
mortalita minore

Il modello puo essere usato per rappresentare una mortalita
individuale “specifica” in funzione della mortalita standard ¢, ¢

Esempio: il cosiddetto numerical rating system, introdotto nel 1919
dalla New York Life Insurance e tuttora adottato da numerosi
assicuratori

e Insieme di r fattori di premio; probabilita annuale specifica di

decesso di un individuo di eta = + ¢, qf}i‘;’c], espressa dalla factor
formula:

75 = qays (1 +)° %)

h=1
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Eterogeneit a (cont.)

e Parametri v, determinano probabilita individuale specifica,
maggiore o minore in funzione dei valori assunti dai fattori di
premio

e |potesi:

> effetto additivo dei vari fattori ( = possibili “compensazioni”)
> fattori tra loro indipendenti
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3.7 MORTALITA PER ETA ED ANTIDURATA

ALCUNE IDEE PRELIMINARI

Probabilita di decesso (in una data classe di rischio definita da eta,
sesso, ecc): dipendente solo dall’eta raggiunta ?

Esempio
Gruppo di assicurati di 50 anni; e g5 “ragionevole” per tutti ?

Accertamento medico alla stipulazione del contratto

= differenziazione tra assicurati di eta 50 con contratto
appena stipulato, stipulato da 1 anno, ..., da 5 anni,

... (sebbene con identico esito al momento di accertamento)

Probabilita:
4[50]+05 4[49]+15 - - - » d[45]+55 - - -

Relazioni:
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Mortalit a per eta ed antidurata (cont.)

TAVOLE SELEZIONATE

Probabilita di decesso ad eta x + ¢ dipendente dall'eta alla
stipulazione del contratto x e dal tempo trascorso dalla stipulazione
(antidurata) t: qpy)+¢

Tavola di mortalita selezionata: per £ = Tmin, - - -, Tmax
Qlz] A[z]+15 -+« 5 Q[x]+r—1; gx—l—ra Qr+r+1, - >
prob. “selezionate” prob. “aggregate”

con r termine del periodo di selezione (usualmente, 5 < r < 10)
Modello impiegabile anche per rendite vitalizie (*autoselezione™)
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Mortalit a per eta ed antidurata (cont.)

Probabilita monoannuali di decesso

. . selezionate aggregate

eta ingr. dgreg
t=20 t=1 t=r—1 t>r

Lmin Q[xmin] Q[xmin]—l—l s Q[xmin]—l—r—l mein—kr

r—1 q[z—1] qlz—1]+1 qz—1]+r—1 Qrtr—1

44 q[x] q[z]+1 qlz]+r—1 Qz+r

r+1 qlz+1] Qlz+1]+1 Qlz+1]+r—1 Quotr+1

T + 2 q[z+2] qle+2]+1 qz42]4+r—1 qo+r42

Tavola selezionata
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Mortalit a per eta ed antidurata (cont.)

probability

Qx+2+t

O+t
i O+t

X x+1 x+2 x+3 age

Probabilita “selezionate” e probabilita “aggregate” (r = 3)
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Mortalit a per eta ed antidurata (cont.)

UN ASPETTO PRATICO

Le probabilita selezionate q,;,, dovrebbero essere stimate in base alla
mortalita di assicurati classificati per antidurata

e suddivisione della popolazione assicurata in numerose “celle”,
con pochi individui per cella

e scarsa affidabilita delle stime

In alternativa: stima della mortalita aggregata, non dipendente
dall'antidurata, per antidurate maggiori del periodo di selezione
= probabilita g, (funzioni della sola eta raggiunta z)

Rappresentazione dell’effetto selezione mediante fattori di riduzione
Qlz]+t = Qo+t p(t); pert=0,1,...,r—1

dove p(t) (p(t) < 1) dipende solo dall’antidurata ¢ (o, almeno, puo
essere assunto indipendente dall’eta x su ampie classi di eta, ad es.
da 20 a 40, da 41 a 60, ecc.)
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3.8 DINAMICA DELLA MORTALIT A.
TAVOLE PROIETTATE

EVOLUZIONE DELLA MORTALITA
L'evoluzione della mortalita emerge confrontando tavole costruite in
diversi periodi di osservazione (per lo stesso tipo di popolazione):

e aumento della vita attesa (sia alla nascita che ad eta adulte ed
anziane)

e generale riduzione delle probabilita di decesso

e spostamento del punto di Lexis verso eta molto elevate
= espansione della curva di sopravvivenza (¢,)

e concentrazione dei decessi attorno al punto di Lexis
= rettangolarizzazione della curva di sopravvivenza

Vedi Figure seguenti (tavole ISTAT Maschi)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

0,35 -

0,3 -

0,25 -
——— ISTAT 1901
0,2 4 ISTAT 1931
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0,15 - — ISTAT 1961
—ISTAT 1971
0,1 - — ISTAT 1981
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0
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age

Probabilita monoannuali di decesso
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

gx(t)/gx(1901)

12 +

0 T T T T T T T T T T
1901 1911 1921 1931 1941 1951 1961 1971 1981 1991 2001 2011

Calendar year

Profili temporali di mortalita
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

dx
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

age age

(a) (b)
Trend di mortalita in termini della curva di sopravvivenza
(a) rettangolarizzazione; (b) espansione
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Problema assicurativo

una tradizionale tavola di mortalita (di periodo) non fornisce
una valutazione affidabile delle future probabilita di decesso
(soprattutto in contratti di lunga durata)

“Proiezione” della mortalita =- tavole di mortalita proiettate
costruzione di tavole basate su una previsione del futuro
trend di mortalita

Qualunque sia la proiezione, futuro trend di mortalita non noto
= rischio sistematico: longevity risk (aggregato)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

RAPPRESENTAZIONE DELLA DINAMICA DELLA MORTALITA

Mortalita dipendente dall’eta = e dallanno di calendario ¢

q(t) = probabilitd di decesso entro un anno per una
persona di eta = nell’anno di calendario t

Vedi tavola seguente
Lettura della tavola bidimensionale

e perdiagonali: qo(t),q1(t+1),...,q.(t+x),...
= tavola relativa a persone nate nelllanno ¢
= tavola di generazione

e per colonne: qo(t),q1(t),...,q.(t),...
= tavola relativa a persone di tutte le eta in vita nell’'anno ¢

= tavola di periodo (o tavola di contemporanei)

e perrighe: ...,q:(t—1),¢:(1),q(t+1),...
= evoluzione della mortalita ad eta =
= profilo temporale di mortalita
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

t—1 / t+1 t+2
0 qo(t — 1) qo(?) qo(t +1) qo(t + 2)
1 ¢1(t—1) ¢ (¢) @ (t+1) q1(t+2)
2 g2(t — 1) g2(t) ¢2(t +1) q2(t + 2)
- Bl-1) @) wl+l) @)
xr+1 Qx+1(t - 1) Qx+1(t) Qerl(t + 1) Qx+1(t + 2)
o1 o= qol) (1) qua(t+2)

Probabilita monoannuali di decesso in un contesto dinamico
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

PROBABILITA IN UN CONTESTO DINAMICO

Uso delle probabilita monoannuali date dalla tavola: in ciascun anno t,
le probabilita relative alla durata di vita di una persona di eta x in
guell’anno sono date dalla diagonale

C]x(t>, Qx—l—l(t‘|‘ 1), C]x_|_2(t—|— 2), ..

cioe dalla tavola di generazione

Probabilita per una persona di eta x nell’anno ¢ di essere in vita all’'eta
x + h:

hpw(t> — (1 _ Qa:(t)) <1 o Qa:—l—l(t + 1)) e (1 T Q:B—I—h—l(t + h — 1))

Probabilita di decesso:
h|19x (t) = hpx(t) quin(t + h)

Vita attesa residua di generazione per una persona di eta x nell'anno ¢:

ey (t) = %0|1Qw(t> + (14 %)1|1qw(t) + ...
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

APPROCCI ALLA PROIEZIONE DELLA MORTALITA

Vari approcci proposti in teoria ed applicati nella pratica

In ogni approccio, importante ruolo della mortalita osservata nel
passato, che fornisce il database per le procedure di proiezione

Usualmente, il database consiste di tavole di periodo (eventualmente
completate da segmenti di tavole di generazione); vedi Figura
seguente

Secondo alcuni approcci, proiezioni di mortalita basate solo sulle
frequenze di mortalita effettivamente osservate in passato

Altri approcci richiedono ulteriori input ( = ipotesi)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

PAST FUTURE
N AL

#[ PROJECTION j

PROJECTED

TABLE

..... th o+l th+2
| T]

[ DATABASE

o

Costruzione di una tavola proiettata
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Approcci

1. Analisi dei profili di mortalita ¢..(¢t) per ogni eta x e per
t=1t1,...,t,
=- probabile andamento di ¢..(t) pert > t,

Procedura di proiezione consistente, per ogni x, in perequazione
rispetto al tempo ¢ dei ¢, (t) osservati, e conseguente
estrapolazione = costruzione di una funzione ¢, (t)

Per ogni t > t,, Sl assume:

dx (t) = Pz (t)

Vedi figura seguente
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

PAST

|
g i | FUTURE
5 fitting and | _
§ gmoo%hing) | (extrapolation)
o A | N
S r g ~
i 40
Ox(t2) |
Ul
'
|
|
|
b tn time t

Estrapolazione dei g, (t)
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Aspetto critico: come sono interpretati i dati ?
Due interpretazioni

(a) | dati sono semplicemente numeri = la procedura di
estrapolazione non coinvolge aspetti statistici; I'output della
procedura e solo una stima puntuale della futura mortalita

(b) | dati sono interpretati come realizzazioni di variabili aleatorie
(frequenze aleatorie di decesso), la procedura di
estrapolazione deve basarsi su ipotesi statistiche = la
mortalita futura puo essere rappresentata in termini di stima
puntuale e stima intervallare
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Osservazione

Metodi di perequazione ed estrapolazione si basano sull’ipotesi che |l
trend osservato continui in futuro

Quanti anni da considerare per la perequazione ?

'analisi dovrebbe essere limitata al trend osservato in periodi
relativamente recenti = evitare I'inclusione di cause di miglioramento
della mortalita il cui effetto e da considerarsi gia estinto

Vedi Figura seguente
Scelta del periodo di analisi del trend: calibrazione del modello
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

probability
4

o~
——
—
—
——

Ne
] \\\
TR

t1 I th time t

Dipendenza dei risultati dell'estrapolazione dal periodo di perequazione
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

2. Si possono considerare per la proiezione informazioni collaterali;
per esempio:

e trends delle abitudini di fumo

e trends dell'incidenza di alcune patologie

e miglioramenti nelle conoscenze mediche e chirurgiche
[

Proiezioni in base ad uno scenario ipotizzato = consegue un
certo grado di arbitrarieta

3. procedure di estrapolazione ed ipotesi di scenario impiegabili per
proiettare la mortalita per cause, anzicheé la mortalita in termini
“aggregati”

> utile analisi delle variazioni dell'incidenza delle varie cause

> problemi: complessi legami tra cause di decesso (ipotesi
classica di indipendenza comunemente accettata); difficile
iIdentificazione della reale causa di decesso in persone molto
anziane
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

ESTRAPOLAZIONE MEDIANTE FORMULE ESPONENZIALI

Si consideri I'approccio 1(a)
Osservazioni di periodo disponibili per una data popolazione

Ciascuna osservazione consiste nella mortalita in funzione dell’eta,
per un dato insieme di eta, Tmin, Tmin + 1, - . ., Tmax

Osservazione relativa alllanno di calendario ¢, ¢t = t1,%s, ..., t,:

qwmin (t)7 quin‘i_l (t)7 ttt) qwmax (t)

Per ogni z, la sequenza

QZB(tl)? QCE(tQ)) S 7q:n(tn)

rappresenta il profilo di mortalita osservato
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Si assuma che

e Il trend osservato negli anni passati possa essere pereguato con
una funzione ¢, (t) esponenziale

e Il trend osservato continui negli anni futuri
= la futura mortalita puo essere stimata estrapolando il trend stesso

Formalmente:
0 (t) = qu(¢') " ()
dove
o t' = anno base (per es. I'anno corrente)

o r, = fattore di variazione annuale (fattore di riduzione se r, < 1)
della mortalita ad eta x, stimato in base al profilo di mortalita
osservato
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Se r, < 1 (usuale), dalla (*) segue

lim ¢.(t) =0

t——+4oo

Si puo adottare la seguente formula con mortalita asintotica (positiva):
Gz (t) = qz(t") (Ax + (1 —X) ri_t/> con A\, >0

Mortalita asintotica ad eta « :

. L /
A o (t) = gu(t) As

Vedi Figure seguenti
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Clx(f) i

Ox(t') Ax

qx(t') i

time t

(@)

Modelli esponenziali
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

PROIEZIONI DI MORTALITA. ASPETTI STOCASTICI

Aspetti fondamentali:

e itassi di mortalita osservati sono realizzazioni di variabili aleatorie
che rappresentano la mortalita passata

e itassi di mortalita proiettati sono stime di variabili aleatorie che
rappresentano la mortalita futura

Quindi:
e sS0NoO richieste ipotesi probabilistiche sulla mortalita, cioe
distribuzioni di probabilita per i numeri di decessi alle varie eta

e Va specificata una struttura statistica che leghi valori proiettati a
valori osservati

= procedure di proiezione stocastica
Esempio: il metodo di Lee-Carter (1992) implementa I'approccio 1(b)

Basi biometriche -

88/123



Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

Path of

a stochastic process =
possible future outcomes
of the random

mortality frequency

gx(t) Sample =
observed outcomes
of the random
mortality frequency

|

A model linking the probabilistic structure
of the stochastic process to the sample

t' time t

Approccio statistico nella procedura di perequazione - proiezione
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate

Risultati di una procedura di proiezione stocastica:

e stime puntuali dei tassi di mortalita futuri

e stime intervallari dei tassi di mortalita futuri

Ox(t)

GRADUATION

OBSERVATIONS

INTERVAL ESTIMATION

POINT ESTIMATION

time t

Stima puntuale e stima intervallare
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Dinamica della mortalit a. Tavole proiettate (cont.)

e fan charts relativi alla proiezione della vita attesa
o proiezione centrale
o Intervalli di predizione

Q) : N

J
! central projection prediction
: (point estimate) — intervals
I

t' time t

Fan chart della vita attesa
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3.9 MODELLI A TEMPO CONTINUO

Calcolare valori attuariali in corrispondenza ad eta e/o durate non
necessariamente intere

Approcci:

(1) approssimare i valori attuariali, ad es. mediante interpolazioni
lineari

(2) approssimare le probabilita, partendo da quelle fornite dalla tavola
di mortalita (che tabula le varie funzioni sui soli interi), ad es.
mediante interpolazioni lineari

(3) adottare un modello biometrico a tempo continuo = valori
attuariali nel continuo

> possibilita di calcolare probabilita tipo ;p;, +1¢z, ... conz elot
non interi

> necessari strumenti diversi dalla tavola di mortalita
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

LA FUNZIONE DI SOPRAVVIVENZA
Si definisca, per t > 0, la seguente funzione
S(t) = P[Ty > t]

detta funzione di sopravvivenza
Si consideri la probabilita ;,p,., espressa come segue:

P[Tg > T+ h]
P[TO > ZC]

P[Tx>h]:P[T0>ZC+h‘T0>CL‘]=

Si trova:

hPx — S(CB)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Si ha poi:
S(x)—S(x+h
S(x+h)—S(x+h+Ek)
h|kz = hPz kQz+h = S(z)

Relazione tra funzione di sopravvivenza e tavola di mortalita: essendo
/., 1 numero atteso di persone in vita tra le iniziali £y, si ha:

{, =¥, P[Tg > ZE]
e in termini della funzione di sopravvivenza:
lr =Ly S(x)

(ipotesi: tutti gli individui hanno mortalita descritta dalla S(x))
= (., € una tabulazione (sugli x interi) della funzione S(x)

Basi biometriche - 94/123



Modelli a tempo continuo  (cont.)

Tipica forma del grafico della funzione di sopravvivenza S(x)
= analogia con /,,

0 age X

Funzione di sopravvivenza
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

“Costruzione” della funzione di sopravvivenza

Sia disponibile una tavola di mortalita (per esempio ricavata da
osservazioni di periodo)

Siponga, perx =0,1,...,w:

Cy

S(x) = %

Quindi, perz =0,1,...,w—1e 0 <t <1, sidefinisca
Sx+t)=(1—-1t)S(x)+tS(x+1)

e siassuma S(x) =0 perz > w
= funzione S(x) lineare a tratti
Vedi Figura seguente
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Modelli a tempo continuo

)

Xx-1 X x+1

age

Funzione di sopravvivenza: costruzione per interpolazione lineare

Possibili modelli di perequazione diversi da quello lineare

Alternativa: reimpostazione, partendo dal concetto di “intensita di

mortalita”

Basi biometriche -
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

FUNZIONI COLLEGATE

Siano:
e Fy(x) funzione diripartizione della durata aleatoria di vita Ty

e fo(x) funzione di densita (pdf) della durata aleatoria di vita Ty

Quindi

cioe
Fo(z) = 290

Risulta ovviamente
Fo(x) =1—-S5(x)

Relazione tra funzione di ripartizione Fy(x) e pdf fo(z):

Fo(ZC) = [)w fo(t) dt
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Assumendo fy(xz) continua per x > 0:
dFy(x) dS(x)

0 rT)) = — = —
/ ( ) dax dax
1:O(X) Hx
0 age x 0 age X
Funzione di densita Intensita di mortalita
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Grafico di fo(x) chiamato curva dei decessi (analogia con il grafico dei
d, nel modello a tempo discreto)

Riferimento allav.a. T}, (x > 0)
Funzione di ripartizione:

P[QZ < Ty < Qf—l—t] _ Fo(.??—l-t) —Fo(llj)

Fo(t) =P[T, <t] =

P[Ty > x] S(x)
Funzione di densita:
dFy(x +t)
falt) = d%t(t) - S(%i) - fogza; .
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Da F.(t) e f.(t) (e in particolare da Fy(t) e fo(t)) = tutte le
probabilita usate nel calcolo attuariale

Esempio:

+00 +o00
Pz = 1 — Fi(t) :/t fz(u) du = —/t folx +u) du

INTENSITA DI MORTALITA

Si consideri la funzione definita per x > 0 dalla:

e = lim tdx
t—0 ¢

La 1, € chiamata forza di mortalita, o intensita (istantanea) di
mortalita, o hazard function

Basi biometriche -

101/123



Modelli a tempo continuo  (cont.)

La u, puo essere
> stimata per x interi e frazionari mediante osservazioni di periodo

> perequata, in particolare mediante modelli parametrici (o “leggi di
mortalita”; vedi esempi nel seguito)

Grafico dell'intensita di mortalita: vedi Figura
Relazione tra grafico dell'intensita di mortalita e curva dei decessi

fo(x): vedi (*)

Relazione tra funzione di sopravvivenza e intensita di mortalita:

tde i S(z) — Sz +1)

Ha = i = = 0 =)
e quindi
- dS(z)
_ dx
Mo = S(x)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

e anche:

Quindi
> assegnata la S(x) si puo ricavare la p,

> nota la S(z), la u; non aggiunge informazioni sulla mortalita

> ruolo della u,: espressione di ipotesi sull’andamento della
mortalita in funzione dell’'eta (vedi modello di Gompertz)

Assegnata la u, = funzione di sopravvivenza (con S(0) = 1)

espressa dalla:
S(x) = exp (—/ L dt)
0
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Dalla 1, (direttamente o via S(x)) = probabilita impiegate nel calcolo
attuariale

Esempio:

Sz +1 i

Osservazione 1

Funzioni dell'eta =, nei modelli a tempo

e discreto: V4, gz, ds, ...

e continuo: S(x), fo(x), gz, - -
sono esempi di funzioni biometriche (altre funzioni biometriche: invalidita,
mortalita degli invalidi, ecc.)

Assegnata una di tali funzioni (in un dato modello), si possono ricavare le
altre
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Esempio:
e in un modello discreto, dalla ¢, si ricavano q., d., ecc.

e in un modello continuo, dalla i, siricava la S(x) e quindi le altre
funzioni

Osservazione 2

Relazioni tra quantita impiegate nei modelli discreti (es. ¢, d., ecc.) e
quantita impiegate nei modelli continui (es. S(x), fo(x), ecc.) = interesse
nell’interpretazione delle rappresentazioni grafiche

Esempi:

. o
e analogiatra ¢, e S(x) emerge dalla S(z) = ~
0

e relazionetra d; e fo(x)
> d, = opposto delle differenze prime della funzione £,
> fo(x) = opposto della derivata prima di S(x)
da

Analoga relazione tra ;|1q0 = A e fo(x)
0
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Osservazione 3

e Passaggio continuo — discreto

> immediato
x+1
ge = 1 —exp <—/ utdt)
X

> esempio:
per qualungque x intero
e Passaggio discreto — continuo
> necessita di ipotesi
> esempio: interpolazione lineare di £, (definita per x interi) per
ottenere S(x) (per ogni x reale)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

VALORI SINTETICI (“MARKERS")

Ciascun marker sintetizza in un numero la distribuzione di probabilita
della T, (1, in particolare)

Markers di posizione

e Vita attesa alla nascita (o speranza di vita alla nascita):

+o0
20 = E[T)] :/O Efo(t) dt

Integrando per parti:

+o0
€o = / S(t) dt
0
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

e Vita attesa residua ad eta x (0 speranza di vita ad eta z):

1

+00 00
63,3:E[T3,3]:‘/O tfx(t)dt:%A S(z+1)dt

Osservazione

Si puo dimostrare che, applicando la regola di integrazione mediante
trapezi per il calcolo di g e di e,, si ottengono (come approssimazioni) i
valori attesi e ed e,

e Eta attesa al decesso per una persona di eta x:
r+ET,]=x+e,

e Punto di Lexis: eta (anziana) =) tale che

fo(z™) = mgx{fo(@}
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Markers di dispersione

e Varianza della durata aleatoria di vita: tradizionale misura di
dispersione

+o0
Var[To] — A (t — éo)Q f() (t) dt

e Interquartile range della distribuzione di probabilita di Tj:
IQR[Tp] = (™) — £(2%)

con z(? e (") rispettivamente il 1° quartile (25° percentile) e il
3° quartile (75° percentile), cioe le eta tali che:

S(z?%) = 0.75

S(z{™)) = 0.25

IQR misura di dispersione: IQR[Tj] tanto minore quanto meno
dispersa e la distribuzione di probabilita di T, (vedi Figura)
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Modelli a tempo continuo

fo(x)

Markers in un modello a tempo continuo

Basi biometriche -

(cont.)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Altri markers

e Endurance = eta raggiunta con probabilita 0.90, uguale quindi al
10° percentile, (19, della distribuzione di probabilita di T}:

S(z19) = 0.90

e Ageing threshold AT : dato z (ad esempio, se interessa la mortalita
ad eta anziane: z = 10 0 15), AT (z) e I'eta tale che la vita attesa
residua sia uguale a z; formalmente:

CAT(z) = %

e Mortalita infantile: puo essere quantificata dalla probabilita che un

neonato deceda prima di una data eta ' (as es. 2’ = % ox =1,

0x' =15):

vt =1 S(&) = /O folt) dt
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Modelli a tempo continuo

MODELLI PARAMETRICI (O “LEGGI” DI MORTALITA)

Vari modelli, a tempo discreto o a tempo continuo, proposti per
esprimere mediante una funzione (o “legge”) la relazione tra mortalita

ed eta

Esempio di modello a tempo discreto (in quanto riferito a probabilita

monoannuali): legge di Heligman-Pollard
Vari modelli parametrici definiti in termini di:

> numeri attesi di superstiti 7,

4z
1 — qx
> funzione densita fy(x)

> probabilita ¢, o odds

> funzione intensita di mortalita .,

Considereremo modelli per I'intensita di mortalita
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(cont.)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Legge di Gompertz (1825)
pe = ae’® (con a, > 0) (*)

Notazione equivalente:
py = Bc® (con B,c>0)

Ipotesi su cui si basa la legge di Gompertz: passando da eta x ad eta
x + Az = incremento dell'intensita di mortalita proporzionale a valore
Iniziale u, e ampiezza dell'intervallo Az =- ipotesi di
“invecchiamento”; formalmente:

Ap, = 0 pugy Az 4+ 0(Ax)
Per Az — 0, siricava:

dpe,
dx

:B:ufliv

Integrando si ottiene la (*)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Impiego limitato a rappresentare la mortalita ad eta adulte ed anziane

Prima legge di Makeham (1867)
Generalizza la legge di Gompertz:

pa =y + ae’”

dove v > 0 (indipendente dall’eta) rappresenta la mortalita non dovuta
ad invecchiamento (ad es. accidentale)

Notazione equivalente:
ey =A+ Bc”

Mediante la S(z) = exp (— [, p: dt), siottiene:

S(z) = exp (—Aac _ 105 (e - 1))

Con A =0 = funzione di sopravvivenza della legge di Gompertz
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Osservazione

Prima legge di Makeham: primo esempio di modello di mortalita “per cause”;
in generale, con n cause di morte:

Hx = Z ,ugcj)
=1

dove ug) = intensita di mortalita ad eta x per la causa j

Seconda legge di Makeham (1890)

Ulteriore generalizzazione della legge di Gompertz:

Ly =7+ 0z + ae’?
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Legge di Siler (1979)

Generalizzazione della prima legge di Makeham, al fine di
rappresentare, mediante addendo esponenziale negativo, la mortalita
infantile decrescente con l'eta:

,ua;:oqe_ﬁlx—l—”y—l-o@eﬁzx (°)

Osservazione

La (°) era stata proposta da W. Lazarus (1867), ma probabilmente
abbandonata per difficolta, a quel tempo, di stima dei parametri (come del
resto accadde per la legge di Thiele; vedi seguito)
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Legge di Thiele (1871)

Obiettivo: rappresentare la mortalita su tutto I'arco della vita umana

2
[y = QO e 01T L nae P07 4, P27

(1) 2) 3)

con tutti i parametri > 0

(1) esponenziale negativa = mortalita infantile (decrescente con
I'eta)

(2) “gaussiana” = mortalita accidentale

(3) esponenziale positiva = mortalita senile (crescente con l'eta)

Osservazione

La legge di Heligman-Pollard riprende, in termini di odds, la stessa struttura
logica
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Legqi di Perks (1932)

Obiettivo: rappresentare, mediante generalizzazioni della prima legge
di Makeham (vedi i numeratori delle frazioni) una mortalita senile
crescente ma non esponenzialmente, come suggerito da statistiche
(= forma “logistica”)

Prima legge:
o« ePT 4 ~
Ho = 5 oBa +1
Seconda legge (piu generale):
aePt 4 Y

He = §efe 4 ce—Ba 1 1

Vari altri modelli di tipo logistico proposti dagli anni Cingquanta
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Interpretazione dei modelli logistici

Modelli logistici = mortalita crescente a tassi decrescenti

e Interpretazione statistica

(a) Ipotesi: si osserva la mortalita separatamente in coorti
omogenee al loro interno, ma eterogenee tra loro
(vedi Figura 1)

(b) Ipotesi (a) non realistica = la mortalita e osservabile
nell'insieme di tutte le coorti

(c) Siosserva dungue una mortalita “media”

(d) Le coorti con mortalita maggiore si estinguono prima delle
altre = si ottiene un andamento di tipo logistico
(vedi Figura 2)
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Modelli a tempo continuo

Force of
mortality

High
mortality

Low
mortality

Age

Figural - Mortalita osservata separatemente in ciascuna coorte
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Force of
mortality

Age

Figura 2 - Mortalita “media” osservata sull'insieme delle coorti
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

e Interpretazione formale

(a) La prima legge di Perks puo essere ricavata come mistura di
leggi di Gompertz con parametro « (0 B) aleatorio e funzione
misturante Gamma

(b) Significati
> legge di Gompertz: mortalita individuale
> legge di Perks: mortalita “media” in una coorte eterogenea
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Modelli a tempo continuo  (cont.)

Legge di Weibull (1951)

Inizialmente proposta per applicazioni in teoria dell’affidabilita,
successivamente impiegata anche in ambito biometrico ed attuariale

o= 72" (pA>0)

con:
p=1 = u, = costante ( = legge esponenziale)
p>1 = u, =crescente
Si trovano, in particolare:
> funzione di sopravvivenza S(z) = e~ (%)
1
p— 1) »

> punto di Lexis z(™ = \ (—
p
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