Lezione 14 Sottospazi vettoriali

Sottospazi vettoriali

Def. Consideriamo un K-spazio vettoriale V. Un sottoinsieme U C V é
detto sottospazio vettoriale se Vu,v € U, Va € K si ha:

1) U#0D (U non vuoto).
2) u+v € U (U chiuso rispetto all’addizione).
3) au e U (U chiuso rispetto a prodotto per scalari).

Teor. Sia U C V sottospazio vettoriale. Allora 0y, € U. Inoltre U é un
K-spazio vettoriale rispetto alle operazioni ereditate da V.

Dim. U#® = 3ucUZ ou=0, €U.

VueU = —u=(—1)u e U.

U é chiuso rispetto all’addizione e al prodotto per scalari, contiene il
vettore nullo e L'opposto di ogni suo vettore. Valgono gli assiomi di spazio

vettoriale perché discendono da V. Quindi U é un K-spazio vettoriale. O

Oss. IL sottoinsieme {0y} C V che contiene solo il vettore nullo & un
sottospazio vettoriale di V detto sottospazio nullo e indicato con O (non
confondere il simbolo 0 nelle sue varie accezioni).

Oss. Sia U C V sottospazio vettoriale. Datin € N, uy,...,un, € U e
a,...,an € K= ajui+---+anu, € U (infatti U é K-spazio vettoriale).

Prop. Sia U C V un sottoinsieme non vuoto di un K-spazio vettoriale V .
Allora U é sottospazio vettoriale diV < Vu,v € U, Va,B € K si ha:

2"y au+ Bv € U.

Dim. La (1) e soddisfatta per ipotesi.
Supponiamo U C V sottospazio vettoriale = U contiene tutte Lle
combinazioni lineari di suoi vettori (vedi Oss. precedente).

Supponiamo che U soddisfi La (27). Si ottiene (2) ponendoa =G =1
nella (2’). Si ottiene (3) ponendo B = 0 nella (2/). O

Spazio delle soluzioni di un sistema omogeneo. Dato un sistema

Lineare omogeneo

con A € My, »(K), Lo spazio delle soluzioni € il sottoinsieme
Zsz{ueKnlA’lL:OKm}CKn.

Teor. Lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo in n
incognite € un sottospazio vettoriale di K™.

Dim. Ogr € X5 # Q. Vu,v € Xs, Va,B € K si ha:
A(au + Bv) = Aau + ABY = acAu + BAY = 0gm = au + BV € Xs. O

~

N.B. Se il sistema non € omogeneo allora Lo spazio delle soluzioni non
€& un sottospazio vettoriale perché non contiene il vettore nullo (e se il
sistema € incompatibile Lo spazio delle soluzioni € vuoto).
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Span. Consideriamo uno spazio vettoriale V e vettori v1,...,vn € V.
Definiamo il sottoinsieme

span(vl,...,'un)dzef{al'ul—i—---—i—anvn|a1,...,an€K}C\/.

Gli elementi di span(vy, ..., Un) sono tutte e sole Le combinazioni Lineari
di v1,...,vUn, al variare dei coefficienti a1, ..., an € K in tutti i modi.
Per definizione poniamo anche span(@) = {0}, Lo spazio vettoriale nullo.

Oss.
1) vespan(vy,...,VUn) & Jag,...,ap € Kt.c. v =011+ + anvn.
2) span(0y) = {0y} = span(@) spazio vettoriale nullo.
3) span(v) = {av | o € K} insieme di tutti i multipli scalari di v.
Prop. span(vi, ..., Un) € un sottospazio vettoriale di V.
Dim. Verifichiamo Le proprieta della definizione.
1) Oy =0v1+ -+ 0v, € span(vy, ..., Un) # 0.
2) Vu,v €span(vi, ..., Un) Si ha per certi a; € B; € K
U = a1V1 + - + QpUn
V=01V + -+ OnUn
U+ v = (o1 +0B1)v1+ -+ (an + Bn)Un € span(vi, ..., Un).
3) VB €K, Vu € span(vy, ..., Un) scritto come sopra si ha
Bu = (Ba)vr + - - - + (Ban)Un € span(vi, ..., Un). O

Def. span(vy, ..., Un) € detto sottospazio vettoriale generato da vy, ..., Un
e questi vettori sono detti generatori. Si indica anche con (v, ..., Un).

Oss. V1,...,Un € span(vy,...,Vn), Vi=1,...,n.

Oss. span(vi, ..., Un) € il pit piccolo sottospazio vettoriale di V che con-
tiene vy, ...,vn, 0ssia VU C V sottospazio vettoriale t.c. v1...,vp € U
= span(vi, ..., Un) C U.

Def. V é finitamente generato se 3n € Ne 3v;...,un € V t.C.
V =span(vi, ..., Un).
V1, ..., Un SONO detti generatori di V.

2/4



Lezione 14 Basi di spazi vettoriali

Basi di spazi vettoriali

Def. Una base per V é un insieme di generatori Linearmente indipendenti.

Oss. (V1,...,Un) base per V < V = span(vi,...,Un) € V1,...,Un SONO
Linearmente indipendenti.

Base canonica di K*. Consideriamo i seguenti vettori di K"

1 0 0
0] 1 0
e1=|.|, e=|.|,....en=1|.
0 0 1
colonne di I, = es, ..., en Linearmente indipendenti (perché rg I, = n).
051
Vu=| ! | eK" = v=oie1+ -+ aren
Oln
= K™ = span(ey, ..., en). Pertanto ey, ..., e, formano una base per K".
Def. €&, := (e1,...,en) € detta base canonica per K".

Oss. K" e finitamente generato.

Esempio.
n=1. e =1~ & = (e1) base canonica per K.

2. e = <1> , €2 = <2> ~» € = (e1, e2) base canonica per K2.

n = 0
1 0 0
n=3.e =|0]|,eo=1|1|,e3= |0 ’\/}83:(81,62,63).
0 0 1
Prop. v1,...,Un € V linearmente dipendenti < uno di essi € combinazione

lineare degli altri.
Dim. Joy, ... an € K non tutti nulli t.c.

o1V1 + -+ - + OpUp = Ov.
A meno di riordinare i vettori possiamo assumere o, # 0 =

Un = —a, oV + -+ ape1Un—1)
= U, CcoOmbinazione Llineare di v, ..., Un—1.
A meno di riordinarli possiamo assumere v, combinazione Llineare di
Vi,...,Un—1 = Jda1,...,0pn1 €EK t.C. Uy =01V1 + -+ Apn-1Un—1 =
o1V1 + -+ Qp—1Un—1 — Un = Oy
combinazione Lineare nulla non banale = w4, ..., VU, Lin. indipendenti. 0O

3/4



Lezione 14 Basi di spazi vettoriali

Lem. v € span(v1,...,Un) < span(v, Vi, ..., Un) = span(vVi, ..., Un).
Dim. Evidente perché v € span(v, v1, ..., Un).

Ogni combinazione Lineare di vy, ..., Un € anche combinazione Llineare
di v,v1,...,Un ponendo 0 come coefficiente di v =

span(vi, ..., Un) C span(v, Vi, ..., Un).
Dimostriamo L'altra inclusione.
v € span(vy,...,Un) = Ja1...,an €K t.C.
V=011 + -+ anUn.
Vw € span(v,vV1,...,Yn) = 36,061,...,8, € K t.c.
W = PV + Giv1 + - + BnUn
= B(a1v1 + -+ + AnUn) + B1V1 + - - - + BnUn
= (Ba1 + B1)v1 + - - - + (Ban + Bn)Un € span(vi, ..., Un)
= span(v,v1,...,Un) C span(vi, ..., Un).
Dalle due inclusioni si ha L'uguaglianza. O
Oss. Un generatore pud essere eliminato < € combinazione Lin. degli altri.
Teor. Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette una base.

Dim. Supponiamo V = span(vs, ..., Un). Facciamo induzione su n > 0.

Base dell’induzione: m = 0. Non ci sono generatori e quindi V = {0} é Lo
spazio vettoriale nullo avente L'insieme vuoto come base.

Ipotesi induttiva. Supponiamo che ogni spazio vettoriale con n — 1 > 0
generatori ammetta una base e sia V generato da n vettori v, ..., Un.
Se vy, ...,Un SONO Linearmente indipendenti allora formano base per V.
Se invece sono Linearmente dipendenti, per La Prop. un certo vx € combi-
nazione Lineare degli altri v;, e per il Lem. v, puo essere eliminato. Quindi
V ammette i — 1 generatori. Per L'ipotesi induttiva V ammette base. 0O

Oss. Ogni insieme finito di generatori per V contiene una base per V.
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