Lezione 20 Isomorfismi di spazi vettoriali

Teorema della dimensione

Teor. f:V — W Llineare e dimV < oo = dimV = dim(ker f) 4+ rg f.
Dim. dimV =n, dim(ker f) = k < n.

(w1, ..., ux) base per ker f ~~» (U1, ..., Uk, V1, ..., Un—k) base per V.
completamento della base
f(u;) = Ow, w; = f(v;)) = Wi, ..., Wn—k generatori di im f.
Mostriamo che wi, ..., Wn—r SONO Linearmente indipendenti.
n—k n—=k n—k
Y oW, = 0w = Ow = ) ouf(v) Zf(z Oéz'%) =
n—k n—k

K
o E ker f = ) vy = ) By =

7

n—k K
Z oYy — Zﬁiuz'ZO\/ = o;, =0, B; =0, V1.
=1 =1
(Wi, ..., Wn_k) base per mf = rgf =dim(imf) =n — k =
dim(ker f)4+rgf =k+n — k =dimV. O

Isomorfismi di spazi vettoriali
Consideriamo K-spazi vettoriali V e W.

Def. f: V — W biiettiva (o biunivoca) << f iniettiva e suriettiva.

Oss. f:V — W biiettiva < Vw e W, dlve VvV tc f(v)=w
< 3 f 1. W — V applicazione inversa: f~'o f=idy e fo f~! =idw.

Oss. f~1(f(v)) = (f~tof)(v) = idy(v) = v e similmente f(f~(w)) = w.
Def. f: V — W jsomorfismo (g) f Llineare e biiettiva.

Oss. idy : V — V isomorfismo.

Prop. f: V — W isomorfismo = f=': W — V lineare.

Dim.Va,B € K, Vwy, w2 € W o vy 1= foH(wi), v2 1= 1 (w2) =
w1 = f(v1), w2 = f(v2).
F~HNow:s + Bwz) = fF~ ' (af(vi) + BSf(v2))
= f'(f(aw: 4 Bv2)) (f Llineare)
= a1 + B2
= af '(wi) + Bf (wa). U

Def. V e W sono isomorfi <d=ef> Af:V — W isomorfismo.

In questo caso scriviamo V = W (si Legge V isomorfo a W).
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Consideriamo K-spazi vettoriali U, V, W.
Prop. f:U—>V eg:V — W lineari = go f: U — W lLlineare.

Dim.Va,B €K, Vui, u, € U = (gof)(aui+pBu) = g(f(aui+Buy)) =
g(af(ui) + Bf(uz)) = ag(f(u1)) + Ba(f(uz)) =
a(go f)(ui) + B(go f)(u). O

Oss. In altre parole, composizioni di applicazioni Lineari sono Llineari.
Cor. f:U—>V eg:V — W jsomorfismi = go f: U — W isomorfismo.
Dim. g o f & lineare e invertibile con inversa (go f)~! = f~to g~!. O
Oss. In altre parole, composizioni di isomorfismi sono isomorfismi.
Teor. Siano f:V — W lineare e B = (by,...,bn) base per V. Allora

1) f suriettiva < f(b1), ..., f(bn) generano W.

2) f iniettiva <& f(b1), ..., f(bn) Llinearmente indipendenti.

3) f isomorfismo < (f(b1), ..., f(by)) base per W.

Dim. 1) Segue subito dal fatto che im f = span(f(b1), ..., f(bn)).
2) f iniettiva < dim(ker f) = 0 < dim(im f) =rg f =dimV = n.
Segue la tesi dal fatto che dim(im f) = n < f(b1), .T'.eo.r,d}m(bn) Lin. indip.
3) Segue subito dalle precedenti. U
Cor (Invarianza della dimensione). V 2 W = dimV = dimW.
Cor. K"Z K" = m =n.
Teor. Sia f:V — W lineare e dimV = dimW < 0. Sono equivalenti:
1) f suriettiva;
2) f iniettiva;
3) f isomorfismo;
Dim. f suriettiva < rg f = dimW < dim(ker f) = dimV —rgf =0 <
f iniettiva. Pertanto (1) < (2) = (3) = (1). reeram O
Esempio.

A=<:]é ?) AVaV 2 LA:R2—>R2

i T\ _ [T+ 2y
Ny) ~ Bz 4wy

rgLa=rgA =2 = L, suriettiva e quindi isomorfismo.
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