Lezione 22 Teorema di determinazione

Teorema di determinazione

Teor. Dati V e W K-spazi vettoriali, B = (b1,...,b,) base per V e
W1, ..., Wn €W vettori arbitrari = 3! applicazione lineare

f:v—->w tc

f(b1) = wy

f(bn) = Wn

Dim. Sia f'V—)WLinearetc f(b) =ws, Vi=1,...,n.
n n n
VU EV A v = Zazbz = f(v) —f<z b1> =) auf(b) = ) awi.
=1 =1

=1 =1 =
Le coordinate (a1, ..., an) di v rispetto alla base B sono uniche = f(v)
ha L'unico possibile valore dato dalla formula

F(v) = Z AWy
i=1

e quindi f, se esiste, é unica.

L'ultima formula suggerisce La definizione di f:

fiv—-w
n
flu) ¥ Z oW, CON U = ) aub;.
=1 i=1
B B
1
0 O F(b1) = wn
b]_ — . , 'bn = O => K e e e

Resta da dlmostrare che f é lineare.
v = Z b e u = Zﬁzbl = v+4u= Z(az+5z)bz

i=1 =1 1= 1
f('U + ’U,) = Z (az- + 5¢)’1U¢ = Z oW, + Z BGiw; = f(U) + f(u)
=1 =1 =1

BEK = Pv= Z Bab, = f(Bv) = Z Baw; =B) aw; =PBf(v). O

=1 =1 =1
Cor. Siano V e W di dimensione finita. AlloraV = W < dimV =dimW.
Dim. Corollario della Lezione 20 (Invarianza della dimensione).

dimV =dimW =n, B= (b1,...,b,) base per Ve C = (c1,...,Cpn)
base per W A f: V — W Llineare t.c. f(b;) = ¢;, Vi = f isomorfismo
perché f manda una base in una base. O

Cor. V E2K" < dimV = n.
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Lezione 22 Matrici di applicazioni Lineari

Oss. B = (by,...,by) base per V, &, = (e1, ..., en) base can. per K"
s:V — K" isomorfismo t.c.

(b)) =e;, Vi=1,...,n.

n
v = Z ob;, = I_B(’U) = Z e, =
=1 =1 o
n
Quindi g associa a v € V Le sue coordinate rispetto alla base B.
Oss. Viceversa, dato un isomorfismo IN: V — K", con dimV = n, resta
determinata una base per V data dai vettori b; = I"1(e;), 1 =1,...,n, €

abbiamo g = . Scegliere una base per V & la stessa cosa che scegliere
un isomorfismo V = K".

Matrici di applicazioni Lineari

V e W K-spazi vettoriali con dimV =n e dimwW = m.
f:V — W applicazione Lineare. Scegliamo basi

B=(b,...,bn) per V
m
C=(C1,....Cm) Per W ans f(b;) = ) ayci v A= (i) € Mpmn(K)
=1
A € costruita per colonne: Agy € La colonna delle coordinate di f(b;).
B
T
VEV U= ijbj:
Jj=1 mn
n n m
F(v) = Z z;f(b;) = Z mjz Q;5Cq
j=1 j=1 i=1
m n
=) (Z wxa)
=\
C
m U1
=) UG =|: |, Cconu =) QayT;
=1
YUm
Poniamo ora
T U1
X=|:] Y=
Tn YUm
f si rappresenta in coordinate con L'equazione
f: Y =AX
quindi A permette di calcolare f in coordinate. Scriviamo anche
f(X) = AX.
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Lezione 22 Matrici di applicazioni Lineari

Def. A si chiama matrice di f rispetto alle basi B e C. Si indica con
A= Mg(f) € Mm,n(K)-

Viceversa, fissate Le basi e data A € M, »(K), ponendo f(X) = AX resta
definita un’applicazione lineare f: V — W. Abbiamo quindi il teorema.

Teor. Scelte le basi B eC risp. perV eW, c'é una biiezione tra applicazioni
lineari f:V — W e matrici m X n, che associa a f La matrice /\/Ig(f).

N.B. Questo ha senso solo se sono fissate basi per dominio e codominio.
Senza basi non si associa niente.

N.B. Se f: V — V & un endomorfismo (Lineare con stesso dominio e codo-
minio), spesso useremo La stessa base B sia nel dominio che nel codominio
a ME(F) € Mn(K).

Oss. M5(idy) = I, perché idy(b;) =b;, 7=1,...,n.
Applicazioni Lineari K» — K™. Usiamo Le basi canoniche su K, e K™
V f: K" — K™ lineare ~var A = ME™(f) € Mmn(K) =
F(X) = AX = La(X).
Quindi f = L. Abbiamo dimostrato il teorema seguente.

Teor. Le applicazioni Lineari K® — K™ sono del tipo L, con A € My, »(K).
0SS. VA € My n(K) = ME™(La) = A perché La(e;) = Ae; = Ay.
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