Lezione 23 Matrice del cambio di base

Matrice dell’applicazione composta
V, W, U spazi vettoriali su K, dmV =n, dmW = m, dimU = £

B = (b1,...,bn) base per V con coordinate X = (z1,...,ZTn)
C = (c1,...,Cm) base per W con coordinate Y = (y1, ..., YUm)
D = (di,...,ds) base per U con coordinate Z = (21, ..., 2)
Applicazioni Lineari
f:v—->w g:- W —Uu gof:VvV —U
A = Mg(f) B=MZ(g) C=Mg(gof)
mXn ZXm £Xn
Y —— BY
vIlsw-—-2syu XLy AX+—2s BAX
L b I
gof CcX
b
gof

Mg(go f) = MZ(g) - Mg(S)

Matrici di isomorfismi

dimV =dimW =n
B = (b1,...,bn) base per V
C =(c1,...,Cpn) base per W
f:V — W isomorfismo

flof=idy = ME(FY) - Mg(f) = Mg(idy) = In
fof Tt =idw = Mg(f) MZ(f™) = Mc(idw) = In
Dunque MS(f) € M, (K) & invertibile e si ha
ME(FY) = (ME(H)™
Cor. A € M, (K) invertibile < rg A = n (rango massimo).

Matrice del cambio di base

B = (b1, ...,by) base per V con coordinate X = (z1,...,Zn)
B = (b1, ...,b]) altra base per V con coordinate X’ = (z, ..., x,)
ME (idy) € GL,(K) si chiama matrice del cambio di base da B a B'.

X' = ME'(idy) - X

Oss. La matrice del cambio di base da B a B’ ha come j-esima colonna
le coordinate di b; rispetto alla base B'.

N.B. Una matrice del cambio di base € sempre quadrata e invertibile.
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Lezione 23 Matrice del cambio di base

Cambio di base per applicazioni Lineari

f:V — W lineare, dmV =n, dmW =m

B=(bi,...,bp), B = (b3,...,b)) basi per V
C=(c,...,Ctm), C" =(cy,...,c,,) basi per W
f =idw of oidy
7
v—Low)

B (MS(F) C

B c
Mg () = ME (idw) - ME(F) - Mg (idv))

Cambio di base per glLi endomorfismi. f: V — V endomorfismo.

Consideriamo due basi B e B per V. Poniamo C =B e C' = F.

v—IL v

B\ ME(f) (B
B| ME (f)|B
M5 (idy)
Mg (f) = Mg (idv) - ME(F) - Mg (idv)

Poniamo A = ME(f), A’ = ME(f) € M,(K), P = ME(idy) € GL,(K).
Ricordiamo che

ME (idv) = (ME(idv)) ™"

A = PtAP
Def. Due matrici A, B € M,(K) sono simili se 3 P € GL,(K) t.c.
B =P tAP

Oss. I, é simile solo a sé stessa: P~ I,P = PP =1I,, VP € GL,(K).
Analogamente La matrice nulla 0 € M,(K) € simile solo a sé stessa.

Prop. A, A’ € M,(K) rappresentano Lo stesso endomorfismo rispetto a due
basi se e solo se A e A’ sono simili.

Oss. A, B € M,p(K) simili = rg A = rg B.

Nucleo e immagine. Per trovare il nucleo di f: V — W in coordinate,
si fissano basi B per V e C per W v A = l\/lg(f) e si risolve il sistema

ker f: AX = Ogm.

Lo spazio delle soluzioni di questo sistema omogeneo rappresenta ker f.
Lo spazio delle colonne di A, ossia span(Aqy, ..., Awm)), rappresenta im f.

rg f = rg A.
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