Lezione 28 Molteplicita algebrica e geometrica

Molteplicita algebrica e geometrica

Supponiamo che V sia un K-spazio vettoriale con 1 < dimV =n < oo.

Def. La molteplicita algebrica mq(A) di un autovalore A € La molteplicita
di A come radice del polinomio caratteristico ps(x).

Oss. py(z) divisibile per (z — A\)™®) e non divisibile per (z — \)™M+1,

Oss. A1, ..., A¢ € K autovalori distinti di f € End(V), m; = ma(\;) =
pr(x) = (=1)"( — A)™ - - (T — A)™g ()

con g(x) polinomio senza radici in K (g = 1 se py ha tutte Le radici in K).

Oss. Mg(A1) 4+ -+ ma(Ag) < dimV e = < py ha tutte Le radici in K.

Def. La molteplicita geometrica mg4(A) di un autovalore A € La dimensione
del corrispondente autospazio, ossia mg(A) LT dim Aut(N).

Oss. my(A\) =dimV —rg(f — Aidy) =n — rg(A — AI,), A= ME(f).
Valgono Lle disuguaglianze seguenti (La prima e L'ultima per definizione)
1 <mgA\) < meg(A) < dimV.
Oss. mg(A1) + - -+ mg(Ag) < dim V.

Teor. \1,..., X € K autovalori distinti di f € End(V) con autovettori
rispettivamente v, ...,V € V = V1, ..., Ux linearmente indipendenti.

Dim. Per ipotesi f(v;) = A\;v;. Procediamo per induzione su k > 0.
Base dell’induzione: kK = 1. Evidente perché v; # 0y.

Ipotesi induttiva: vero per kK — 1 > 1. Consideriamo una qualunque com-
binazione Llineare nulla di v; ..., Ux € mostriamo che & banale.
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Ipotesi induttiva = ay(A\; — A,) =0, Vi=1,...,k—1.

)\1#)\/9,\7’2;</€—1:>Oli=0,v7;</€—1:>OC/C'U/C=O\/$OUC=O. O

Teorema di diagonalizzazione. Siano A1, ..., Xt € K gli autovalori di-
stinti di f. Le seguenti sono equivalenti:

1) ps ha tutte le radici in K e mg(X\;) = ma(N\;) Vi.

2) mg(A1) + - + mg(Ag) = dim V.

3) f diagonalizzabile.

In questo caso, scelta D, base per Aut(\;) Vi = D = D; U - - - U D, base
diagonalizzante per f.

1/4



Lezione 28 Diagonalizzazione

Kk Kk
Dim. |1) = 2)| ) mg(X\:) = ) ma(X;) = dimV (vedi osservazione sopra).

=1 =1
k Kk

2) = 1) dimV = ) my(n) < ) ma(X) < dimV = tutte uguaglianze.
=1 =1

2) = 3)| D = (v1,...,Vn) insieme di autovettori.

s

OV = U1 + - - - + Ug = Ov

=1

con u; somma dei termini € Aut(A;) = u; = 0 = a; = 0 = D base.

3) = 2)| D base diagonalizzante (formata da autovettori), n; numero di
autovettori di D che appartengono a Aut(X\;) = 1, < Mg(A;).

k Kk
dimV = ) n; < ) mg(X;) < dimV = tutte uguaglianze. O
1=1 =1
Cor. Se f ha n = dimV autovalori distinti A1, ..., x\n € K = f diagona-
lizzabile. In questo caso my(A\;) = Mma(N;) =1, Vi=1,...,n.

Oss. pr ha una radice A € K = f non diagonalizzabile.

Metodo per diagonalizzare un endomorfismo

Dato f € End(V) con dim(V) = m per capire se f & diagonalizzabile e
trovare una base diagonalizzante si procede come segue:
1) si sceglie (se gia non é data) una base B per V;

2) si determina A = ME(f);

3) si calcola pr(x) = pa(x) = det(A — z1I,);

4) si calcolano Le radici distinte Ay, ..., A\¢ di pr(x);

5)se N € Komg(A) < mg(A;) per un certo A\; = f non diagonalizzabile;
6) altrimenti per ogni \; si risolve il sistema omogeneo

(A — )\ifn)X = Ogn

trovando una base D; per Lo spazio delle soluzioni Aut(X;);
7) D =D; U---UD, base diagonalizzante.

Se al punto (4) non abbiamo verificato La disuguaglianza, si contano i
vettori ottenuti al punto (6): se il numero € uguale a dim V abbiamo base
diagonalizzante. Altrimenti f non € diagonalizzabile.

In pratica si Lavora sempre su A, ossia si diagonalizza una matrice.
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Esempio. Diagonalizziamo L, : C? — C?

A=<1 2) va(x) =22 —4x+5 M =241 A=2—1

—1 3

—1—3 2 z\ . fr=a-t
) ( ' 1_7)@—0, T+ (1—dy=0 {y:t

v, = <1 I7’> base di Aut(2 + %)

—1413 2 z\ . _fz=@+t
A2)< 1 1—|—7;><y>_0' —:I:-I—(1+z)y_0{y:t

Uy = <1_1|_Z> base di Aut(2 — 1)
D = (v1, ¥2) base diagonalizzante D = ME(La) = <2 é_ v 5 8 7;>

P:<1—'IL 1+

1 1 ) = M2 (idg:), D = P 'AP.

Oss. L4: R? — R? non é diagonalizzabile perché non ha autovalori reali.

Esempio. Diagonalizziamo Lg: R3 — R3

0 1 -1 —T 1 —1
B=|—-1 2 —-1| pe(z)=|—-1 22—z —1 |=—x34422—-52+2
1 -1 2 1 -1 2—=z
Si cercano Le radici calcolando pg sui divisori di 2 e si fattorizza.
pe(z) = —(z — 1)*(z — 2)

)\1 - 1, ma(l) - 2

-1 1 -1
B—I3=<—1 1 —1), rg(B—151) =1=mgy(l) =2
1 -1 1

B —2I3

—2 1 -1
—1 0 —1|,rg(B=2L)=2=my(2) =1
1 —1 0

L g diagonalizzabile. Calcoliamo basi degli autospazi.

rT=t—u 1 —1

1) z—y+2=0 y=t 01=<1),02=<0)
. =1t 1
2) {;m_z__ y=t 'u3=<1)
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(v1, v2) base per Aut(1l); ws base per Aut(2)
D = (v1, V2, U3) base diagonalizzante per Lg.

100 1 —1 1
D=MB(Lg)=|0 10|, P=ME(dgs) =1|1 0 1
00 2 0o 1 -1

D =P 'BP B = PDP?

Esempio. Proviamo a capire se L,: R? — R? & diagonalizzabile

J:<é i) PJ(iE):'lgx 1i$‘=(1—$)2, A=1, my(l) =2

O O

L,: R? — R? non é diagonalizzabile.
L,: C? — C? non & diagonalizzabile (per Lo stesso motivo).

J—DL = (0 1) G(J—DL)=1=>my(1)=2—1=1 < ma(l)
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