Lezione 30 Spazi vettoriali Euclidei

Spazi vettoriali Euclidei

V spazio vettoriale Euclideo con prodotto scalare (, ).
Def. Si chiama norma o Lunghezza di un vettore v € V il numero

vl € /(v, v).
Oss.

1) ||v|| ben definita perché (, ) definito positivo: (v, v) > 0
2) |lvll =20, Vv eV el|v]| =0« v=0y.

3) llawll = ledllv]l.

4) (v, v) = |lvl>.

5) v #0y, = —— € V é detto normalizzazione di v.

vl H II'UII

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Vv, w € V si ha
v, wy| < llv(lflw]l.

Vale l'uguaglianza < v e w sono lLinearmente dipendenti.

(v, w)
lwl|?
0L (V4 aw,v + aw) = (v,v) + (v, aw) + (aw, v) + {(aw, aw)

(v, w) (v, w)? 2
fwi & T e 1

= (v, w)* < [vIPllwl® = Kv, w)| < llvlilwll.

Dim. Se w = 0Oy vale Ll'uguale. Supponiamo w # 0y v» @ (= —

= |lvlI* + 20(v, w) + a?||lw|]® = ||v]|* — 2

= fjo2 — {022
fwl?

Non dimostriamo L'ultima affermazione. 0J
Disuguaglianza triangolare per La norma. ||[v + w| < ||v|| 4+ [Jw]|.
Dim.  |lv+wl? = v+ w, v+ w) = [|[v|I* + 2(v, w) + [|lw|®* <

< vlZ + 2wl + llwlli? = vl + llwl)?. O

Metrica Euclidea. La metrica o distanza Euclidea su V é La funzione
d: VXV —=R
a(v, w) = |lv —w].

Proprieta della metrica. Valgono le seguentiVu,v,w € V
1)dv,w)=>20edv,w) =0 v=w.

2) d(v, w) = d(w, v).
3) d(u, w) < a(u,v) +d(v,w) (disuguaglianza triangolare per a).
Dim. (1)—(2) sono immediate. Dimostriamo Lla (3):

d(u, w) = llu—v+v—wl < llu—vl+|lv—-—w| = d(u, v) +a(v, w). O
Oss. d(v,0v) = ||v]|.
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Angolo convesso tra due vettori non nulli. Vv, w € V — {0} =

(v, w) (v, w)
—1{———<K< 1= Jlvelo,nm]tc cosV® =—"—-
S lvlllwll lvl[llwl|
Def. ¥ si chiama angolo tra v e w. Scriviamo ¥ = vw.
—~ v, W =
w ¥ arccosu (v, w) = ||v]||||w]|| cos vw
lvl[llwl|

N.B. L'angolo non & definito se uno dei vettori € nullo.
Def. v, w € V sono ortogonali se (v, w) = 0. Scriviamo v L w.

Oss. Supponiamo v, w € V — {0 }.
1) 7w =0 < Ja > 0 t.c. v = aw (angolo nullo).

2) 0 < 1w < g < (v, w) > 0 (angolo acuto).
3) Tw = g < (v, w) = 0 (angolo retto).
4) g < vw < T << (v, w) <0 (angolo ottuso).

5) 7w =m < Ja > 0 t.c. v=—aw (angolo piatto).

Spazi vettoriali Euclidei numerici

Consideriamo R"™ col prodotto scalare canonico
n
(v, w) =Ww =) T

=1
T
n .
v = .
vl = (v, vy = | ) =7 '
i=1 Tn
n U1
dv, w) = llv —wll = | (@ — v)? w=| :
=t Un
_ (v, w)
VYW = arccos ————
vl {w]l

Esempio. Consideriamo in R? col prodotto scalare canonico i vettori

v=(1,2), w=(=21) = ||[v| = |lw|| = V5 (v,w) =0 = 9w = g
a(v, w) = ||lv — w| = V10.

Esempio. Consideriamo in R3® col prodotto scalare canonico i vettori
v=(-1,0,1), w=(0,1,1) = |||l = |w| = V2, (v, w) =1 =>17ﬂ;=g

a(v, w) = ||lv—w| = V2.
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