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Esercizio 1. (346 pt) Si calcolino i seguenti limiti
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In conclusione
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Esercizio 2. (9 pt) Si studi la funzione
f(z) =logx — 2arctan(x — 2),
determinando
i) Dominio: D ={z € R : z > 0}.
ii) Limiti alla frontiera del dominio:

lim logz—2arct -2)=— lim logxz—2arct -2) = .
Jlim logz—2arc an(zr—2) 00, Jm logz—2arc an(z—2) = 400
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iii) Derivata prima f’(z) = o 2(x o1 = P P P

Segno di f’: basta risolvere, per x € D, la diseguaglianza x> — 6x +5 > 0.
Si ottiene
f'(@)>0 per 0<z<1V z>5,

f’(x)zO per 3721\/3,‘:5,
f(x) <0 per 1<ux<H5.

iv) Intervalli di crescenza e decrescenza. Punti di massimo e di minimo.

f crescenteper 0<z <1V z>5,

f decrescente per 1<z <5.

Massimo locale per z = 1, con f(1) = § ~ 1,6.

Minimo locale per = 5, con f(5) =logh — 2arctan3 ~ —0, 9.
v) Derivata seconda
1 2(x — 2) ot — 1223 + 3422 — 40z + 25
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vi) Grafico di f.
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vii) Si dica, al variare di o € R, quante sono le soluzioni dell’equazione:

logz = a + 2arctan(z — 2).

Per a > T oppure a < logb — 2arctan 3: una soluzione.

s
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Per a = T oppure a = log 5 — 2 arctan 3: due soluzioni.

Per log5 — 2arctan 3 < a < 7: tre soluzioni.



Esercizio 3. (2+3+3 pt) Sia f : R — R derivabile.

i)

ii)

iii)

Supponiamo che, per ogni n € N, sia f(n) = 0. Provare che esiste (yn)n
successione in R tale che lim,, 4o yn = +00 €, per ogni n, f'(y,) = 0.

Applicando il teorema di Rolle alla funzione f ristretta all’intervallo
[n,n + 1], per ogni n si ottiene un punto y, contenuto in [n,n + 1], tale
che f'(y,) = 0. Poiché y,, > n, si ha lim,_, . yn = +00.

Supponiamo che lim,,_,y f(n) = 0. Provare che esiste (z,), successione
in R tale che lim,, 4o 2, = +00 € limy, 400 f'(2,) = 0.

Applicando il teorema di Lagrange alla funzione f ristretta all’intervallo
[n,n + 1], per ogni n si ottiene un punto z, contenuto in [n,n + 1], tale

che
f(n+1) — f(n)
(n+1)—n

Si ha che limy, 4 o0 f/(2r) = limp 400 f(n+1) — f(n) = 0 e infine, poiché
Zn > n, si ha limg, 4o 2, = +00.

f'(zn) = =f(n+1) = f(n)

Supponiamo che esista (x,,),, successione in R, tale che lim, ooz, =
+00 e limy, 4o f(x,) = 0. Provare che esiste (z,), successione in R tale
che lim;, 4 o0 2, = +00 € limy, 4o f/(2n) = 0.

Poiché la successione (), tende a 400, & possibile trovare una sottosuc-
cessione (p, )x tale che, per ogni k si abbia x,,,, — =, > 1; si osservi
che vale anche che limy_, 4  z,, = +00.

Applicando il teorema di Lagrange alla funzione f ristretta all’intervallo
[Tn).s Tnyyy ], PEr Ogni k si ottiene un punto zp contenuto in [z, ,Tn,., ],

tale che
fl(zk) _ f(x:kﬂ) : ic(xnk)
Quindi
)| = (L) =T En) ).

Tnppr = Tnyg

Si ha che limy oo | f(%n,,,) — f(@n, )| = 0, da cui si deduce che

. / _ . ! _
Jim [f)] = lim f(a) =0

e infine, poiché 2z, > z,, , si ha limy_, 4 2 = +o0.



Esercizio 4. (4+4 pt) Si calcoli, utilizzando la formula di Taylor, il valore di
i) cos(1) con una approssimazione di 1072.
Per ogni n € N e per ogni = € R, esiste £ € |0, z[ tale che
2 2n 222
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Quindi, per ogni n € N, esiste £ € ]0,1] tale che

1 1
cos(1) =1— TR (=) —— + (=1)""' cos &

1
(2n+2)!
E sufficiente che sia |cos& m| < 1072. Di conseguenza basta che
(2n 4+ 2)! > 100. Il minimo n che va bene ¢ n = 2, infatti 4! = 24 ¢

6! = 720. Quindi 'approssimazione cercata ¢ 1 — % + 2—14 = %.
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ii) / e” dx con una approssimazione di 1072,
0

Per ogni n € N e per ogni ¢ € R, esiste £ € ]0,¢[ tale che

t2 tn tn+1
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Quindi, per ogni n € N e per ogni z € R, esiste £ € |0, 22| tale che
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Quindi, se z € [0,1],
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Quindi
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Il piu piccolo n tale che
calcolare

(n+1)' 2n+3 <1072 & n = 4. Quindi sara sufficiente
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