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Esercizio 2. (6 pt) Si studi la funzione

@) = Vai+ % gz,

determinando

i) Dominio: D={zeR :z>0}

ii) Limiti alla frontiera del dominio:
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iii) Derivata prima f'(z) =

€ Suo segno.

Sipone v/z = t e si ottiene al numeratore t2—2¢t—1. Sistudia t2—2t—1 > 0.
Si ottiene t <1 —+/2 et > 14 /2. Perdo t = \/z, quindi si ha

0<Vz<1++V2 — 0<z<3+2/2 = fl(r)<0
VI=1++2 = x=3+2V2 = f(z)=0
VI >14+/2 = T>3+2V2 = f'(z)>0



iii) Intervalli di crescenza e decrescenza. Punti di massimo e di minimo.
Si ha

0<r<l++2 = 0<xr<3+2/2 = f decrescente

Vr=1++2 — z=3+2V2 = 7 punto di minimo
VI >14++2 — >3+2V/2 = f crescente
1 -4z —
v) Derivata seconda f(z) = —lx*% + %x*g +z72 = —W

€ Suo segno.

Si pone y/x = t e si ottiene al numeratore t2—4¢—3. Si studia t>—4t—3 < 0.
Si ottiene 2 — /7 <t < 2 ++/7. Pero t = \/x, quindi si ha

0<vVz<2+V7 = 0<z<11+4/7 = f"(x)>0
VI =247 = r=114+4V7 = f"(z) =0
VI >2+4/7 = x> 114+4V7 = f"(z) <0

vi) Grafico di f.

Esercizio 3. (4 pt) Si dica, al variare di @ € R, quante sono le soluzioni
dell’equazione:
e’ = ax.

eZE

E opportuno effettuare un mini-studio della funzione f () = —.
x

Il dominio & R\ {0}.
Si ha poi

lim - 0, lim —=-o00, lim — =+4o0, lim — = +oc.



f(z)= %(m — 1), quindi

f'(z) >0 perz>1,
f'(x) =0 perx=1, dacuil punto di minimo con f(1) =e
f'(z) <0 perz<0oppure 0 <z <1.

Quindi, confrontando il grafico con le rette orizzontali y = «, si deduce che
vi e

- una soluzione per a < 0;

- nessuna soluzione per 0 < a < ¢;

- una soluzione per o = ¢;

- due soluzioni per a > e.

Esercizio 4. (24+2+2+3 pt) Sia f : R — R una funzione convessa. Si supponga
F(=1) = £(2) = 0.
i) Si provi che f(0) <O0.

La secante per i punti del grafico (—1,0) e (2,0) ¢ la retta y = 0. Il punto
(0, f(0)) deve stare “sotto” la secante: quindi f(0) < 0. Alternativamente

o:;(—1)+%.(2)
quindi
FO) = FC ()45 () < Sf(-1)+37@) =204 5-0=0.

ii) Si provi che f ha minimo assoluto.

Uso la caratterizzazione delle funzioni convesse. Sia x > 2. Allora

Analogamente per x < —1 si ottiene f(z) > 0.

f e continua, perché & convessa. Il minimo assoluto della f ristretta a
[—1, 2] (che esiste per Weierstrass) ¢ quindi il minimo della f su tutto R.



iii) Si provi che esistono lim, oo f(z) € limy—, oo f(2).
Dal punto precedente so che per ogni > 2 vale f(xz) > 0. Si possono
realizzare quindi i due seguenti casi
- f & la costante 0 su [2, +oo[. Quindi il limite per © — 400 & 0.

- esite T > 2 tale che f(Z) > 0. Allora per x > Z vale

f@) = 1(@) | 1(@) = 1) _ f(@) -0

- — >0
2 -2 F

Tr—T
Allora, per x > Z, vale
f(@) 2 plx —2) + f(2).

Quindi f sta “sopra” la retta y = p(z —Z)+ f(Z) che ha pendenza positiva
e quindi per per x — 400, tende a +00. Per x < —1 si fa in modo analogo.

iv) Si provi che se i limiti precedenti non sono 0 allora sono +oo.

Svolto al punto precedente.

Esercizio 5. (4+4 pt) Si calcoli
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i) Basta effettuare la sostituzione cosx = t. Si ottiene
us
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ii) Detta F una primitiva di ¢ — ¢arcsint, si ha
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