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Esercizio 1. (4+4 pt) Si calcolino i seguenti limiti

. us . a?41
lim (7 + x) tanz =| -1 |, lim (e = —e€%)=| 400
z—>—Z \2 z—+00

1. Con il cambiamento di variabile ¢ = z + 5 abbiamo

. ™ . s
lim (— + ac) tanx = lim (t tan <t — 7))
z——2\2 t—0 2

im
t—0 —tant

2. Mettendo in evidenza,

22
lim (e = —e) = lim ¢€” (e% — 1)

T—+00 T—r—+00
. e er — 1
= lim — T
r—+4o00 I p=
ed essendo
x 1 t
T — 1 -1
lim e—:—l—oo, lim & T — lim & =1,
r—+00 I r—+00 P t—0+ t
si conclude che )
' =R ety = 1=
mgrfoo(e e’) = (+00) -1 =+4c0.
Esercizio 2. (8 pt) Si studi la funzione
(z - 1)
f@)= ——%7"—5>
(x —2)(x —3)

determinando:

i) Dominio: |R\ {2,3} (denominatore # 0)

ii) Limiti importanti:

lim f(z)=1, lim f(z)=+oo, lirgl+ flx) = —00,

Tr——00 r—2—
1. —_ - 1. = 5 1. = ]_ .
Jlim f(z) = —co,  lim f(z) =+oco0, lim f(z)



iii)

iv)

vi)

Derivata prima f'(z) = —

€ Suo segno.

, <0 sexe]—o0,1]
F@ >0 sex€ll,2[U]2, 1

Intervalli di crescenza e decrescenza. Eventuali punti di massimo e di
minimo locali o globali.

strettamente decrescente su | — oo, 1] U [z, 3[U]3, +ool,
flx) e 8

strettamente crescente su [1,2[U]2, Z].
Ha un punto di minimo locale in « = 1, con valore f(1) = 0. Ha un punto

di massimo locale in x = %, con valore f(g) = -8.

328 — 1522 + 21z — 5
(. —2)3(x - 3)3

Derivata seconda f”(z) = 2

Eventuali informazioni sulla concavita/convessita e grafico di f.
Studiamo il numeratore g(z) = 323 — 1522 + 212 — 5. Vediamo che

lim g(z) = —o0, lim g(z) = +o0,

T——0Q r—+00

g (x)=92 —30x +21=3(x —1)3z—7), ¢"(x) =6(3z—5).

Pertanto, g(z) & strettamente crescente su ] —oo, 1]U [ %, +00] e strettamen-
te decrescente su [1, %], ha un punto di massimo locale in z = 1 con valore

g(1) = 4 e un punto di minimo locale in z = % con valore g(%) = 2. Da

§ .
queste informazioni deduciamo che esiste un unico punto ¢ in cui g(¢) = 0.
Essendo g(0) = —5, abbiamo che ¢ €]0,1] e
g(x) <0 sex<c, g(x) >0 sex>c.

Ne deduciamo che

<0 sexe€]—o0,clU]23],

(=)
>0 sex€lc2[U]3,+ool.

e pertanto

o) ¢ { strettamente concava su | — 0o, c]U]2, 3|,
x) e

strettamente convessa su [c, 2[U]3, +o0].

Abbiamo un punto di flesso in = ¢. Ecco uno schema del grafico:



Esercizio 3. (34+2+2 pt) Sia f : R — R una funzione derivabile tale che

lim f'(z) = 4o0.

r—+00
Dimostrare che:
i)l f(z) = +oo.

Dimostrazione. Dalla definizione di limite troviamo un « € R tale che
r>a = fl(z)>1.

Pertanto, se z > «,

(@) :f(a)—i-/ £ dt > f(a)+/ Ldt = fa)+z—a.
Siccome

lim (f(e)4+2z—a)=+oo,

Tr—r+o0

per confronto ne segue che lim f(x) = +o0.
T—+00

ii) non esiste alcun asintoto a 400 .

Dimostrazione. Se esistesse un asintoto y = ma + ¢ a 400, dovrei avere

che
lim M

Tr—r+00 x

=m e R.

Ma essendo Elf f(z) =40 e Erf r = 400, usando la regola di de
I’Hopital ho che

!
lim ——= = lim f'(z) = 400,
Tr—r—+00 x T—r+00 ]_

f(z)

per cui non puo esistere un tale asintoto.



iii) se f & derivabile due volte, allora

i (G [ 1) =+

Dimostrazione. Sia F(x) = [ f(t)dt. Per il Teorema Fondamentale,
F'(x) = f(x) per ogni x € R. Sapendo che lirf F'(z) = +00, da quanto
T—r+00
sopra vedo che anche lim F(z) = 400, e siccome anche lim 2? =
z——+00 T—~400

400, usando la regola di de 'Hopital ho che

lim (;/Ozf(t)dt>: i T oy fB

z— oo z—too 12 z—400 2r

x
avendo gia dimostrato che lim L( ) = 400
r—+oo I

Esercizio 4. (444 pt) Si calcolino i seguenti integrali:

s s 2
/ rcosxdr=| -2 |, / zeos’xdr =|
0 0 4

1. Per parti:

3

/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx+cosa:+c (ceR).

Quindi, per il Teorema Fondamentale,

s

™
/ rcosxdr = [:csinx—l—cosx} =—-1—-1=-2.
o 0
2. Scrivo cos? ¢ = %(COS(Q.’L‘) + 1) e quindi, per parti,

/xCOSQxd.T = %/x(cos(Qx) +1)dx
- %(m(% sin(2z) + z) — / (3 sin(2z) + ) d:c)

= lesin(2z) + 1% + L cos(2z) + ¢ (ceR).

Ecco allora che, usando il Teorema Fondamentale,

/0 zcos’ xdr = [%xsin(l’r) + 127 + %Cos(Qx)} .= (— + 7) ——=—.



