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1. Siano x,y € RY, dimostrare la "reverse triangle inequality"!

Hizll =Nyl | < llz =yl
dimostrare anche la disuguaglianza seguente (molto simile)

Hizll =yl < llz + vl

2. Dimostrare che se 1,2, T3, ..., Ty € RY, allora?

@1 + @2 + 23 + -+ T || < [J@a ]| + [Jz2]| + 28]l + - + [[2m]

@1 + 22 + @3 + -+ B || = 24| — [l22]| = [[@3]] = - = [[@m]]
Se ne deduca che se p(x) = ag + a1z + - - - + apa™, allora

p(@)] > lanlo]* = lan-1[lo[*7" = - — |as|z| - |ao|

3. Dimostrare la continuitd delle seguenti funzioni utilizzando la definizione €-9 :

(a) f(x)=2”

(b) f(z) =2

(©) f(z) = |l’ |
(d) fz) =

4. Sia f : R — R una funzione che soddisfa la seguente proprieta:

>0 ¢ |f(2)— f(y) < Llz—y? Va,yeR
dimostrare che f é continua.

5. Sia f : R? — R una funzione continua, dimostrare che se U C R ¢ un insieme aperto allora f~1(U)
¢ un sottoinsieme aperto di R2. Si ricorda che f~1(U) ¢ definito nel modo seguente

fHU) :={x e R? : f(x) e U}

6. Determinate l'interno, la chiusura e la frontiera dei seguenti insiemi:

ER : Jy| > 2}

ER? : z>0ey<1}

ER? : 2<z<5ey<3}

€ER?: 3<r<3e —2<y<2}
eER? : 2?2 +y? <9}

eER? : 22 +42 <1}
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7. Sia A C R un insieme limitato inferiormente, sia « := inf(A4) e sia @ € A, dimostrate che A non
puo essere aperto.?
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8. Determinare quale degli insiemi seguenti & aperto, quale é chiuso e quale non é né aperto né chiuso

(a) [—V/T7Tm,65536]
(b) U2, 199n,99n + 1]

Thint : si cominci dimostrando che ||| — ||y|| < ||z — y||
2hint : si ponga x = 1 e y = T2 + X3 + -+ + T, e si usi la reverse triangle inequality
3hint : si dimostri che o non appartiene all’interno di A
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(©) Unti s o]
() l5iz.+c[={z€R : > 53
I prossimi sono esercizi bonus, quindi potrebbero risultare particolarmente difficili

9. Sia (E,d) uno spazio metrico, sia 6 > 0 e sia A C F, si definisce

I5(A) = | J B(z,9)

T€EA
Si dimostri che A C I5(A) e che I5(A) ¢ un insieme aperto *

10. Siano A, B C R due insiemi tali che:

Voe AdbeB : a<b , VoeB3daeA:a<b

Dimostrare che
inf(A4) <inf(B) , sup(A) <sup(B)

11. Sia (F,d) uno spazio metrico, sia A C E, sia x € E, si definisce
d(z,A) :=inf{d(z,a) : a € A}

Dimostrare che®
d(z, A) < d(z,y) +d(y, A) Vr,y € E

da cio si deduca che
‘d(.ﬁ,A)—d(y,AH Sd(.ﬁ,y) vayEE

e si deduca che f(z) = d(x, A) & una funzione continua.

4hint : é vero che x € B(x,§)? L’unione di insiemi aperti & un insieme aperto?
5hint : la disuguaglianza triangolare implica che d(x,a) < d(x,y) 4 d(y, a), a questo punto si usi il risultato dell’esercizio
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