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1. Di ciascuna delle seguenti funzioni determinare se € crescente, strettamente crescente, decrescente
o strettamente decrescente ( si considerino come funzioni da ]0, co[ in R )

x+1

a® = exp,(z) nel caso 0 <a < 1lemnelcasol <a

a

x® := expy(a) con a > 0

.
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(d) logs(x), cioé la funzione inversa di exp,(x), nel caso 0 <a <1 enel caso 1 < a
)
)
)

max{1, 23}

2. Sia f : I — R una funzione strettamente crescente (a < b = f(a) < f(b)) dove I C R ¢ un
intervallo non vuoto, siano a,b € I, mostrare che

(a) a=b < f(a) = f(b)
(b) a<b < fla) < f(b)
() a<b < f(a) < f(b)

Cosa succede invece se f é strettamente decrescente?

3. Sia (F,d) uno spazio metrico e f : E — R una funzione continua. Usando il teorema della
permanenza del segno si dimostri che :

(a) L’insieme {f >0} ={z € E : f(x) > 0} & unione di insiemi aperti.

(b) se a,b € R con a < b allora gli insiemi

{f<b}, {a<f}, {a<f<b}

sono unioni di insiemi aperti.
4. Sia f : [0,00[— [0, 00[ la funzione "radice quadrata" : f(x) := y/z, mostrare che
(a) a<b < f(a) < f(b)
(b) fla+0b) < f(a)+ f(b)
(©) [f(b) = f(a)] < f(lb—al)
(d) f é continua.
)

(e) per ogni L > 0 esistono z,y € [0, 1] tali che |f(x) — f(y)| > L|z — y|

5. Risolvere l'esercizio precedente nel caso in cui f(z) = ¥z, cioé f : [0,00[— [0,00[ & l'unica
funzione che soddisfa la proprieta (f(z))” =z Va > 0.

6. Si determini l'interno, la chiusura e la frontiera dei seguenti insiemi:

(a) {(z,y) €R? : y? >a}

(b) {(z,y) eR? : y>0ex <1}

() {(z,y) eR? : 2<z<5ey<3}

(d) {(z,y) eR? : -3<a<3e —2<y<2}
(e) {(z,y) eR? : z(x —2)+yly—2) <7}
() {(z,y) € Q* : 2*+4* <1}

I prossimi sono esercizi bonus, quindi potrebbero risultare particolarmente difficili
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7. Sia f : R — R la funzione definita nel modo seguente

I
I
I

= (0 se z & irrazionale

z)
p/q) = 1/|q| se p,q € Z e sono coprimi
0)=0

Dimostrare che f é continua in xy per ogni o € R\ Q e non ¢é continua in zg per ogni xo € Q\ {0}

8. Dimostrare che f : F — R ¢é una funzione continua se e solo se per ogni ¥y € R e per ogni € > 0
linsieme {y —e < f<y+e}={r€E : y—e< f(xr) <y+ e} ¢ un insieme aperto.!

Thint : Pimplicazione = si ottiene dall’esercizio 3, ¢ quindi sufficiente dimostrare <=
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