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0.1 Esercitazione 1 - 16/10/2023

1| Sia (F, d) uno spazio metrico, sia 0 > 0 e sia A C F, si definisce

I5(A) = | ) B(z,9)

z€A

Si dimostri che A C I5(A) e che Is(A) ¢ un insieme aperto °

%hint : & vero che x € B(x,d)? L’unione di insiemi aperti é un insieme aperto?

Soluzione

le palle aperte B(x,d) sono insiemi aperti, quindi I5(A) é aperto in quanto é unione di insiemi
aperti.

dimostrare che A C I5(A) & equivalente a dimostrare
yeA = ye L;(A)

ma se y € A allora y € B(y,d) e dato che la palla B(y,d) compare nell’'unione che definisce I5(A)
si ha y € I;(A)

2] Siano A, B C R due insiemi tali che:

Vaoe AFbeB : a<b , YoeB3dacA :a<b

Dimostrare che
inf(A) <inf(B) , sup(A) <sup(B)

Soluzione :
comincio dimostrando che inf(A) < inf(B)

come si definisce inf(B)? un minorante di B é un numero S € R tale che per ogni b € B si ha
B < b, inf(B) ¢é per definizione il massimo dell’insieme dei minoranti di B, allora per mostrare che
inf(A) < inf(B) é sufficiente mostrare che inf(A) ¢ un minorante di B, in quanto se inf(A) é un
minorante di B sara di sicuro minore o uguale del massimo dei minoranti di B, cioé¢ inf(B).

Devo quindi mostrare che
be B = inf(4) <b

tuttavia ho che

beB — Ja€A:a<b = inf(A)<a<b = inf(4) <?b

per dimostrare l'altra disuguaglianza si ragiona in modo simile
continuiamo dimostrando che sup(A) < sup(B)

come si definisce sup(A)? un maggiorante di A ¢ un numero « € R tale che per ogni a € A si ha
a > a, sup(A) é per definizione il minimo dell’insieme dei maggioranti di A, allora per mostrare che
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sup(A4) < sup(B) é sufficiente mostrare che sup(B) é un maggiorante di A, in quanto se sup(B) &
un maggiorante di A sara di sicuro maggiore o uguale del minimo dei maggioranti di A, cioé sup(A

devo quindi mostrare che

a€A = a<sup(B)

tuttavia ho che

a€A = FbeEB:a<b = a<b<sup(B) = a <sup(B)

[ sia (E,d) uno spazio metrico, sia A C E, sia x € E, si definisce
d(z,A) := inf{d(z,a) : a € A}

Dimostrare che®
d(z, A) < d(z,y) + d(y, A) Vz,y € B

da cio si deduca che
|d($,A)—d(y,A)| Sd(ﬂl‘,y) Vx,yeE

e si deduca che f(z) = d(x, A) é una funzione continua.

Shint : la disuguaglianza triangolare implica che d(z,a) < d(z,y) + d(y,a), a questo punto si usi il risultato

dell’esercizio 10
\ v

Soluzione :
¢ necessario un lemma

Se FF C R ¢ un insieme (non vuoto e inferiormente limitato ), ¢ € R e S é 'insieme

S={c+f: feF}
allora si ha
inf(S) = ¢+ inf(F)
seguiamo I’hint e usiamo quindi la disuguaglianza triangolare
d(z,a) < d(x,y) + d(y, a) (1)
adesso usando il lemma e il risultato dell’esercizio 10, prendendo I'inf ambo i membri ricaviamo
inf{d(z,a) : a € A} <inf{d(z,y) +d(y,a) : a € A} =d(x,y) +inf{d(y,a) : a € A}
usando la definizione di d(z, A) questa diventa
d(z,A) < d(z,y) + d(y, A)
sottraiamo d(y, A) ambo i membri e ricaviamo

adesso per ottenere la disuguaglianza é sufficiente ripetere i passaggi dell’esercizio 1, quindi ricavia-
mo

|d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y)

per dimostrare la continuita di f(z) := d(z, A) é sufficiente porre § = ¢ nella definizione di continuita
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0.2 Esercitazione 2 - 23/10/2023

e A

{ Un caso particolare della disuguaglianza media geometrica media aritmetica & la seguente
disuguaglianza

22y < x2 +y?
valida per ogni x,y € R, la si dimostri usando (z — y)? > 0. Stabilita questa disuguaglianza la si

applichi per dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in R?, con

L Yi

Jatm . Va+#

prima con 7 = 1 e poi con ¢ = 2.
\

Soluzione :

abbiamo chiaramente che 0 < (x — y)?, sviluppando il quadrato questa diventa 0 < 22 — 2zy + y?,
sommando 2zy ambo i membri diventa

2ry < 2% +y? (2)

usando la disuguaglianza con gli x e gli y indicati nella traccia otteniamo le disuguaglianze

2x191 x3 y3

Vil + ol R T ety yi s
2x2y2 3 3
Vil +adVyi+yd et tad yi+yl

(3)

sommando membro a membro le due disuguaglianze otteniamo

2(x1y1 + 22y2) < R N
Vi taiyi+yd ~ri el oyl +ys

—14+1=2 4)

dividendo ambo i membri per 2 otteniamo

T1Y1 + Tay2
<1 (5)
Vit + 23yl + y3

adesso moltiplichiamo ambo i membri per \/z7 + 23+/y? + y3 e ricaviamo finalmente

iy + 2o < 22+ a3y o + o (6)

5] Sia f : R — R una funzione che soddisfa la seguente proprieta:

3L >0 : [f(z) - f(y)| < Llz —y[* Vz,yeR

dimostrare che f(0) = f(1) senza usare le derivate.

Soluzione :

prima di risolvere I’esercizio mostriamo che utilizzando le derivate é molto semplice, osserviamo che

—Llz —y| < < Llz -yl

f(@) — f(y)
-y

quindi facendo tendere y — 0 e usando il teorema dei carabinieri si ricava

y—e r—y

=0

quindi la derivata di f si annulla in tutti i punti e quindi f é costante.
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Dimostriamo adesso che f & costante senza usare le derivate, dobbiamo dimostrare che per ogni
a,b €R f(a) = f(b), per semplicita di notazione ci limitiamo al caso a =0e b= 1.

Usando l'ipotesi e la disuguaglianza triangolare abbiamo

AN Bh ) oA Lo

[f(1) = FO)] =

abbiamo quindi

SRS

0<[f(1)— f(0)] <

facciamo tendere n — oo e usando il teorema dei carabinieri ricaviamo

F(1) = F(0)] =0
cioé f(1) = £(0)

0.3 Esercitazione 3 - 30/10/2023

.rSia f : R— R la funzione definita nel modo seguente

b
f(
f(

Dimostrare che f & continua in z per ogni zop € R\ Q e non é continua in xy per ogni 29 € Q \ {0}

0 se z é irrazionale

%) =
p/q) =1/lq| se p,q € Z e sono coprimi
0)=0

\

Soluzione :
cominciamo dimostrando che f non é continua in zg se g € Q/ \ {0},

sia zg € Q\ {0}, dimostriamo che f non é continua in x dimostrando che la definizione € — ¢ non
¢ soddisfatta.

Innanzitutto f(xzg) > 0, possiamo quindi prendere € < f(xg).
Sia § > 0, allora esiste x €]xg — 0, xg + J[ irrazionale, quindi per definizione
|f(z) = fzo)| = | f(z0)| > €

quindi f non puo essere continua in x perché ¢ € un numero qualsiasi.

sia g € R\ Q, allora f(zq) = 0.
dimostriamo che f & continua in xg usando la definizione € — §.
Sia € > 0, grazie alla proprieta archimedea dei numeri reali posso trovare ¢ € N tale che 1/q < e.

consideriamo Q =1-2-3----- qg=q

adesso prendiamo un numero reale positivo (a caso), prendo 1, consideriamo intervallo Jzg —
1,29 + 1], questo intervallo contiene soltanto un numero finito di numeri della forma p/@, con
p € Z, diciamo che questi sono

(oL P
Q'Q A
, allora posso porre
. Pi
5::m1n{aﬁ0— 1,2, ,n}
ol

osserviamo che § < 1.
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sia adesso |z — z¢| < 9,
se x & irrazionale allora |f(z) — f(xzo)| =0 < ¢

se x & razionale allora se z = a/b con a,b coprimi e b > ¢ abbiamo che |f(x) — f(zo)| = 1/b < ¢,
altrimenti

b < q mi dice che a/b=(a-Q/b)/(Q), e | —xo| < ¢ ci dice che = p;/Q per qualche i, ma questo
non é possibile perche |z — zp| < 0 < |z — p;/Q| = |z — 0|

7] Dimostrare che f : E — R é una funzione continua se e solo se per ogni y € R e per ogni € > 0
linsieme {y —e< f<y+et={x€F : y—e< f(x) <y+ €} & un insieme aperto.®

“hint : implicazione = si ottiene dall’esercizio 3, ¢ quindi sufficiente dimostrare <=

Soluzione :

cominciamo dimostrando = , assumiamo che f sia continua.
Sia zg € {y — € < f <y + €}, vogliamo dimostrare che zy & un punto interno.

innanzitutto l'insieme |y — €, y + €[ & aperto, e dato che f(z) ci appartiene esistera un £ > 0 tale che
[f(@) =& f(z) +&[Cly — ey +el.

A questo punto la definizione di continuita mi dice che esiste un § > 0 tale che se d(z, o) < § allora
|f(z) = f(zo)| < & ma quindi f(z) €]f(z0) — & fzo) +&[Cly — €,y + €

abbiamo cioé che se d(z,x¢) < § allora z € {y — e < f < y + €}, questo ci dice che zy ¢ un punto
interno e quindi {y — e < f < y + €} & un insieme aperto.

Adesso dimostriamo <, sia xg € F, dimostro che f ¢ continua in zy usando la definizione ¢ — 4.

Sia € > 0. pongo y = f(xo), allora per ipotesi 'insieme {zx € E : y —e < f(x) <y + €} & aperto e
chiaramente z( gli appartiene, pertanto esiste un § > 0 tale che

B(zo,0) C{z e F : y—e< f(z) <y+e}

ovvero si ha che

d(z,z9) <6 = f(x) €ly — e,y + €]

ovvero si ha che

d(w,20) <0 = |f(z0) — f(2)| <€

e questo dimostra che f é continua in xg

0.4 Esercitazione 6 - 6/11/2023

8] Dimostrare le seguenti formule :
arctan(z) + arctan(l/z) = /2 Vx>0

arctan(z) + arctan(l/z) = —w/2  Va <0

Soluzione :
Sia f(x) := arctan(z) + arctan(1/z)
osserviamo che il dominio della funzione ¢ | — oo, 0[U]0, +00[

Usando le derivate

Lo, 11 L,
T+a22 1+ (1/z)2 22 1+22 2241

d d
%f(x) = arctan(z) + arctan(1/z) =
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quindi dato che la derivata di f ¢ identicamente nulla si ha che f é costante nell’intervallo |0, oo e
nell’intervallo | — oo, 0]

f(1) = 2arctan(1) = 7/2, quindi nell’intervallo |0, 0o f & costantemente uguale a f(1) = 7 /2.

f(=1) = 2arctan(—1) = —7/2, quindi nell'intervallo | — 00,0 f é costantemente uguale a f(—1) =
—m/2.

9] Dimostrare che

10

. Y(A+z)m -1 m
:EIEE) €T B n
Per ogni n,m € N
Soluzione :
Avevamo gia dimostrato che
. VI4+t—1 1
lim ——— = —
t—0 t n

, ponendo t = (1 4+ )™ — 1 ricaviamo

Ya+ram -1 1
g V(EHD)" =1

z—0 (1 —i—x)m —1

3|

Inoltre grazie al teorema del binomio di Newton si ha

(14+a)™—1=ma+ ("y)z*+... dove ... sono termini di grado superiore a 2, quindi chiaramente
per x — 0 contano solo i termini di grado pitt basso e quindi

1 m_1
lim 7( +2) =m
z—0 xT

usando questi due risultati si ottiene facilmente

. V(A +o)m -1 . V(4™ -1 1I+z)m™-1 1 m
lim = lim - lim =—-m=—
z—0 xT z—0 (1 + x)m —1 z—0 T n n

0.5 Esercitazione 8 - 4/12/2023

Relazioni del tipo limg_,4, % = 1 vengono chiamate "equivalenze asintotiche" e sono particolar-
mente utili nel calcolo dei limiti, quando vale questa relazione si scrive f ~ ¢ (dando per scontato
a cosa tende x ). Spesso quando f ~ g si pud sostituire g al posto di f all’interno di un limite

senza alterare il risultato, tuttavia questo non é sempre vero! si ricordi dell’esempio

sin(x)
.~ —cos(x) , . 1-—cos(x)
T T e
I Siano f, g, h tre funzioni da R in R tali che ]
f)
20 g(z)

dimostra che
lim f(z)h(x) = lim g(x)h(z)

z—0 z—0

%cosa succede se g(x) = 0 per qualche z?

Soluzione :

Basta usare il Teorema sul limite del prodotto e 'ipotesi :



11,

12,
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. _ o J(@) _ o f@) 1 i
lim f(@)h(z) = lim S - g(a)h(x) = lim T2 tim g(a)h(a) = 1 lim g(a)hla) = lim g(a)h(x)
£ Sia x¢ € R, siano f1, f2, 91, g2, u1, Uz, v1,vo funzioni da R — R, tali che )
lm 2 o 200 mle) g w@)
T—xTo g1 (I) T—rTo g2(x) T—To V1 (x) T—xo Vg I’)
dimostrare che
i L@ fe(2) . g1(2)g2(2)
om0 uy(z)ur () 2= vy (2)va(x)
%cosa succede se (per esempio) vi(z) = 0 per qualche z?

Soluzione :

Moralmente é uguale al caso precedente, basta usare il Teorema sul limite del prodotto e 'ipotesi :

by L@@ A@) ) gi@e() o fil@) () gi(@)ga(x)
a—wo up(x)ur (x z=zo g1(x)  go(x)  wp(x)ug(x)  w—mo gi(x) a-m0 go(x)  o—wo up(X)us(x)
1.1, g 9@g2@) _ L gi(@)ge(z) i) (@) g1(z)ga(x)
as—zo uy(T)us(T) om0 up(x)us(z)  w—wo ur(z)  wz(z)  vi(z)va(w)
C g @) e(@) L a@ge() 1L 6i(2)ga(2)
T—T0 Up LU) T—T0 ug(:v T Ul(f)vz(x) 1 1 a=z0 vy :E)UQ x)
_ iy 9(2)g2(2)

I passaggi possono sembrare complicati ma in realta non si é fatto altro che dividere e moltiplicare

e A

sia xg € R, sia U un aperto in R contenente Zg, siano m,n > 0 e
fisfoseo oy fms 1592, s Gy UL, U2y« o oy Upn, V1, V2, - - ., Uy, Tunzioni da U \ {zo} in R\ {0} tali che
lim fHz) lim folz) lim folz) 1 — lim ui(z) lim ug(r) lim U ()
T—rTo 91 (I’) T—xTo 92($) T—To gn(ﬂj’) T—xTo ’Ul (:C) Tr—rxo ’UQ(I’) T—To ’Um(l’)
Dimostrare che
. h@)felx) - fulx) L gi(m)ge(x) - ga(T)
lim = lim
=m0 Uy (2)ug(z) -+ um () =m0 vy (X)va(x) - - U ()

Soluzione :

Di nuovo é praticamente uguale a prima, dobbiamo soltanto dividere e moltiplicare n 4+ m volte,
per semplificare le notazioni introduco la notazione di produttoria

se a; sono dei numeri reali, si definisce induttivamente

H;L:1 Qi = ay , H?:Jrll @i -= (H?_l ai) Ontl

quindi in pratica si ha

M ai=ar-az - -an
. fi@)fax) e falz) ; H;l—l fi(x) m H?:lg](z). o filr) o vi(2)
ml;n;ﬂ ur (z)uz (@) - u () ILIO [T wi(x) B szo [T vi(z) ]1;[1 gj(z };[1 u; ()
DS ICONE B NELICANR ¢ INIC)
e | B | B ey
(

m g1(x)ga(x) - - - - gn(2)
)



