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Elementi di analisi matematica - volume 1
Zanichelli

Insiemi, funzioni, numeri

Esercizi

0.1. 1l linguaggio degli insiemi

0.1.1. Esercizio ety

A=1{1,2,3}, B={23,4}, C={3,56}, D={4,56}.

Determinare I'insieme delle parti degli insiemi A, B, C, D.
Si osservi che P(AUB) # P(A) UP(B).

Poniamo
U:{172}7 V:{{l}’{Q}}a
W:{{l}’{LQ}}’ X:{{1}7{2}’{172}}'

Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere e quali sono false:

1) U=V;

2) UCV,

Ucw;

UeV;

UCX;

VW,

VCX,;

VeX;

UeX.
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Verificare le seguenti proprieta dell’'unione e dell’intersezione:
ACAUB;

BCAUB;

AUA=A;

AUD=A;

(AUB) = A se,esolose BC A;

ANBCA;
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(7) ANBC B;
(8) ANA=A;
9) AnD=0;
(10) ANB = A se, esolose, ACB;

(1) A\BCA;

(2) (A\B)NB=10;

(3) ANA=0;

(4) A\O=A;

(5) O\NA=10;

(6) A\B=A se,esolose, ANB=10;
(7) A\B=10 se,esolose, AC B.

0.4. Relazioni

W B DS YerAle)] Siconsideri la relazione in R

Rlz{(x,y)eRz | xyzl}.
Stabilire se R e riflessiva, simmetrica, transitiva, antisimmetrica.

WSS Si consideri la relazione in Z*2

R2 = { ((al,bl), (ag,bg)) S Z*2 X Z*2 ) a1b2 = agbl} .
Stabilire se Ro ¢ riflessiva, simmetrica, transitiva, antisimmetrica.

BRI DS RabAlel Sia p un intero > 2; diciamo che gli interi n e m sono congrusi
modulo p, e scriviamo n =m (mod p), se p divide la differenza n —m:

n=m (mod p) = dgeZ: n—m=qp.

Verificare che la congruenza modulo p ¢ una relazione di equivalenza nell’insie-
me Z e che lo spazio quoziente e costituito da p classi: precisamente le classi
[0],[1],...,[p — 1] . Confrontare con quanto esposto nell’Es. 0.4.6.

0.5. Funzioni

R DEESRabatel Posto A ={1,2,3}, dire quali dei seguenti sottoinsiemi di Ax A
sono funzioni di dominio A :

(1) Fy = {(171)7(272)7(371)} ;
(2) F, = {(171)7(272)7(371)7(172)} ;
(3) F3:{(1v1)7(272)} .

IR Deiiabalel Siano A e B insiemie f: A — B. Si consideri la relazione in A
Rs={(z,y) e Ax Al f(z) = f(y)} .
Dimostrare che R3 € una relazione di equivalenza.

TR DEEabate) Sia U un insieme. Se A CU e B C U, dimostrare che:

(1) f(AUB) = f(A)Uf(B);
(2) f(AnB)C f(A)Nf(B)
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Trovare un esempio per cui l'inclusione al punto (2) ¢ stretta. Determinare una
condizione sufficiente su f, affinché al punto (2) valga 'uguaglianza.

W ER DS davate] Stabilire quali delle seguenti funzioni sono iniettive e quali suriet-
tive.

(1) 91:{1,2,3} = {1,2}, gs(1) =1, 0:(2) =2, 0:(3) = 1;
(2) 92:{172}—>{1v2}7 92(1):2v 92(2):1;
(3) gs: {172v3} _’{172v374}v 93(1):37 93(2):2v 93(3):4

WP DESebalel  Stabilire quali delle seguenti funzioni sono iniettive e quali suriet-
tive.

(1) g R—=R, ga(z) =x;
(2) 95:R—R, 95(17)2{

(3) gs: R—R, go(z) =2?.

T, se <0,
r+1, se z>0;

Sia g7: N — N* la funzione che associa ad ogni numero naturale la
lunghezza della sua rappresentazione decimale, cioe il numero di cifre che compongono
tale rappresentazione. Ad esempio: g¢7(2) =1, ¢7(101) =3, g7(1003) = 4. Stabilire
se g7 € iniettiva e se & suriettiva.

WRsTe i Dadebate] Sia gg: N* x N* — N* la funzione che associa ad ogni coppia di
numeri interi positivi il loro massimo comune divisore. Stabilire se gs € iniettiva e se

¢ suriettiva.

W Iisevale] Determinare la funzione inversa delle funzioni definite nell’Eserci-
7io 0.5.4 che sono iniettive.

WS dabate] Determinare la funzione inversa delle funzioni definite nell’Eserci-
zio 0.5.5 che sono iniettive.

WS DS RdlAlel Determinare le funzioni composte g; o h; e h; o g; per ciascuna
delle seguenti coppie di funzioni da R a R:

(1) go(x)=1—2x, hy(x) =2 —2;

(2) gio(z) =2® =1, hio(x) =1/(2* +1);

(3) gu(z)=2+2, hiy(z) =z —2.

WRSIB BN DS RalAlel Scrivere ciascuna delle seguenti funzioni come composizione di
due funzioni (possono esserci piu soluzioni):

(1) g12: R—R, gia(x) =23 +1;
2) gis:{zeR|z>-1} - R, giz(x) =va +1;
(3) g1u: R—=R, guu(z) = (z +2)*;
4) g15: R* =R, gis5(x) =1+ 1/z+1/a>.

0.6. Numeri reali

B D Eabate] Dimostrare che si ha, Vo, y € R,

2 2
:Eygx —Qi_y .

Verificare che si ha uguaglianza se, e solo se, x =y .
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WHGPANDESiabilel Dimostrare che si ha, Vo,y € Ry |

vay < m;y;

cioe che la media geometrica di due numeri non negativi non supera la loro media
aritmetica.

(Suggerimento: confrontare i rispettivi quadrati.)

RSP DEEIg@VAle) Risolvere le seguenti disequazioni:

(1) 5z —2<0;
(2) 32 —v2>0;
3) 42

2
(4) 3+ - 24y

T+ 95
5 <2.
(5) r+2 7

WG BDEEg@vale)  Risolvere le seguenti disequazioni:

(1) |z —2[>1/4;
(2) |lz—1-2[<1.

WEGRSPDEEg@bale)  Risolvere le seguenti disequazioni:

<1;

(1) 2*>9;

(2) 22 <-1;

(3) (z+2)2<16;

4) (z+1)(z-2)<0;

(5) 22 —2x+1>0;

(6) 22 —2<ax+5;

(7) (@2 -1)(2®>+1)<0;

(8) (22+4+1) (2% -32z+2)<0.

WEGHRIDEEIEGVAle) Risolvere le seguenti disequazioni:
1-3z =x-1

1 .

(1) 2z + 1 < r+1’
|

2) ——<0.

@ PN

WESR @ DEEgealel Risolvere le seguenti disequazioni:
(1) —vVe+l<vz+2-2;

(2) Vr+1/z—z+1>0;

(3) Va?—z+1>2x+1.

GRS Gvatel Posto A = {n/(n+1) | n € N}, determinare inf A e supA;
inoltre stabilire se essi sono, rispettivamente, minimo e massimo di A .

ORI DSiabalel Siano A e B insiemi non vuoti di numeri reali; supponiamo
A C B e B limitato. Dimostrare che

inf B<infA<supA<supB.
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0.7. Numeri naturali, interi, razionali

WD RavAle) Fissato N € N sia p(n) una frase aperta definita per ogni
naturale n > N . Dimostrare che p(n) ¢ vera per ogni n > N se:

(1) p(N) & vera;
(2) Vn> N, se p(n) & vera, allora p(n+ 1) & vera.
(Suggerimento: i numeri n in considerazione si possono scrivere n = N + k, con

keN.)

WP DEEgebalel Dimostrare per induzione le seguenti disuguaglianze:

(1) VneN*, 2" > n;

(2) VneN* n!>2n1,

(3) YneN, 3" > n2";

(4) Vne N\ {1}, 2" + 4" <5™.

Le disuguaglianze (1), (2) e (4) sono vere anche per valori di n diversi da quelli

indicati?

WREERI DG Ale) Dimostrare per induzione le seguenti uguaglianze:

(1)

1
k2 == n?(n+1)%;

NIE

k=0 4
(2) Y (2k—1)=n>.
k=1

BB DEEe Al Dimostrare per induzione le seguenti disuguaglianze:

-1
1) VneN* VxeR con >0, l—l—xnzl—i-nac—i—n(ni)ﬁ;
2

(2) YneN* ,Vx €eR con z> -1, —>1—nx.

(1+4=x)

Verificare che se p(n) & la proposizione “n > n + 17, allora,
Vn € N, si ha p(n) = p(n+ 1) (a parole: se n fosse maggiore o uguale a n+ 1,
allora n + 1 sarebbe maggiore o uguale a n + 2); tuttavia la proposizione p(n) &
falsa per ogni naturale n .

Si rifletta sul fatto che da una premessa falsa si puo dedurre, ragionando corretta-
mente, una conseguenza falsa.

VR Dadevate] La progressione aritmetica di primo elemento a e ragione d puo
essere definita per induzione ponendo

o — a, se n=20,
" an_1+d, altrimenti.

Dimostrare che a, = a +nd, Vn € N. Dimostrare per induzione che la somma dei
termini di indice non superiore a n ¢ uguale a (n + 1)(a + nd/2). Quest’ultima
quantita & uguale al prodotto di n+1 (cio¢ il numero degli addendi sommati) per la
semisomma tra il primo e 'ultimo termine considerato.

Per a =0 e d =1 siritrovi il risultato dell’Es. 0.7.6.
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W idsietatel Dati n € N e m € N* | dimostrare I'esistenza dei naturali ¢ ed
r tali che
n=qgm+r, con 0<r<m,

procedendo per induzione rispetto ad n. Si tratta del quoziente e del resto della
divisione di n per m.

0.9. Elementi di analisi combinatoria
W RIE DEES e bate] Scrivere le disposizioni a 2 a 2 dei 3 elementi a,b,c.
WA DESRebate) Scrivere le combinazioni a 2 a 2 dei 4 elementi a,b,c,d.

RSB DS abalel Quanti numeri naturali, con una rappresentazione decimale costi-
tuita da quattro cifre diverse, si possono rappresentare utilizzando le cifre 1,2,3,47

BN DS iabatel Quanti numeri naturali hanno una rappresentazione decimale co-
stituita da tre cifre tra le quali non compare il 27 E se invece non compare lo 07

RPN DEEabatel In quanti modi si possono allineare cinque soldati?

W DEEIR@bAle) Quanti ambi, terne, quaterne, cinquine si possono formare con i
novanta numeri del Lotto?

R DSabatel Quanti sono i modi di anagrammare la parola Roma?

R RCRNDEER@bale) Una carta geografica contiene quattro paesi. Se si dispone di sei
colori e si colora ciascun paese in colore diverso, in quanti modi puo essere colorata
la carta?

Il paese di Pieve di Sotto e collegato con Pieve di Sopra da tre
diverse strade; in quanti modi si puo organizzare un viaggio da Pieve di Sotto a Pieve
di Sopra e ritorno? Quanti sono i diversi modi se si aggiunge la condizione che il
viaggio di ritorno si faccia per una strada diversa da quella di andata?

W DS iabalel Un questionario a risposta multipla contiene 20 domande, per
ciascuna delle quali sono previste quattro possibili risposte; in quanti modi puo essere
compilato un tale questionario?

WRSRBEN DS iabalel In quanti modi nove ragazzi possono essere sistemati in tre stanze
triple?

W RIDAN DESRevatel Per un certo esperimento si dispone di cinque coppie di ratti

(maschio e femmina in ogni coppia). Dovendo scegliere due maschi e due femmine
senza scegliere maschio e femmina della stessa coppia, quante scelte diverse si possono
compiere?

WRCREFR DS RalAle) 1 contachilometri delle automobili, mostrano, in generale, sei
cifre; quante diverse configurazioni possono assumere?

R BN DESEG VATl Sviluppare mediante la formula del binomio (0.9.7) le seguenti
espressioni:
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6) (1-1)".

WRRTDESdebAlel Sia A un insieme che contiene n elementi, dimostrare che il
numero dei suoi sottoinsiemi e 2" .

(Suggerimento: si deve calcolare la somma dei coefficienti binomiali di indice su-
periore n; & cid che si ottiene nella formula del binomio (0.9.7), ponendo a = b =

W DS iabalel Sia n un numero pari, n = 2m, con m > 0. Dimostrare che il

piu grande tra i coefficienti binomiali di indice superiore n & < ) .
m

W AR DS iabalel Dimostrare che, in ciascuna riga del triangolo aritmetico, la som-
ma dei termini di posto pari & uguale alla somma dei termini di posto dispari.

(Suggerimento: si ponga a = —b = ... nella formula del binomio (0.9.7).)

WRCERER DS iabalel Dimostrare per induzione il Teor. 0.9.5.
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Risultati degli esercizi

Sono vere (7) e (9).

R1 ¢ solamente simmetrica.

%] R, ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva.
L’unica funzione di dominio A & Fj .

La funzione g; e suriettiva, ma non iniettiva; la funzione gs ¢ iniettiva e
suriettiva; la funzione gz & iniettiva, ma non suriettiva.

La funzione g4 € iniettiva e suriettiva; la funzione g5 e iniettiva, ma non
suriettiva; la funzione gg non & iniettiva, né suriettiva.

La funzione g7 & suriettiva, ma non iniettiva.

La funzione gg & suriettiva, ma non iniettiva.

92_1:{172}_>{172}7 92_1(1):27 92_1(2):1;
95 {234} = {1,2,3},  ¢'(2)=2, g3 B)=1, g5'(4)=3
0.5.9

g R=R, gl (y) =y;

_ _ v, se y <0,
g5 {yeR|y<0u{yeR|y>1} =R, g 'y =
y—1, se y>1.

(1) (900 ho)(w) =3 =22, (hy o go)a) = —1 =20
@) (900 ho)(@) = s~ 1 (00 90)(0) = Ty
3) (guohn)(@) ==z, (hnogn)(z)==.

(1) g12 = hi2 0 k12 con
hio: R—R, hig(z) =2z +1,
kit R—R,  kia(z) = 2%;
(2) g13 = h1z o k13 con
hiz: Ry >R, his(z)
kis:{zeR|xz>-1} =R, k1s(x)

vV,
x +

1;
(3) 914 =hisokis con

his: R—R,  hig(z) = a*,
kis: R—R, kia(z) = 2+ 2;
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(4) g15 = h1s 0 k15 con

his: R—> R, h15(x):1+x—|—x2,
1

kis: R* = R, k15($):;-

{zeR|0<x<2};
{rzeR|z< 2} U{zeR|z>1}.

(1) {zeR|z<-3}U{zeR]|z>3};
(2) 0;

(3) {zreR| -6<xz<2};

(4) {zeR| -1<z<2};

() R\{1};

(6) {IER'1_2\/E<$<1+2@};

(7) {zeR|a<-1}U{zeR| -1<z<1};
(8) {reR|1<z<2}.

41+1 1
(1) {x€R|x<—1}U{x€R‘—\/—170+<x<——}u
VAL -1
U R ;
{xe xr > 10 },
2) {zreR|z<-1}U{zeR| -1<z<1}.

(1) {zeR|z>-7/16};
(2) {zeR|0<ax<1};
(3) {zeR|xz<-1/2}.

inf A=0, supA = 1; 'estremo superiore & anche minimo di A, mentre A
non ha massimo.

1.

648 nel primo caso, 729 nel secondo.

120.
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0.9.6 90\ 9089 b 90\  90-89-88
2/ 2 P\ 3/ 6

rorne: (90 _90-89-88-87-86 .
quaterne; 5 = 120 ciquine.
R 24.

360,

m 9 nel primo caso, 6 nel secondo.

W 160000 .

9\ (6
0.9.11 - =1680.
() ()
(EEF] 30.

1000000 .

(1) a*+ 4a®b + 6ab? + 4ab> + b* ;

(2) 1+ 52+ 1022 + 1023 + 5o + 25 ;
(3) a® —32%y + 3ay® — 3

(4) 16a* + 32ab + 24a%b? + 8ab® + b4 ;
(5) 8z® — 1222y + 62y — 3

(6) 1—4t+6t2 —4t3 + ¢4,

i 90
erne;
"\ 4

~90-89-88-87
o 24



