Corso di Analisi Matematica T-A
Docente prof. G. Dore

Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica
Anno Accademico 2019/2020

Esercizi

(1) Sia f la funzione definita da

f(z) =sin (369”2_2) .

Allora f'(2) & uguale a:
cos (362)

(

Cos 1262)

12¢? cos(2)

3e? cos (362)

a |
D]
o] 1262 cos(3¢?)
]
e

(2) Sia f la funzione definita da
f(x) = (sin(5x))sm(7x) :

3
Allora f <? 7T) ¢ uguale a:

] 15

2 —T7log (sin (7 W))

? 7log <sin <E ﬂ))

L 7

o1 7 15 1 (15
] sin | — Jlog | sin | —m
] 1

1 5

e




(3) Sia f la funzione definita da

f(z) = (z+ 1)/|x+2].

Per z # —2, f"(z) ¢ uguale a:

] 3+ 7

L 4]z + 232

N (3x 4+ 7)sgn(z + 2)

L 4|z 4 2|32

] 2¢ + 4+ (x4 3)sgn(z + 2)
L 4|z + 2|32

] —1

i 4|z + 2|3/2

] sgn(x + 2)

L 4]z +2J3/2

(4) Sia f la funzione definita da

flx) = (4 + :EQ)log(M) )

Allora f'(1) ¢ uguale a:

® |

7
5985 — Jog 5
- 5 8
b| 595 1log5
] 5log5-1
5985 Z Jog 5

510g5

BRI

Ot N Ot W



(5) Sia f la funzione definita da
f(z) = exp(2® + 67) log }—2202 +1f.

Allora f'(—3) ¢ uguale a:

o] 5

z (1og 17+ %)6—9

E (log 17 — %)6_9

| 0

(6) Sia f la funzione definita da

f(x) =zexp(Va? —3—-2).

Allora f’(ﬁ) ¢ uguale a:

ol V7
51 2
L 1 2
o] V7
L 2
— 9
4| 3¢
I \/?72
e 76




(7) Sia f la funzione definita da
f(x) = (2 + arctanz)” .

Allora f'(0) & uguale a:
0

1

log 2

2+ log?2

a |
D]
T 2log?2
d]
e

~~

8) Sia f la funzione definita da

. b7
f(z) = cos(2mz) sin -

Allora f'(2) ¢ uguale a:

: —6r
? o
— 3

C -
L1 2
4] -3
L 2

e 0




(9) Sia f la funzione definita da

-3
f(z) = arcsin ’ E

Allora f'(0) & uguale a:
Il BTV
1 1

bl —
L1 10
] 1

c
L 9

1=

] 2

dl ==
L | 25
—1 2
Il R

(10) Sia f la funzione definita da

f(.T) — xsinm )

Allora f'(m) & uguale a:
al 0
B
—1 1

C J—
L 7

d| wlogm
? —log




(11) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(0) = -2, f'(0)=—-5. Se

g R=R,  g(x)=exp(3|f(z)]),

allora ¢'(0) ¢ uguale a:

a] 156
b| —15¢
o] e
]
1 -

(12) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(1) =6, f(2) = —1,
ff(1)y=1/6,¢e f'(2)=3. Se

g:R=R,  g(x)=(f="+1)),

allora ¢'(1) ¢ uguale a

a] 12
b| —36
] 36
d] -2
o] —12




(13) Sia f: R — R derivabile e tale che f(n/4) =1, f'(x/4) =0, f(1) =0,
ff(1)=1. Se

g:]—g,g[—)R, g(z) = arctan(8 f(tanz)),

allora ¢'(7/4) ¢ uguale a

a 0
b 4
] s
d] 16
o] 32

(14) Sia f: R — R derivabile e tale che f(2) = 3, f'(2) =1, f(4) =5 e
f'(4)=-1. Se

g R—R, g(a:):f(xz),

allora ¢'(2) ¢ uguale a:

4
9

] (2] =] [=] [=]
|



(15) Sia f: R — R derivabile e tale che f(1) = 7/2, f'(1) =5, f(2) =7 e
f'(2)=4. Se
g R—=R, g(z) =sin(f(2z)),

allora ¢'(1) ¢ uguale a:

Al o
b] 4
o] -4
d] -1
o] —s

(16) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f'(1)=6,e f'(log3) = 3.
Se

% 6x
g:R-i-_)R) g(x):f<logx+1>a

allora ¢'(1) ¢ uguale a:

— 3
a JE—
23
b| 3
<] 6
a4l 9
o] 18




(17) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(0)=—4, f'(0)=2. Se

G RSR,  g(z) =2/f()|+ (f)’,

allora ¢'(0) & uguale a:

-8

—10

—16

a
b
o] —12
d]
o]

—20

1
(18) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(0) = — g © f(0)=5. Se

9

g:R—=R,  g(z)=[log|f(z)]

allora ¢'(0) ¢ uguale a:
| 10

b| 10

o] 2

4] -2

o] 5




(19) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(0) = 1, f(1) = 3,
f(0)=4¢e f(1)=2. Se

g R=R,  g(a)=(f(e*)),

allora ¢'(0) & uguale a:

a] s

b] 12
] 18
d] o4
o] 36

(20) Sia f: R — R una funzione derivabile e tale che f(0)=—5, f'(0) =—8. Se

g:R—=R, g(x) =~/1+|f(z)|.

allora ¢'(0) ¢ uguale a:

] 4
al - =
V6
] 4

b _
V6
| o

] 5
dl - ==
L 26
o] oo
L1 2v6

10



V1 + 22t — cos(5z?)

lim 1

z—0 x

(22) Per quale valore del numero reale a

. exp(Va?+at) -1
lim

z—0+ xo

esiste reale e diverso da 07

a 0
b] 1
] 2
d] 3
o] 4

11



Vat + 4x3 — x?

xEI—iI—loo xel/
e uguale a
al 0
D] o2
T +00
| —oc
o] 4
(24) Per quale valore del numero reale « il seguente limite esiste ed ¢ reale e diverso
da 0:
lim log(1 + 223) sin(z? + %) )
xz—0+t e
al 0
b o5
o] 6
d] 2
o] 8

12



(25) Per quale valore del numero reale « il seguente limite esiste ed ¢ reale e diverso

da 0:
. o 20+ . 1 )
im z%log [ ——— | sin 7
z—+00 S\ 25 + o 26 4 28
a7
bl 9
] 10
a4
o] 8
(26)
i | x? — 4dx
mﬂlrfoox 08 x? —Tx
e uguale a:
al o
? +00
| —x
a| -3
e| 3
(27)
Y sin (\/374 + 3x6 )
im
z—0t ] — COS(\/ 2 + 5204)
e uguale a:
Al 2
b| 0
c] 1
PR
L1 5
— 1
e p—
L1 5
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¢ uguale a
: +00
| -0
T de
1 5

4! =
19
— 4

e J—
19
(29)

. 2 5
lim z 44+ —--=2
T——00 €x

e uguale a
a] 0
? +00
o] -
fa] -2
L 4
—1 5

e J—
L 1 4

14



lim log(e*” 4 1)log

T—r+00

¢ uguale a
] 0
? +00
o] —o0
| 2
1 2

e p—
L1 3

2

xr2 —

(31) Ricordando che

Vity 14ty Ly
= —y—= 0
y 5Y gV

1
log(l1+y)=y— §y2+0(y2),

per x — 01 la funzione

Ve2r? — 224 + 225 — exlog (

€ equivalente a:

a

D]
]
d]

e

eT

2¢? +1 5
T
2e3

15

€ ——

)

pery — 0,

pery — 0,



(32) Ricordando che

1
log(1+y)=y—§y2+0(y2), per y — 0,

indicata con f una funzione tale che, per x — 0,

f(x) =1+ 22 — 8% + o(2?),

_.
=

unzione log(f(z)) € uguale a:

1
3 22% + o(z?)

a

1
) + 22 — 22% + o(2?)

21 — 102° + o(x?)

2x — 81% + o(z?)

][] =] [=]

x — 42 + o(x?)

(33) Ricordando che

1 1
cosy=1—§y2+ﬂy4+0(y5), per y — 0,
1
6y=1+y+§y2+0(y2), per y — 0,

la funzione
exp(2 cos v — %)

xr — 0 ¢ uguale a:
1
e? — %2 + 5621‘4 + o(z*)
2, 9 4 4
5— 6w +Zx + o(x")

1
e? — 2e2x? + E62x4 + o(x?)

25
e? — 2e2x? + E62x4 + o(x?)

o
]l ] =] [=] 7

1
5— 32 + §x4 + o(x?)

16



(34) Sapendo che

1 1
ey=1+y+§y2+6y3+0(y3), per y — 0,
1
siny:y—6y3+0(y4), per y — 0,
1
coshy:1—|—§y2—|—o(y3), per y — 0,

exp(—3sinx) 4 exp(3z) — 2 cosh(3x)

I
aci{(r)l‘F 3
e uguale a
: +00
b| -0
] 0
— 1
al =
I ./
] 1
e —_—
L 2
(35) Sapendo che
v _ 1, 2
e —1+y—i—2y +o(y%), pery — 0,
1 1, 9
\/1+y:1+§y—§y +o(y%), pery — 0,

siano a € R* e § € R tali che
exp(2\/1—2x2)—62\/1—4x2~ax6, per x — 0.

Allora:

a ]
b |
T a=¢e?, f=4
]
e

17



(36) Ricordando che

1 1
\/1+y:1+§y—§y2+0(y2), pery — 0,
3 1 1 2 2
\/1+y:1+§y—§y + o(y”) per y — 0.
Va4 3zt — Va3 + 224
lim
z—0t 2
e uguale a
a1
—1 5
bl 2
L 1 6
c| 3
] o
) 2
e —_——
L 3
(37) Ricordando che
1
\/1+y:1+§y—|—0(y), pery — 0,
1
seny =y — =y’ +o(y"), per y — 0,
_ L3 4
senhy—y+6y +o(y*), pery — 0.

Siano @ € R* e b € R tali che
sen(32%) 4 senh(32%) — 62°V/1 + 227 ~ az®, per x — 0.

Allora:
a=-—12, b=10

a=—-6, b=10

a ]
b
¢| a=6,b=23
d]
o]

18



(38) Ricordando che

e/ =14+y+o(y) pery — 0,
1
Vity=1+5y+oly), pery — 0,

Siano a € R* e b € R tali che

9 v +4 b
x” exp —eval®+1~ax’, per r — +00.

xt+2
Allora:
: a=e, b=9
? a=1—e, b=9
T a=¢e¢, b=>5
F a=2e, b=5
? a=2e, b=9

19



(39) Ricordando che

1
Siny:y—6y3+0(y4), per y — 0,
1, 2
ey:1+y+§y +o(y?), pery — 0,
()12
exp 1=
. T+ 3 T
lim
prhes rsen — — 2
T
e uguale a:
— 15
a [—
L | 8
—1 9
b e
L | 4
C 0
dl 15
o] -3
L | 8
(40) Ricordando che
_1 1 3 2 2
(I+y)72 =1-gy+cy”+oly), per y — 0,
1
¢/ =1+y+ 5y +oy’), per y — 0,
4
lim L

10+ =327 _ (1 4 622) 2

L] [2] [o][=] [=]
)

20



(41) Sia f la funzione definita da

f(x) = arcsin <1 — 6i:2> .

Il dominio naturale di f e uguale a:

E ]—00,3] U [5, +-00]
b 15,400

o] 5,6

E [3,5]

| 1-00,3]

(42) Sia f la funzione definita da

Il dominio naturale di f e uguale a:
a| R\{-2}

b ]—1, +00]

o] [-3,-1\{-2}
d ]

e

|—o00, =3] U [—1, +00]

|—00, =3[ U]—1, +00]

21



(43) Sia f la funzione definita da

f(z) =4 /log

Il dominio naturale di f e uguale a:

a| R\{2}
E -1,5]
o] 12,400
E [~1,2[U]2, 5]
e 1002

(44) Sia f la funzione definita da

1
B V222 —3r4+2— |22 +x -2

()

Il dominio naturale di f e uguale a:

sl

i J—o0, 2]

o] 12,400

E ]—oo,O[U}%,Q[U]Q,ﬂLOO[
o] ]—oo,o[u]g,+oo[

22



(45) Sia f la funzione definita da

Il dominio naturale di f e uguale a:

E |—o00, —1[ U [2, +00]
E J—o00, —1[U]3, +oo
:E |—00,0[ U3, +-00]
E |—00,0[ U [2, +00]
e 12,400

(46) Sia f la funzione definita da

f(z) =+/—log3 —log(z +4).

Il dominio naturale di f e uguale a:

al 0

] 117
I ——
i B B
] [ 117
P
] 3]
d ] .,
M 3 |
] 11 1_
e —_ —
L 3’

23



(47) Sia f la funzione definita da

f(@)=log(2—V5+a)

Il dominio naturale di f e uguale a:

a ] [—5, +o0]
E [=5,—1]
] [4, +00]
f 10,2

? [—5, 5]

(48) Sia f la funzione definita da

Va2 + 3z

T r+2—1

f(x)

Il dominio naturale di f e uguale a:

® |

R
E ]—o00, —3] U [0, +00]
Z ]~ 00, —3[U[0, +o0]
E ]—o00, —3] U0, +00]
E |00, —3[U]0, +o0]

24



(49) Sia f la funzione definita da

flay = Y22
V2t et
Il dominio naturale di f e uguale a:
a| RY
b ]—00,log 3]\ { —log 2}
] ]—00, log 3]
d] ]—log 2, log 3]
o] [log 3, 4+-00]
(50) Sia f la funzione definita da
r—1
flz) =log —.

Il dominio naturale di f e uguale a:

a |
D]
]
d]
e

10, 1{ U ]2, +o00]
|—00,1[U]2, 400]
R

R\ {2}

11,2

25




(51) La funzione f: R — R definita da
f(z) = 4arctan(z® — 2° — 8z + 12) — arctan4(z® — 2* — 8z + 12) .

¢ derivabile con derivata

60(32% — 2z — 8)(2® — 2% — 8z + 12)?
1+ (23 — 22 — 82+ 12)?) (1 + 16(2? — 2% — 8z + 12)?)

f($):(

L’insieme degli estremanti locali per f e:

]
<] {-
off

(52) Sia f: R — R definita da
f(z) =z exp(—22° + 37).

In quale dei seguenti intervalli la funzione f & decrescente?

a] [5+]

L 2

b J-o0,-1]
o |5
4] [-2,0]

26



(53) La funzione f:]—o0,—2]U[2,+0o0] — R definita da

f(z) = V222 +56 — Va2 — 4.
e derivabile in |—o00, —2[ U |2, +00[ con derivata

[ p— i
x) = — )
V2x2 + 56 2 —4

Quale delle seguenti affermazioni e vera?

f & crescente in |—oo0, —6] e in [6, 00|

® |

b f & crescente in |—oo0, —6] e decrescente in [—6, —2]
] f & decrescente in |—o0, —6] e crescente in [—6, —2]

f e crescente in [—6,—2] e in [2,6]

BRI

f & decrescente in |—o0, —2]

(54) La funzione
fR=>R, f(x) = (z+1)\/|2? — 4]

e derivabile in R\ {—2,2}, con derivata

_|2® — 4]+ (x + L)asgn(a? — 4)

|2 — 4]

f'(x)

Indicato con A linsieme dei punti di minimo locale per f e con B linsieme dei
punti di massimo locale per f, risulta:

E A=DB=10
E A={2} B={-2)
P R I R

ORNEECPNERS
GRNEECPNER
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(55) La funzione

r+1
|z? — 3z|

f:RAA0,3) =R, f(x) =

e derivabile, con derivata

|22 — 3x| — (z + 1)(2x — 3) sgn(z?® — 3z)
(22 — 3x)? '

f'(x) =

Indicato con A linsieme dei punti di minimo locale per f e con B linsieme dei
punti di massimo locale per f, risulta:

A=B=1

A={-3,1}, B=0

A=0, B={-3,1}

a ]
b
¢] A={-31), B=1{0,3)
d]
e ]

A=1{0,3}, B={-3,1}

2
(56) Sia f la funzione da }—oo,— g} U[2,400] a R definita da

f(z) = (x+4)V3x%2 — 4z — 4.

2
= [ U2, +00[ con derivata

e derivabile in } —00, — 3

202 + 21 — 4
312 —dr — 4

f'(x) =3

L’insieme degli estremanti locali per f e:

a| {21}

) {-2-31)
7 {3
d] {-2}

E {1}

28



(57) La funzione f: }—oo, —\/g] U [\/g, —l—oo[ — R definita da
flz) = Va2 -3 —22".

e derivabile in ]—oo, —\/g[ U } V3, +oo[ con derivata

, x
x) = 4x
Quale delle seguenti affermazioni e vera?
a| f ecrescente in |—o0, — ﬂ e in {Z, —1—00{

] | 7 7
b| f e crescente in |—o0, — ﬂ e in {\/g, ﬂ

] 7 7
c¢| f e crescente in —Z,—\/g} e in [Z,—l—oo[

] 7 7
d| f e crescente in —r 3} e in {\/g, ﬂ

7 7
e | f e crescente in V3, ﬂ e in [Z’ +oo[

(58) La funzione f:R* — R definita da
f(z) = (2% — 62) /™.

¢ derivabile con derivata
2
fllay = 22D e

Quale delle seguenti affermazioni e vera?

a| f edecrescente in |—o0, —2] e crescente in [2, +o00|
b f e crescente in |—o0,—2] ein [2,+o0|
] f & decrescente in |—o0, —2] e in [2,+o0f

f & crescente in |0, 2]

BN

f & decrescente in |0, 2]

29



(59) La funzione f:R — R definita da
f(z) =z +3|\/|z —2|.
¢ derivabile in R\ {—3,2} con derivata

sgn(z + 3)sgn(z — 2) (3z — 1) '

2\/|z — 2|

() =

Quale delle seguenti affermazioni e vera?

a| f ha 1 punto di massimo locale e nessun punto di minimo locale
? f ha 1 punto di massimo locale e 1 punto di minimo locale
] f ha 1 punto di massimo locale e 2 punti di minimo locale
f ha 2 punti di massimo locale e nessun punto di minimo locale

f ha 2 punti di massimo locale e 1 punto di minimo locale

BRI

(60) La funzione f: R} — R definita da

fa) = (log )

¢ derivabile con derivata

2

f(z) = (log %)3 +3 (log %)

Quali delle seguenti affermazioni e vera?

'a| f & decrescente in ]0,e7] ein [¢% +oo[ ed & crescente in [, ¢?]
b | f & crescente in ]0,e7'] ein [¢2 +o00] ed & decrescente in [e7!, ¢?]
¢| f @ decrescente in ]0,e7!] ein [e! €] ed & crescente in [¢?, +00]
'd| f ¢ decrescente in ]0,e7'] ed & crescente in [, +o0]

e| f & crescente in RY

30



2
/xlog(?)x)dx
1

e uguale a:

] 1 3

21 — =1 — -
(2] 2log6—7logd—7
] 1 1
21 — =1 — -

|b| 2log6—7 log3 =7

] 3

¢ 4log6—log3—§

? log6 — log 3 — log 2

? 4log6 —log 3 — 2

(62)
4
/ﬂdx
1 x(4x + 3)

¢ uguale a:

] 3 3

2 log4—zlog19+zlog7

] 3 3

b| log4— =logl9+ =log7

L | 2 2

c| log4—1logl9+log7

] 1 1

d| log4——-logl9+ —log7

L 3 3

(o] logd—tlog19+ Tlog7

e ogd ——1lo —lo

(O] O8ET ST 08

31



/e logz + 1
————dx
1 z(logzx + 3)

¢ uguale a
: 1—2log4
? 1—1log4
] 1 —log4 —log3
] 4
d| 1—2log-=
il 83
o] 1-loga
e — log =
| 3
(64)
/2x3+2x2+5
——— —dr
1 T° + 2x
e uguale a
] 5
— 4+ — log2
2] g e
1 3 5 16
b S
P gt lee(
] 2 u(d)
) 27383
—1 3 16
5+l ()
(4] g Foleel
—1 3 3
3+ 3lee(3)
o] g oles(3

32



/1 22 +5
o (z+1)
¢ uguale a
: 4 —2log?2
b| 3-2l0g2
— 7
— —2log?2

¢ 9T o8
— 7

d L
I ./

e 1

(66)

%
/ CQOS(?)I‘) dr
o sen?(3z)+4

¢ uguale a:
— 1 1

a — arctan —
— 1

b — arctan 1
L1 3
T arctan —
L 2
1 1 1

d — arctan —
— 1

e —arctan 1
L1 6

33



(67)

5
/ x2+3dx
s T°+9

e uguale a:
1 34 + arct > t 2
a 0g \/ — + arctan — — arctan —
2 8V 13 3 3
bl 1 54 + arct > t 2
og — + arctan — — arctan —
21 %13 3 3

] 34 ) 2
c| log 3 + 3arctan 3~ 3 arctan 3

] 34 5
d| log— + 3arctan - — 3arctan -
L 13 3 3
e

1 34
510g1—3+3arctan5—3arctan2
(68)
/13x3+2xd
o x2+3
e uguale a:
a ] §—Zlo 1
2 272783
1 3
b — — Tlog4
Il B
] 4
3—"Tlog=
] %83
d| 3—7Tlog4
] 7. 4
S P
] S—gleg

34



(69)

1 4z
/ 46 dx
0 e 4+ 5

e uguale a:
1 e +5

al lo
Il B e
— 1 445

b| = log —
L1 4 6
] e +5

1-51

] %86
] ) et +5

d| 1—--1
< 17876
_ 4 5

e| e'—b5log ¢ ;
(70)

3
/2 (log(5z)) i
1 x

¢ uguale a:
] (log 10)* — (log5)*
L 4
N (log 10)* — (log5)*
L 20

c| (log10)*
—1  (log10)*

4! e
L 4
—1  (log 10)*

e e —
L 20
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(71) Effettuando la sostituzione = = 2sint, l'integrale

1x\/4—x2+2d
———dx
0 \/4—ZCQ+2

risulta essere uguale a:

— /”/2 sint cos®t + 2 cost
N dt
I cost + 2
I /2 gint t+2
o] [tttz
A cost + 2
— /”/64sint0052t+2005t
c dt
I cost + 1
— aresinh(1/2) 4 «inh t cosh® t + 2 cosh
q dt
Il cosht +1
— /arcsmh ! sinht cosh?t + 2 cosh ¢
e
1, cosht + 2

(72) Effettuando la sostituzione t = /7, I'integrale
3
zeV® da
2

risulta essere uguale a:

- 9

a / 236l dt
- 9

b / t2et dt

- 3

C / el dt

I V3

d / 2t3et dt
— V2

I \/§

] [,

— V2
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(73) Effettuando la sostituzione t = e, 'integrale

dx

/1 cosh x + 4 sinh x
0

cosh x — sinh z

risulta essere uguale a:

T €5t — 3t

a / dt
L 1 2
_ e t2 _

b / > 3 dt
L 1 2
T °5t2 -3

C / dt
- e 2

1 / 5t 3 g

T €52 -3
e / dt

(74) Integrando per parti,

2
/ 2°log(3 + 2%) dz
1

¢ uguale a:
12

—1 [1 ) 2 2P
A 6:6 log(3—i—a:)_1—/1 3+x2d:c

— |1 12 2 1027
b — 2%1og(3 2 —/ d
_6:(; og( —|—:1:)_1 3 T

— [1 o]F [? 248

] 6:6 log(?)—i—a:)_l—/l 3+x2d:c
S 1 12 2 .1'6

d — 2%log(3 + 2? —/ —d
4 5T eB )| ) s @

— [1 6 2_2 2 '
L 5 10s(3 Y R S
o] |5 el J”U)_l /1 33122
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(75) Integrando per parti,

2¢** arctan(2 + €*) dx

S~

¢ uguale a:
S 1 2z
2x z\]1 2e
tan(2 —
A [€*” arctan(2 + e )]0 /o F Ao 5 o
I 1 3z
2e
b 2% arctan(2 + e)]: — /
b [e** arctan(2 + e )]0 e
o 1 1 62;)32
2x T
tan(2 —
< [e arctan(2 + e )}0 /0 51 det & 2o
o ) 1 1 621;
d Tarctan(2+¢€%)| — [ ————d
] [e** arctan(2 + e )}0 /0 W
Tarctan(2+¢€%)| — [ ————d
e [¢*” arctan(2 + ¢ )}0 /0 L

(76) Applicando il teorema di integrazione per parti,

/azlongdaz
1
e uguale a:

— 62 e

a ——/ 3z log® z dx

L1 2 1

— 2 e 1

i %—/1 §x210g6:cdx

— 62 e

¢ ——/ 32 log® = dx

L1 2 1

— 2 e 1

i %—/1 ﬂx210g7a:d:v
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(77) Applicando il teorema di integrazione per parti,

% arctan(v/2x)
—— 2 dx
1 Vv 6z
¢ uguale a:
— 2 12 2 \/§ 1
a x arctan(v 2x — —
-1 V6 ( )_ . /1 6 1+2x
N r 2 12 2 2 \/E
b —/z arctan(v2zx — / —
I I IV ( )_ ) 1 V6 142z
N r 12 2 \/6 1
C x arctan(v2x — — dx
_— V6 ( )_ 1 /1 2 1+ 2x
o 72 2
2
d x arctan(v2zx — / — dx
— \/_ ( )_ 1 1 2 142z
N 2 12 2 \/E
e —+/z arctan(v2zx — 2 dx
1 V6 ( )_ 1 /1 1+ 2z

(78) Effettuando la sostituzione +/z =t , l'integrale

2 1
—
/1 A1)

risulta essere uguale a:

S
—dt
2 /1 t(8 + 1)
_ 4t2
o[

L Bl 1
- % 4t2
¢ /2 11 1
O / eyl
I )

dt
© / 41 1) t8 1)
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(79) Effettuando la sostituzione = = 2sint, l'integrale

V2
/ L .
0o T+V4—x?

risulta essere uguale a:

] / sint

a —dt

1 Jy sin sint + cost
] sint

b dt
L /0 2 cost(sint + cost)
] sint cost

¢ / —dt
L o sint+cost
] sint

d dt
L /0 cost(sint + cost)

] ™/4 9sint cost
e ——dt
0

sint + cost

(80) Effettuando la sostituzione t = tanx , I'integrale

dx

/”/4 3senzx — 2cosx
o Jdsenz + 2cosx

risulta essere uguale a:
] 3t—2
—dt
2 / 3t + 2
1
3t —2
b dt

L /0 (14 2)(3t + 2)

] / 1+ tan? ¢)( 3t—2)dt
; 3t + 2

— 3-2
d / t dt
1 Jo (1+)(3+20)

o | / 1+ tan®t)( 3—2t)dt
; 3+ 2t
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Esercizi da svolgere completamente

(81) Ricordando che

1

Siny:y—6y3+0(y4), per y — 0,
1 1

Cosy=1—§y2+ﬂy4+0(y5), per y — 0,

calcolare

1 1
li .
o0 <(cosx —1)(4 + 2?) * 2z sinx +x4)

(82) Ricordando che

1 1
cosy:1—§y2+ﬂy4+o(y5), per y — 0,
1
¢/ =1+y+5y"+oy”), per y — 0,
calcolare
. exp(2cosz — %) — e* + 2e%a?
lim
20 cos(2zx) — exp(—2z2?)
(83) Ricordando che
3 1 1 2 2
Vity=1+oy-—gy +o(y”), per y — 0,
1
log(1 +y) =y — 5y +o(y"), per y — 0,

calcolare il limite

lim Vad+ 922 —x —3
e log (3 cosh(5z)) <log <3 i x) ’ )

T _x+5
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(84) Ricordando che

) 1
\/1+y:1—|—§y—|—o(y), pery — 0,

5 1
\/1+y:1—|—§y—|—o(y), pery — 0,

1
cosy:1—§y2+0(y3), pery — 0,

calcolare

sinh(4x) (log (sinh(2z)) + log 2 — 2:5) (Vx? + 322 — V/z? + 3x)

lim
r—r-+00

1
arctan(2z) log (cos —) (Vat + 22 — V2?2 +14)
x

(85) Ricordando che

1 1
\/1+y:1+§y—§y2+0(y2), per y — 0,
3 1 1 2 2
\/1+y:1+§y—§y +o(y%), per y — 0,
1
cosy:1—§y2+0(y3), pery — 0,

calcolare

I Va2 + 2a3 — /a3 + 3zt
im )

=0t /22 — 4xt — cos(3x2)

(86) Ricordando che

11, ,

\/1+y=1+§y—§y +o(y?), per y — 0,
11

\3/1+y=1+§y—§y2+0(y2), per y — 0,

calcolare

lim x(\/xﬁ 4 4t — S a® —i—6:c7) )

T—>+00
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(87) Ricordando che

11
\/1+y=1+§y—§y2+0(y2),
1

siny:y—6y3+0(y4),

calcolare

T—r+400

4
lim (\/:106 + 42 + 6% — 2° — 2:102) <sin Tt

il oz

3

pery — 0,

pery — 0,

! ) exp(6+3logx) .

(88) Ricordando che
1 1
—1—= 2 - 4 5
cosy SV oY +o(y°),

1 1
coshy:1+§y2+ﬂy4+o(y5),

1
¢/ =1+y+ 5y + o),

calcolare

pery — 0,
pery — 0,

pery — 0,

exp(3cosz) + exp(3 coshx) — 2¢3

250 (cos(?xp) cosh(3z) — 1) (COS(ex) — 1) .

(89) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

) = (o 6) exp (T

(90) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

f(z) =|22% — 92| + 9z

(91) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

f(x) = arcsin |2 + 42 + 3]

(92) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

fl@)=e"\/|lz +5] 1.
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(93)

Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

fz)=|z+1|Vz+2.

(94)

Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

2Vx? — 2z — 3|z .

(95)

Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

|z + 2|

f(f[') = arctan m .

(96)

Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da

flz) = (1 —42?) 2

(97) Calcolare
/”/6 9 —2sinz + 5cosx3 dr

0 (5sinx + 2cosx)

(98) Calcolare
2
1
J——n
1 3x(log”z +4)

(99) Calcolare

/2 sinxcosxd
——dx.
0 cos T + 2

(100) Calcolare

1
1 1
/ — 4/ Tt dx .

(101) Calcolare

&Aﬁ log(v/z + 1) .

(Ve +2)"ve
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(102) Calcolare

X .

/1 Coshx+4sinhxd
0

cosh x — sinh z

(103) Calcolare

2 r —x
/(:c—l—l)( L dx .
1

er + 4+ 3e)?

(104) Calcolare

1/2
/ (622 + 2) arcsinz dx .
0
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Soluzioni

(1)  Utilizzando la formula di derivazione di funzione composta, Vx € R, si ha
f(z) = cos(36$2’2)36$2’22:c;

percio
f(2) = COS(3622_2)3622_22 -2 = 12€* cos(3€?) .

Percio la risposta e .

(2)  Per calcolare la derivata di f ¢ utile riscrivere la formula che la definisce sotto
forma di esponenziale; abbiamo quindi

f(z) = exp(sin(7z) log(sin(5z))) .

Percio, per x appartenente al dominio naturale di tale funzione, si ha

pem(on)

f'(x) = exp(sin(7z) log(sin(5z))) (7 cos(7z) log (sin(5z)) + sin(7z) Sn(50)

Da cio segue

f (g w) — exp (sm(?nr) log <sm ) )
7 cos(3) log (sm ) + sin(37)
— exp(0) (—7log (m(? 7r>) + o) _
— ~7og sin () ).

Percio la risposta e E

15
5 cos( ocos{ ) 7T>

sin ( 175 7T>

(3)  Poiché la derivata della funzione valore assoluto, in R*, ¢ la funzione segno,
si ha, Ve e R\ { -2},

2 2 1 2
o) - Bl el )
2+/|z 24/|xr + 2|

~ 2(x+2)sgn(z +2) + (z + 1) sgn(:c +2) (3w +5)sgn(z +2)
|z + 2] 2]z +2]

@)=z +2|+ (x4 1) ———=

Dovendo calcolare la derivata seconda di f, cioe la derivata di f’, ¢ utile racco-
gliere nell’espressione di f’ le costanti moltiplicative; tra queste comprendiamo anche
la funzione segno; infatti ai fini del calcolo delle derivate essa si comporta come una
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costante, visto che fissato un qualunque punto in cui e derivabile essa e costante in
un opportuno intorno di tale punto. Si ha

sgn(r +2) 3r+5
2 V2

percio, utilizzando la formula di derivazione di un quoziente, si ha

() =

1
3vV|z+2—(Br+5) ———sgn(r +2)

seu(e+2) 2 /e + 2]

2 (V]z+2])°

sgn(z +2) 6|z + 2| — (3x + 5) sgn(zr + 2)

/(@)

2 o)z + 2[5
_osgn(r+2) 6(x+2)sgn(x+2) — (3z+5)sgn(z+2)  3x47
B 2 2|z + 2[3/2 4|z 22

Percio la risposta e E

(4)  Per calcolare la derivata di f e utile riscrivere la formula che la definisce sotto
forma di esponenziale; abbiamo quindi

f(z) =exp (log(4 + xZ) log(Bx)) ,
pertanto

2x

4 + g2

f'(z) = exp(log(4 + 2*) log(5z)) < log(5x) + log(4 + 2?) 5%) .
Quindi si ha
/ 2 log 5 7
f'(1) = exp(log 5log5) : log5 +logh | = 58 glog5.

Percio la risposta e E

(5) Siha

—4zsgn(—2x? + 1)
|—222 + 1

f'(z) = exp(z® + 62)(2z + 6) log | -22” + 1| + exp(z® + 6z)

9

quindi

12sgn(—17) 12 exp(—9)

Vo B B _
f'(=3) = exp(=9) 0log [-17| + exp(—9) |—17] 17

Percio la risposta e @

6 |v]
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(7) |d

(8) |c

(9) a

(10)

(11)  Se indichiamo con h la funzione da R a R tale che h(y) = €3 si ha
g = ho f. Dalla formula di derivazione di funzione composta abbiamo quindi

g'(0) = W'(f(0))f(0) = h'(=2) - (=5);
per y # 0 risulta h/(y) = 3sgn(y) ¥, percio
B(—2) = 3sgn(—2) *72 = —3¢5.
Pertanto ¢'(0) = 155 .

Percio la risposta e E

(12)  Se indichiamo con h la funzione da R a R tale che h(z) = 2° + 1, si ha
g(z) = ((fo h)(:p))2 . Pertanto

J(@) = 2f o )@)(f o Y (@) = 2f (@) f (@) () = 2f (k) £'(h(2)) 62"
Quindi, poiché h(1)=2, si ha
g'(1) = 12f (h(1)) £ (h(1)) = 12(2) f/(2) = 12+ (=1) - 3 = —36.
Percid la risposta & E

(13) Per x € |—7/2,7/2[ risulta

¢'(z) = arctan’ (8 f(tan x))8f’(tan x) tan'(z) = - (8 fttan :p))z 8f'(tan x) (30512 .

Pertanto

tan —

4

(7)) = - (Sfé 7T>>28f’ (tan ) ﬁ

8§-1-2=16.

m <1)2=1+02

S

Percio la risposta e E
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(14) Per z € R si ha
_ 2z f(2?) — 2 f'(2%)2x

g (x) (f(xQ))Q )

quindi

(f(4))2 52 25"

J(2) = 4f(4) —16/'(4) _4-5—-16-(=1) _ 36

Percio la risposta e .

(15) Per x € R ha

g(x)=2 Cos(f(Qx))f'(Zx) ,
quindi
g'(1) = 2cos(f(2)) f'(2) = 2cos(w) - 4 = —8.

Percio la risposta e .

(16) |a|
(17 |e]
(18) |a|
(19) |c]
(200 |b]

(21) 1 limite e nella forma indeterminata 0/0.
Calcoliamolo riconducendoci a limiti notevoli; per questo € opportuno scrivere la
funzione di cui dobbiamo calcolare il limite nella forma

V142zt =141 —cos(52?) V1+2z4-1 N 1 — cos(5z?)

x4 x4 x4
Si ha
Vit2zt—1 (Vi+21-1)(V1+22'+1)
rt B 2t (v/1+ 221 4+ 1)
x4 2

= = > 1
A (V1+22t+1)  V1+22t+1 @0

Inoltre per y — 0 & 1 —cosy ~ y?/2, quindi si ha

1 —cos(52?)  (52%)* 25

~ =

xt 274 2
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Percio

. V1422t —cos(bz?) . V1+22*—1 . 1— cos(5x?) 25 27
lim = lim ——— + lim ——= + :
z—0 x4 z—0 x4 z—0 x4 2 2

Percio la risposta e @

(22) Siha lirg[]lJr(eXp(\/:L’2 +2t)—1)=e"-1=0.
T—

Poiché 'esponente va% + 2% tende a 0 per z — 0, il numeratore ha limite
e’ —1=0. Siccome e — 1~y per y — 0, risulta

exp(Va?+a2*) — 1~ Va2 +at.
(v ) v

Inoltre

Va2 4 2t = \/xZ(l + 22) = |z V1422~ || .
Abbiamo quindi
exp(\/m) —1~|x|.
Poiché calcoliamo il limite in 0 da destra possiamo supporre |z| = x , percio possiamo
concludere che, per z — 0",

eXp(\/x2 +x4) —1l~ux.
Pertanto, per z — 0",

exp(\/x2+x4) -1 =z

~—=1.

T T

Quindi il limite e 2.
Percio la risposta e E

(23) Il limite del numeratore ¢ in forma indeterminata +oo — oo ; il denominatore

e prodotto di due fattori, il primo ha limite +oc, il secondo, poiché lirf 1/z =0,
T—r+00

ha limite ¢® = 1.

Per determinare il comportamento del numeratore e opportuno raccogliere il termi-
ne z* che compare sotto radice, visto che 43 & trascurabile rispetto a z*. Abbiamo
quindi

Valt 4 4a3 — 2 = x4<1+%)—x2:x2wl+é—:p2:x2(\/1+é—l).
\/ x x x

Poiché 4/x — 0, tenuto conto che /I +y—1~y/2, per y — 0, risulta

/ 4 14
x2< 1+——1)~x2——:2x.
T 2x

Pertanto il numeratore ha limite +o0o, quindi il limite del quoziente ¢ in forma
indeterminata oo/oo. Per quanto gia osservato si ha

vVt + 423 — 2?2z _

xellr x

2,

pertanto il limite e 2.
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Percio la risposta e E
(24) Il numeratore & prodotto di due fattori che tendono a 0. Per z — 0% si ha
log(1 + 22°) ~ 212,

sin(z? 4 2°) ~ 2% 4+ 2° ~ 2%,

Pertanto
log(1 + 22°) sin(2® + 2°) ~ 22°2% = 22°.

Percio la risposta e E

(25) Per x — +oo siha

x° + 28 .
x5 + ot ’
quindi
| 20+ a3 20+ a3 24 —ad -2t -t -2t
O ~n — — = = ~Y = — — .
S\ &5+ ot x° + ot 25 4t T S A x
Inoltre
. 1 1 1
sin ~ ~ .
25 + 28 20+ a8 a8
Pertanto

o] 2+ 3\ . 1 N 1N\ 1
R\ pr) M\ s T T s T

Il limite e real e diverso da 0 se e solo se 'esponente € 0, cioe a=9.
Percio la risposta e E

(26) | c|
(27) |a|
(28) |c|
(29) | c|
(30) |a|
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(31) Studiamo il primo addendo. Per il calcolo del limite possiamo supporre
x > 0, quindi si ha

2 2
Ve2x? — 214 + 226 = e|x| \/1——2x2+—2x4:6x\/1——x2+—2x4.
e e e

Poiché

2 2
lim <——:1:2+—:c4> =0,
20+ e2 e2

per la formula di Taylor si ha

Ve2a? — 254 4 226 =

1/ 2 5, 2 N 17 2 5 2 N2 2, 2 N2
2”(1*5(‘9“590)‘5(‘;90*éf)*W‘;“;ﬂ) =
1

1 1 2
:ex<1—gaz2+§x4—2—e4x4+o(x4)> =er—-2°+"——2" +o(z°).

Inoltre, per la formula di Taylor, si ha

1 1 1
log(e— —;1:2) = log (e(l — —23:2)) :loge+log<1 — —23:2) —
e e e

1 1 1 2 1 2 1 1
:1——x2——(——x2> +0((—?x2> ) :1—?x2—@x4+0(x4).

Quindi risulta

1
Ve2r2 — 204 + 216 — ex log(e — - :L’2> =
e

1 2e? — 1 1 1
:e:p—g$3+€27x5+0(x5)—ex+;x3+@x5+o(:p5):
1 1
= -2’ +o(2°) ~ —2°
e e

Percio la risposta e .

(32)  Poiché, per x — 0, si ha 2z — 82 + o(2?) — 0, risulta

log(f(x)) = log (1 + 2z — 82® + o(z”)) =
= 2z — 8% + o(a?) — % (2$ — 8% + o(xQ))2 +o0 ((Qx — 822 + o(xQ))2> -

1
= 2z — 827 + o(2?) — 3 (42 + o(2?)) + o(2®) = 2z — 102° + o(2?) .

Percio la risposta e .
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(33)  Scriviamo anzitutto 'esponente 2cosx — z* come somma di un polinomio e
di un resto.

1 1 1
2cosx — 12 =2 (1 - §x2 + ﬂx‘l + 0(x5)) — =222+ Ex‘l + o(2%);
percio

1
exp(2cosx — 1%) = exp <2 —22% + Ex4 + 0(1’5)) .

L’esponente tende a 2 quando x tende a 0, per scrivere come somma di un polinomio
e di un resto I’esponenziale ¢ quindi utile spezzarlo nel prodotto di due esponenziali,
il primo con esponente 2, il secondo con esponente che tende a 0. Abbiamo allora

1 1
exp <2 — 227 4 Ex4 + 0(x5)> = e?exp (—2x2 + Ex4 + 0(x5)> .

Per la formula di Taylor per I’esponenziale si ha
2, 14 5
exp | —2z° + ¢ +o(z’) | =

1 1 1 2
=1+ (—2:1:2 + E:L’4 + 0<5U5)) + B <—2£172 + 5374 + 0<375)>

1 2
+o0 (—2x2+—x4+0(:c5)) =
12
2, L 4 5 4 5 4 2, 29 4 4
=1-2z —i—ﬁx +o(z°) + 22" + o(z’) + o(z*) =1 — 2x +Ex + o(z%),
percio
oo 2 o2, 204 ) _ o2 o222, 2954 4
exp(2cosx —z°) =e” (1 -2z +12x +o(z%) ) = e —2ex +12€:L’ + o(z") .
Percio la risposta e @

(34) Il numeratore & somma di tre addendi che tendono a 0. Studiamo tali
addendi. Per x — 0" si ha

exp(—3sinz) = exp (—3 <a; — %x?’ + 0(x4))) = exp (—333 + %f’ + 0(:154)) -

1 1 1 ?
=1+ <—3x + 3 z® + 0(x4)) + 2 <—3x + 3 3+ 0(x4)> +

+ é (—33: + %x?’ + o(x4))3 +o0 ((—3x + % z* + 0(3:4))3> =

1 1 1
=1-3w+5 2® 4 o(z*) + 3 (92 — 32" + o(2”)) + G (—272° + o(z")) + o(2”) =

:1—3x+g:p2—4x3+0(x3),
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9 9
exp(3z) = 143z + 51’2 + 51’3 + o(z?),

2cosh(3z) = 2 + 92° + o(2%) .
Pertanto

exp(—3sinx) + exp(3z) — 2 cosh(3z)
23

9 9 9
1—3x+§x2—4x3+0(az3)—|—1+3:1:—|—§:c2—|—§:c3—|—0(x3)—2—9x2+0(:c3)

3

| —

3 z—0t

Percio la risposta e @

(35) Per x — 0 siha

exp(2V1 —222) = exp (2 (1 + %(—2&) — %(—23:2)2 +0 ((—2x2)2))) =
— exp(2— 22° — 2" + o(a!)) = €® exp (=222 — ' + o(z!)) =
= ¢? (1 —22% — 2' 4 o(z") + %(—2332 — 2t 4 o(zh) + o((—2x2 — 0(x4))2)) =
= (122" — ' + o(z") + 22") = €*(1 — 22> + 2" + o(z"))
VT a2 = ¢ (1 b5 () - %(-4:52)2 + 0((—43:2)2)) _
=e?(1 - 22" — 22" + o(z")) .

Quindi

exp(2V1 —222) — V1 — 4a? =

=e*(1—22% + 2" + o(2")) — *(1 — 227 — 22" + o(z")) =

= 3e%2? + o(a?) ~ 3e2at.

Percio la risposta e @

(36) |e]
(37) |b]
(38) |d]
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(39) |a
(40) b

(41) 11 dominio naturale di f & costituito dagli x € R per cui il denominatore
x — 6 non e nullo, il numero sotto radice ¢ non negativo e I'argomento dell’arcoseno
appartiene a [—1,1]; quindi dom f & l'insieme delle soluzioni del sistema

cioe

>0
r—6

r—2>5
x‘_
6ZL‘—5
L x—06

I

6

<2,

0.

v

L’ultima disequazione e verificata da tutti gli x che verificano la prima disequazione.
La seconda disequazione e verificata dagli x che soddisfano la prima disequazione e

tali che
r—2>5

6 <4
r—6—"
che, successivamente, equivale a
r—95
3 -2<0
z—6 -
3(x —5) —2(z —6) <0,
r—06 -
r—3
<0
r—6 "
Il sistema ¢ quindi equivalente a
r—>5
>0
r—6—
xr—3
<0
r—6 "

L’insieme delle soluzioni della prima disequazione e |—o0, 5]U]6, +o0[, quello della
seconda ¢ [3,6[; l'intersezione di tali insiemi ¢ [3, 5], che costituisce il dominio di f .

Percio la risposta e E
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(42) 1l dominio naturale di f ¢ costituito dagli = € R tali che la quantita sotto
radice e non negativa e il denominatore x + 2 & diverso da 0. Quindi

dom f = {z e R\ { -2} ’ ’+4x+3>0} .
Il trinomio 2 + 4z + 3 si annulla per

1
r=-2+v22-1- :—211:{ 3’

quindi ¢ non negativo per z € |—oo0, —3] U [—1, +00]. Pertanto
dom f = (J—o0, =3] U [~1,+00[) \ { =2} =]—00, =3] U[-1, +oo[ .

Percio la risposta e @

(43) 1l dominio naturale di f e costituito dagli z € R tali che la quantita sotto
radice e non negativa e il denominatore x — 2 ¢ diverso da 0. Quindi deve essere
x # 2 e log|3/(x—2)] > 0. Poiché il logaritmo & non negativo se e solo se il suo
argomento e maggiore o uguale a 1, la disequazione equivale a

3 >1.
x—2| "

Per risolvere questa disequazione e utile osservare che, per x # 2, essa equivale a

xr—2
<1,
3 <

cioe |xr — 2| < 3, che & verificata se e solose 2 -3 <2 <2+3,cioe —1<x<5.
Quindi
dom f = [~1,5)\ {2}.

Percio la risposta e @

(44) 1l dominio naturale di f e costituito dagli x € R per cui ¢ positivo I'argo-
mento della radice, quindi deve essere

202 —3r+2 > ‘x2+:p—2

che equivale a
> +r—2<22? 32+ 2,
4+ x—2>—(22> -3z +2),
cioe

22 —4xr +4>0,
322 —22>0.

Poiché z? — 4z + 4 = (x — 2)? La prima disequazione ¢ verificata per = # 2. 1l
trinomio 32%2—2z si annullaper x =0 e z = 2/3, pertanto, la seconda disequazione &
verificata se x > 2/3 oppure z < 0. Il dominio naturale di f & costituito dai numeri
che sono soluzione di entrambe le disequaziioni, quindi ¢ ]—o0,0[U]2/3, 00|\ {2} .

Percio la risposta e E
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(45) 1l dominio naturale di f ¢ costituito dagli x diversi da 0 per cui ¢ non
negativo ’argomento della radice e positivo 'argomento del logaritmo, quindi deve
essere

x#0,

Si ha
2 -2
1—2>0 « L
X X

>0.

Il segno del quoziente risulta dal seguente schema:

z—2 S

_|_
x — - — - — |+ + 4+ + + |+
o2 + + 4+ + +]- - - - -+

xT

pertanto la disequazione 1 — (2/z) > 0 & verificata se > 2 oppure z < 0. Inoltre

/ 2 3 2
1——+£>0<:> 1——>—£.
X i X i

Poiché il primo membro € non negativo, questa disequazione e verificata se il secondo
membro e negativo, cioe se x > 0, purché x renda non negativo ’argomento della
radice, cioe, come gia visto, purché sia x > 2. Se =z < 0 l'argomento della radice
€ non negativo, entrambi i membri della disequazione sono non negativi, quindi essa
equivale a

w

cioe
2

x°—2x —3

—FF > 0.
22
Poiché il denominatore ¢ non negativo, la disequazione e verificata se e solo se il
numeratore ¢ positivo. Il polinomio z? — 2z — 3 si annulla per z = —1 e = 3,
pertanto, ricordando che stiamo considerando il caso = < 0, esso e positivo per
x < —1. Pertanto = appartiene al dominio della funzione se e solo se = > 2 oppure
r<—1.

Percio la risposta e E

(46) | b]
(47) [b]
(48) | c]
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(49)
(50) |b]

(51)  Per determinare gli estremanti locali di f occorre studiare il segno di f’.
Per ogni x € R il denominatore di f’ & positivo e il fattore (2® — 2% — 8z + 12)? &
non negativo, quindi il segno di f’(x) coincide con il segno di 3z* — 2z — 8. Tale
trinomio si annulla per

1£VIP+3-8 1£5 —g
- 3 3 e

Xz

Percid 3z? — 2z — 8 ¢ positivo se x € |—o00, —4/3[ U ]2, +oo[, mentre ¢ negativo se
x € ]—4/3,2[. Quindi il segno di f’ risulta dal seguente schema:

—4/3 2
f'(x) il I S S

Percio —4/3 ¢ punto di massimo locale per f, mentre 2 e punto di minimo
locale.

Non vi sono altri estremanti locali per f. Infatti se ¢ € R\ {—4/3,2} , allora
esiste un intorno di ¢ in cui f’ non cambia segno, quindi in tale intorno f € monoto-
na. Pertanto se ¢ ¢ estremante locale allora esiste un intervallo in cui f & costante.
Infatti, se ad esempio ¢ e punto di massimo locale e f & crescente, allora per la
crescenza di f esiste un intervallo a destra di ¢ in cui f(z) > f(c), mentre fa la
fatto che ¢ e punto di massimo locale segue che esiste un intervallo a destra di ¢ in
cui f(z) < f(c). Sull’intersezione dei due si ha f(z) = f(c). Da cio segue che esiste
un intervallo in cui f ha derivata nulla, ma cio e impossibile perché I’annullamento di
f'(x) equivale all’annullamento di un polinomio, che si annulla al pit in un numero
finito di punti.

Percio la risposta e .

(52)  Poiché f e derivabile, stabiliamo in quale degli intervalli f & decrescente
studiando dove f’ ¢ negativa.

Si ha, Vx e R,
f'(z) = exp(—22>+31)+x exp(—22>+3z)(—4x+3) = (—42* +32+1) exp(—22°+37) ;
quindi, poiché I'esponenziale ¢ sempre non negativo, si ha
fl(r) <0 <= —42* +32+1<0.

Il trinomio —42% + 3z + 1 si annulla per

—3+£32-4-(-4)-1 -3+£5 |1

3 3 21
1

Percio il trinomio & non negativo per x € [—1/4,1] mentre & non positivo per
x € ]—o0, —1/4] U [1,+o0[.
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Tra le possibili risposte, I'unico intervallo in cui f’ assume sempre valore non

positivo & |—oo, —1[, quindi la risposta & E

(53)  Per il Test di monotonia, possiamo studiare la monotonia di f determinando
il segno di f’.
Se x € |—o0, —2[U]2, +o0[ allora
() x(2\/x2 — 4 — /222 +56)
x) = )

V222 + 56 Va2 — 4
Il denominatore e positivo, percio il segno di f’ & determinato dal segno di z e da
quello di 2v/22 —4 — /222 +56. Per 2 € dom f' si ha

2vVa2 —4—V222+56>0 < 2Va2 —4> V222 +56 < 422 —16 > 222 +56;

tale disuguaglianza equivale a 2z% > 72, quindi

2vVa2 —4 — /222 +56 > 0 <= € ]—00,—6] U [6,+o0] .

Percio il segno di f’ risulta dal seguente schema:

-6 -2 2 6
T e + + |+ + F
22 — 4 — /222 + 56 + + + - - = - = — |+ + +
f'(z) - — — |+ + + - = — |+ + +

Quindi f & crescente in [—6,—2] e in [6,+oo[ ed & decrescente in |—o0,—6] e
in [2,6].

Percio la risposta e .

(54)  L’espressione di f’ puo essere trasformata in modo da semplificare i calcoli.
Infatti si ha
(22 —4)sgn(a? —4) + (x + Dxsgn(z? —4) (222 + 2 — 4) sgn(z® — 4)

fle) = 22 — 4] - 2 — 4]

Il trinomio 222 + x — 4 si annulla per

—14+/124+4-2-(-4) —14++/33
x = = .

2-2 4
Il polinomio #? — 4 si annulla per # = £2. Il denominatore & sempre positivo.
Pertanto il segno di f’ risulta dal seguente schema

—2 S/ =1+/33 2
22% + 1 — 4 + |- = = = = = = — = |+ + |+ +
sgn(z? — 4) + o= = = = = — — — | = — |4 +
f'() R e I S S S e e e o I I N

Quindi —2 e (—1+ v/33)/4 sono punti di massimo locale, mentre (—1 —+/33)/4
e 2 sono punti di minimo locale.

Percio la risposta e .
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(55) Siha

(2? — 3x) sgn(z? — 3z) — (v + 1)(2x — 3) sgn(z?* — 3z)

/! _ =
f({L‘)— (1‘2—3l‘)2
_ (—2® — 2z + 3) sgn(a® — 3z)
(2% — 3x)? '
Il trinomio —z? — 2x + 3 si annulla per =1 e per = —3. Il polinomio 2% — 3z

si annulla per x =0 e = 3. Il denominatore ¢ sempre positivo. Pertanto il segno
di f’ risulta dal seguente schema

-3 0 1 3
—2? —2x+3 - - — |+ + + + + |- - |- = =
sgn(v? — 3) e e N E
f'(x) i e e e B I S I

Poiché f e decrescente in un intervallo a sinistra di —3 e decrescente in un intervallo
a destra di —3, tale punto e di minimo locale. Analogamente anche 1 e punto
di minimo locale. T punti 0 e 3, poiché non appartengono al dominio, non sono
estremanti locali.

Percio la risposta e E

(56) |c|
(57 |b]
(58) |a|
(59) | c|
(60) |d|

(61) L’integrale si calcola agevolmente per parti, integrando il fattore x e deri-
vando il fattore log(3z). Poiché una primitiva della funzione z + z ¢ z — 2%/2 e

1
la derivata di = +— log(3z) ¢ = — 3 3=1/z siha
x

2221 x? 2y
Zar =15 — | Zdr=
/1 20" [2Og<3x)L /12”’”

x? 2 2272 1
— |5 T = 210g6— =log3 — 14 - .
[2 og(Sx)L {4}1 o8 2 % "

/1 " s log(3x) di — {%2 log(?)x)}

1

Percio la risposta e E
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(62)  Scomponiamo la funzione integranda nella somma di frazioni piu semplici.
La scomposizione puo essere fatta con un semplice trucco

T+ 3 _4l’+3—3$_ 4r + 3 —3x 1 3

x(4x + 3) z(dx + 3) _:1:(4:1:+3)+x(4x+3) r 4r+3°

Quindi una primitiva della funzione integranda e
3
x +— log|z| — Zlog\4x+3|;

Pertanto I'integrale ¢ uguale a

3 ! 3 3
log|x|—zlog|4x+3|} :log|4|—Zlog|4-4+3|—log|1|+zlog|1-4+3|:
1

3 3
:log4—110g19+110g7.

Percio la risposta e E

(63) La funzione integranda ¢ prodotto di una funzione in cui la variabile z com-
pare solo come argomento del logaritmo per la derivata del logaritmo; é quindi utile
effettuare una sostituzione, prendendo come nuova variabile di integrazione ¢t = log x .
Per x =1 si ha t =logl = 0, mentre per x = ¢ si ha t = loge = 1. Pertanto

risulta

© ] 1 Y41 ! —2 ! 2
/70gngr v = [ L dt:/ trs-2 dt:/ 1—— Va=
1 z(logz + 3) o t+3 o t+3 : t+3

= [t —2log |t +3|], =1 — 2log4 + 2log 3.

Percio la risposta e @

(64) La funzione integranda & razionale, il grado del numeratore ¢ maggiore del
grado del denominatore, quindi scriviamola come somma di un polinomio piu un
quoziente di polinomi con il grado del numeratore minore del grado del denominatore.
Questo puo essere ottenuto facilmente senza fare, formalmente, la divisione tra il
polinomio a numeratore e quello a denominatore. Infatti si ha:

x3+2x2+5_3:3+2x2 5 5

2242 12+ 2z +x2+2x_x+x2+2x'

Si ha 2%+ 2x = x(x + 2), quindi cerchiamo a,b € R tali che

5 _a+ b
22 +2r v x+2’
poiché
a b alr+2)+bxr (a+b)x+2a
——|— = = ,
r T+2 z(x +2) z(x +2)
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deve essere verificato il sistema
a+b=0,
26 = 5.
Pertanto a =5/2 e b= —5/2. Quindi si ha

/2x3+2x2+5 /2 51 5 1
——————dxr = T+ -——= dr =
. x?+ 2 1 2x 2x+2

2

1 D )
= {§x2+§log\x|—§ log|x+2@1:

5 5 1 5 5 3 5 3
—2+ 210g2— 2logd— > — 2logl+2log3 =2+ 21 (—)
+20g 5 108 5 5108 +20g3 2+20g2

Percio la risposta e .

(65) La funzione integranda e razionale, il grado del numeratore & uguale a quello
del denominatore, occorre quindi scomporre la frazione nella somma di un polinomio
(che sara necessariamente una costante) con una funzione razionale con numeratore
di grado minore di quello del denominatore. Si ha

2 +5 _:U2—|—2:L’+1—2;1:+4_ +—2;1:—|—4
(x+1)2 (r+1)2 a (x+1)2°

La frazione rimasta si puo scomporre come segue

—2rx+4 2x—-2+6 2 n 6
(x+1)2 (z+1)2  z+1 (z+1)2’

pertanto

12 1 1
5 2 6 6
/Lid:c:/ <1— + 2) dx:{x—Qlog\x—l—l\—— =
o (z+1) 0 r+1 (r+1) r+1],

6
:1—210g2—§—O+2log1+6:4—210g2.

Percio la risposta e E

(66) |d|
(67) |a|
(68) |a|
(69) |b]
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(70) |a

(71) Sia ¢(t) = 2sint. Si ha ¢'(t) = 2cost e, considerando t € [—7w/2,7/2],
t = ¢ !(x) = arcsin(z/2) . Siha ¢~1(0) = arcsin0 =0 e ¢~ (1) = arcsin(1/2) = 7/6
e quindi l'integrale ¢ uguale a

™6 9gint /4 — 4sin®t + 2 /6 4sint cost + 2
sin sin“ ¢ + QCostdt:/ sintcost + 9 cost di
0

0 V4 —4sin’t + 2 2cost +2

dt .

B /”/6 4sintcos®t + 2cost
—Jo cost+1

Percio la risposta e .

(72)  Se si effettua la sostituzione t = \/r allora ¢ x =#*. Quindi sia ¢(t) = 2.
Allora ¢~ '(x) = \/z e ¢'(t) = 2t Inoltre ¢~1(3) =2 e ¢ (3) = /3, perciod si ha

3 V3 V3
reV® dx = / t2et2t dt = / 2t3et dt .
2 V2 V2

Percio la risposta e E

(73) Se t =¢" si ha x =logt. Quindi sia ¢(t) = logt. Allora ¢~1(t) = ¢® e
¢'(t) = 1/t. Inoltre ¢71(0) = e =1 e ¢71(1) = ¢! = e. Con la sostituzione gli
estremi di integrazione diventano quindi 1 ed e e, per la definizione delle funzioni
seno iperbolico e coseno iperbolico, 'integrale diventa:

3
t

L t—i—l +41t !
©2 t 2 t)1 edt—- ° 52 — 3
—dt = —dt = dt .
1 1 t~|»1 1 t 1 L 1 g L 1 2t
2 t 2 t t
Percio la risposta e .

(74)  Una primitiva della funzione z +— 2° ¢ la funzione z — 2%/6, mentre la
derivata della funzione z — log(3 + z?) ¢ ~ 2x/(3 + %), pertanto

/2 Slog(3 + 2%)d L 61 (34 2)2 /21 524
I 10 x xr = |-T 10 X — =T Z .
1 s 6 8 1 6 3+ 22

1
Percio la risposta e .
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(75)  Una primitiva della funzione x +— 2e** & la funzione x +— ¢2* | la derivata di
x +— arctan(2 + e*) &

T T

€ €

H =
v 1+ (24+e¥)2 b5 +4e* 4 e

)

pertanto

6213

) 1
2 2x t 2 N dr = 2z t 2 2yt — / - dzx .
/0 e** arctan(2 4 €”) dz = [¢*" arctan(2 + e )}0 ; © 5 ider yezx ™

Percio la risposta e .

(76) |a|
(77 |a|
(78) |b]
(79) | c|
(80) |b]

(81) La funzione di cui vogliamo calcolare il limite ¢ somma di due funzioni,
ciascuna delle quali ha numeratore uguale a 1 e denominatore che tende a 0. Per
stabilire il limite di ciascun addendo occorre studiare il segno dei denominatori vicino a
0. Evidentemente per x in un opportuno intorno di 0, escluso 0, si ha cosz—1 <0
e 4+ 2% >0, percid (cosz —1)(4+ %) < 0 e dunque

1
I = —oo;
250 (cosz —1)(4 + z?) o

inoltre (sempre per x in un intorno di 0, ma diverso da 0) si ha 2z sinz + 2* > 0,
perché somma di numeri maggiori di 0, e quindi

im ———— = +00;
z—0 2x sinx + x
percio il limite e nella forma indeterminata —oo 4 oo .
Per calcolare il limite occorre studiare il comportamento per z — 0 dei due
denominatori. Si ha

1 1
(cosx —1)(4+2%) = (— 5:1:2 + ﬁx‘l + 0(x5))(4+x2) =
= 222 + 1:104 + o(2°) — 1:104 + ixﬁ +o(x") = —22% — lx‘l + o(x")
6 2 24 3
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1 2
21 sinx + 2t = 2:1:(3:— 6:53 +0(:c4)> + ot =227 + §x4+0(375).

Percio
1 1 1 1

+ = + =
— 2 i 4 1 2
(cosz —1)(4+2%) 2zsinz+x 942 _ : ot o(r5) 22 + - 4 + o)

2 1
2% + 3 xt + o(2%) — 227 — 3 xt + o(2?)

(—23:2 _ % o 0(3:5)) (zﬁ + % o 0(1’5))

1 4 5 1 4

B 1 2 T4t T 120
(—2x2 —3 xt + 0(x5)) (2ZL‘2 + 3 xt 4+ O(ZL‘5)> *

Quindi il limite cercato e uguale a —(1/12).

(82) Il limite ¢ nella forma indeterminata 0/0.
Studiamo il denominatore. Si ha

cos(2x) — exp(—22°) =

—1- % (22)2 + 21—4 (22)* + o((22)°) — <1 — 22 + % (—22%)% + 0((—2902)2)) =

2 4
=1 —2x2+§x4+0(x5) — (1 =227+ 22" + o(2")) ~ —§x4.
Studiamo ora il numeratore. Si ha

1 1 1
2cosa:—:c2:2<1—§x2+ﬂx4+o(x5)> —x2:2—2x2+ﬁx4+0(:c5);

percio

1
exp(2cosx — 1%) = exp (2 —27% + D r* + O(SL’5)) .

L’esponente tende a 2 per x — 0, quindi e utile scomporre I'esponenziale nel pro-
dotto di due esponenziali, il primo con esponente 2, il secondo con esponente che
tende a 0, cioe

1
exp(2cosx — 1?) = € exp<—2:132 t 45 zt + O(SL’5)) .

Inoltre
1
exp(—2x2 + P t + 0(x5)> =

1 1 1 2
=1+ (—2x2 + T2 ot + 0(x5)> + 5(—2902 + 1 t 0(x5)> +

+o0 ((—2x2 + 1—12 ot + 0(x5))2) —

1 25
:1—2x2+ﬁx4+2x4+0(:p4):1—2x2+ﬁx4+0(x4),
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percio

25¢?
vy

25
exp(2cosx — 2°) — e + 2e%2% = 62(1 — 227 + 1 rt 0(x4)> —e* 426727 ~

Quindi per x — 0 si ha

25,
exp(2cosx — %) — € + 2e%2? 2 Y 257
cos(2x) — exp(—2122) 4 - 16
3
I R 25¢2
pertanto il limite cercato e uguale a — 6

(83) Per x — +oo siha

9 19 1/9\2 1
Vs + 92 =z {/[1+ ==z |1+-=—-(=] 40— || =2+3-92"" +o(z™"),
T 3z 9\zx 2

pertanto

Va3 + 92t — 2 —3=20+3-92 " +ola ')~ -3~ 927",

Inoltre

log(3 cosh(5z)) = log <;(65w + 651)) — log (; e (1 + 6103:)) -

3
= log 5 + 5z + log(l + e_lox) ~ DT .
3+ 3 3 19 _g
da cui segue

10g(3+x) 3319 e 3

_SL’—|—5:$L’ 2 2

Infine

T
3(x+5 -3 19 ., 15 19
 x(z+5) 2x2+0<x >_:c2—|—5:c 2x2+0<x )=
15 19

15 19 o
S oireq) 2w o) = @lre) mg e =

30—-9 21
= +o(x7?) ~ 5 2.

222
Percio
) Va3 +9x2 —x —3 . —9z! 18 6
I AN N S A
Tr—+00 €T T—400
log (3 cosh(5 1 — By — 12
og (3 cosh(5z)) (og( . ) x+5)

(84)  Studiamo il comportamento dei fattori a numeratore per  — +00.
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Poiché, per © — 400, e** — 400 mentre e * — 0, si ha
4z —4z
e —e ~ 1641
2 2

Analogamente e?* — 400 e e 2* — 0, quindi

sinh(4zx) =

2 ,—2x
1og(sinh(2x)) +log2 — 2x = log (%) +log2 — 2z =

= log(ezx(l — e’4x))— log2 +log2 — 2z = log(eh) + log(l — 6741) —2r =

—4x) —4z )

=log(l—e ~ —e

Raccogliendo il termine dominante in ciascuna radice si ha
Va3 4322 — Va2 + 3z = /a3(1 + 3271) — Ja2(1+ 3271) =
=oV1+3r !l —avV1l+3x1 =

:x<1+%3f4+o@”)—<1+%3f4+o@r3>):

Percio

sinh(4x) (log (sinh(2z)) + log 2 — 21‘) <€’/x3 + 322 — V2 + 31‘) ~

14:1: —4x 1 _1
~ e (—e )(—5)_4.

Studiamo il comportamento del denominatore. Si ha liIJP arctan(2x) = /2.
T—r+00

Per x — +o0 si ha 1/x — 0, quindi
1 1 _3 1 3 1
log(cos;)zlog(l—Q—ﬁJro(x ))N—2—$2+0(x )N_2_x2_

Infine

Vit+ 22 — Va2 +4=2>V1i+z2—zxV1+4 2=
=z’ (v1+x—2—x*1\/1—|—4x—2> ~ .
Quindi si ha
1 1
arctan(2z) log (cos ;) (Va2 — Va2 +4) ~ g <_ @) 2= %

Numeratore e denominatore hanno limite reale, pertanto il limite e uguale al
quoziente tra limite del numeratore e limite del denominatore, cioe e uguale a

1
4

1
—

N

(85)
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(86) 2
(87)  4éb

5e3

(88) - 27(cos1 —1)

(89) La funzione ¢ definita per tutti gli = per cui non si annulla il denomina-~
tore dell’argomento dell’esponenziale, cioe per gli = diversi da 0. Quindi si ha
dom f = R*.
Studiamo il comportamento di f negli estremi degli intervalli che costituiscono il
dominio della funzione. Si ha
lim f(z) = lim (z+6)e' = —oc0,

T—r—00 T——00
1
lim f(z) =6 lim exp (i) =0,
z—0~ z—0~ X

1
lim f(x) =6 lim exp (i) = +00,
x

z—0t z—0t

lim f(z)= lim (z+6)e' = +o0.

T—+400 T—r+400

Studiamo l'intersezione del grafico di f con gli assi cartesiani. Poiché 0 non
appartiene al dominio della funzione non c’e intersezione con ’asse delle ordinate.
L’equazione f(z) =0 equivale a =+ 6 =0 (perche un esponenziale non si annulla)
e quindi la funzione si annulla solo per x = —6; inoltre la funzione & positiva se e
solose z > —6.

Passiamo ora a studiare la derivata della funzione.

Le funzioni tramite cui e definita la f sono derivabili in ogni punto del loro
dominio, quindi f e derivabile sul suo dominio e si ha:

f'(x) = exp (x;rl)Jr(erG) exp (:c;rl) Lo —1(x+1)

x2

1 z+1 > —x—6 r+1
= 1—(1’4—6)? exp . = &P . .

Poiché Vx € dom f’ si ha 22 > 0 e I'esponenziale ¢ maggiore di 0, il segno e gli zeri
di f" si trovano studiando il trinomio z? —x — 6. Tale trinomio si annulla per

1+/12-4-(=6) 145
. 5 .

2

T

e si hanno le due soluzioni r = -2 e x = 3. Quindi
fllx) =0 <= z=—-202=3
e il segno di f’ risulta dal seguente schema:
—2 0 3
f(x) + + +|- - -|-=--- -]+ + +

e quindi f e crescente negli intervalli |—oo, —2[ e ]3,+oco[, mentre & decrescente
negli intervalli |—2,0[ e ]0,3[. Inoltre 3 ¢ un punto di minimo locale, mentre —2 &
un punto di massimo locale.
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Poiché lim f(z) esiste reale, per studiare 'andamento della funzione, ¢ utile

z—0~
calcolare lim f’(x). Per x — 0~ risulta
x—0~
, > —x—6 T+ 1 > —x—6 1 1 1
fi(r) = ————exp = eexp| — | ~—6e— exp| —
x? x x? x x? x
e
1 1
lim — exp <—) = lim y%Y=0.
z—0t T X Y—>—00
Pertanto lim f'(z)=0.
z—0~

Calcoliamo il valore di f negli estremanti locali.

f(=2) = (=2 +6) exp (_2;1) —4el/?
£(3) = (3+6) exp <%) g3

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente:

A

(3,9¢"3)

(—2, 461/2)

N\

Y

(90) I dominio naturale di f & R, poiché essa ¢ definita da una formula in
cui (oltre a somme e prodotti) compare solo la funzione valore assoluto, che ha
dominio R.
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La funzione ¢ continua.
Studiamo il comportamento negli estremi del dominio.

9
Jim )= i 2 (15 4 g ) = e
9 9z
. o . 3 -2 o
im0 = i e (1= 37 ) = e

Cerchiamo le intersezioni del grafico di f con gli assi. Si ha f(0) = 0, quin-
di il grafico interseca l’asse delle ordinate nell’origine. Inoltre f(z) = 0 se e solo
se |22% — 9z| = —9x; il valore assoluto ¢ sempre non negativo, quindi deve essere
—92 >0, cioe x < 0. Quindi f(z) e nullo se z & non positivo e verifica una delle
due equazioni 223 — 9x = -9z e 22® — 92 = 9. La prima equazione & verificata
solo per z = 0, la seconda si trasforma in 22% — 182 = 0 e quindi ha le soluzioni
xr=0, 2 =—-3 e x =3. Poiché deve essere = < 0, possiamo concludere che f si
annulla in 0 ein —3.

Passiamo ora allo studio di f’. La funzione f ¢ derivabile in tutti i punti che
non annullano I'argomento del valore assoluto, cio¢ tali che 2x3 — 9z # 0. Si ha
22 — 9r = x(22% — 9) , quindi 22 — 9z si annulla per z = 0 e per x = £3//2.
Percio f e derivabile in R\ { -3/ v2.,0,3 / V2 } , mentre occorre studiare a parte la

derivabilita nei punti —3/v/2, 0 e 3/v/2. Inoltre
f'(x) = (62% — 9)sgn(22® — 92) +9.

Per studiare il segno di f’ ¢ utile anzitutto determinare per quali z risulta
sgn(2z® — 9z) = 1 e per quali z risulta sgn(2z® — 9z) = —1. Si ha

2x3—9x:2x(x+%) (x—%) :

il segno di 22® — 9z risulta dal seguente schema:

0 3

-
2 - = = |- == = =]+ + 4+ + +|+ + +

T+ 75 - = |+ + + + |+ |+
3

T =5 - = |- = = = |- = = = —|+ + +

223 — 9z - = =]+ + 4+ + +|- == = |+ + +

percid sgn(2z® —9z) =1 se x € |-3/v2,0[U]3/v2,+00[, e sgn(2z® — 9z) = —1
se T € ]—oo,—?)/\/ﬁ[U}O,S/\/ﬁ[.

Calcoliamo il limite della derivata nei punti —3/v/2, 0 e 3/4/2 per determinare
la derivabilita di f in tali punti.

lim  f'(z)= lim —(62°—9)+9=-9,

z—=—3/V2" r——3/V/2
lim  f'(z)= lim (62°—9)+9=27,
:r%73/\/§7L :1:~>73/\/§Jr
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lim f'(x) = lim (62> —9) +9 =0,

z—0~ z—0~
lim f(z)= lim —(6z” —9)+9 =18
lim fi(z) = lim —(62° —9) + :
lim f'(r)= lim —(62>—-9)+9=-9,
:v~>3/\/§_ :v~>3/\/§_
lim f(x)= lim (62> -9)+9=27.
ac—>3/\/§+ ac—>3/\/§+

In ciascuno dei punti considerati il limite sinistro di f’ & diverso dal limite destro,
cio e vero anche per i limiti dei rapporti incrementali, percio essi non hanno limite.

Quindi —3/v/2, 0 e 3/v/2 sono punti di non derivabilita per f.
Studiamo ora il segno di f’.
Se x € }—3/\/§,O[U}3/\/§, +oo[, allora si ha

f'(z) = (62* — 9) + 9 = 62°;
poiché x # 0, risulta f'(z) > 0. Se z € |—o0, —3/\/§[U ]0,3/\/5[, allora si ha
fl(r) = —(62* —9) + 9 = —62° + 18 = 6(—2* + 3),
che e positivo per x € ]—\/3, \/3[ e negativo per x € ]—oo, _\/§[ U }\/g, +oo[ e
quindi, tenuto conto delle condizioni a cui deve soddisfare x , abbiamo f’(z) > 0 per

z€1]0,v3[ e f/(z) <0 per z €]—o0,—3/V2[U]V3,3/V2].

Complessivamente, il segno di f’ ¢ dato dal seguente schema:

-3 0 V3 5
f'(x) - — |+ ++ + |+ F

Pertanto f & crescente in [—3/\/5, O] , in ]0,3/\/5[ e in [3/\/57 —l—oo[ ed & decre-
scente in }—oo,—B/\/ﬂ e in [\/g, 3/\/5} )

Inoltre —3/\/§ e 3/\/5 sono punti di minimo locale per f, mentre V3 & un
punto di massimo locale.

Il valore di f in tali punti e:

3 3\° 3
f(“_):2675>+%5‘fﬂ‘ V] RENC RN
f(\/ﬁ) - 2(\/§>3—9\/§'+9\/§:)6\/5—9\/§)+9\/§=12\/§,

IORNCIRT

Percio il grafico di f e, approssimativamente, il seguente:

3 _‘ 27 27 27 27

(V]

27 27

ro =22
vitlvit vl vt Ve
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_ 3 21
(%~ %)

(91)  Poiché la funzione arcoseno ha dominio [—1,1], il dominio naturale di f ¢
{zeR| |2 +4z+ 3| € [-1,1]}.
Poiché |22 + 4x + 3| > 0 per qualunque =z, si ha

—1< |2 +42+3| <1 < |2°+42+3| <1

e questo equivale a —1 < 22 + 42 + 3 < 1. Dobbiamo quindi risolvere il sistema di
disequazioni:

22 +4r+3<1

2 +4r+3> -1
cioe

22 +4r+2<0

2 +4dr+4>0.

Troviamo anzitutto le radici dei due polinomi che compaiono nelle disequazioni.
L’equazione 2%+ 4x + 2 =0 ha le soluzioni

r=-24v22 _1.2=-924++2

mentre l'equazione z? + 4x +4 = 0 ha la sola soluzione

r=-24£vV2—1-4=-2.

La prima disequazione e quindi soddisfatta se = € [—2 — V2, -2+ \/5} , mentre la
seconda e soddisfatta per ogni x reale, possiamo quindi concludere che

dom f = —2—\/5,—2+\/§} .
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Poiché f e composizione di funzioni continue, ¢ continua.
Calcoliamo i valori della funzione negli estremi del dominio.

f((—2—\/§) = arcsin ((—2—\/5)2_1_4((_2_\/5) +3’ —
= arcsin 4+4\/§+2—8—4\/§+3) = arcsin |1 :g

f(—2 + \/5) = arcsin (—2 + \/5)2 +4(_2 =+ \/5) + 3‘ —

= arcsin 4—4\/§+2—8+4\/§+3):arcsin|1|:g.

Il grafico della funzione non interseca 'asse delle ordinate perché 0 ¢ dom f .
Cerchiamo le intersezioni con 'asse delle ascisse; si ha f(x) =0 se e solo se

arcsin |22 +4x +3| =0,
che equivale a z? + 4z + 3 = 0. Questo trinomio si annulla per

r=-24+vV22-1-3=-2+4+1

cioe per t=—-3 e x =—1.

Poiché la funzione arcoseno assume valori non negativi quando il suo argomento
e non negativo, la funzione f e sempre non negativa.

La funzione f e composizione di funzioni derivabili su tutto il dominio, con I’e-
sclusione della funzione valore assoluto che non e derivabile in 0 e della funzione
arcoseno che non e derivabile in 1 e in —1. La funzione f & quindi derivabile per
ogni valore di = tale che 2% + 4z +3 # 0 e |2? + 4z + 3] # 1 mentre 'argomento
dell’arcoseno, essendo non negativo, e sempre diverso da —1. —1. Come gia trovato
in precedenza x*>+4r+3 =0 per z=—3 eper x = —1. Siha |22 +4x+3| =1 se
e solo se 2244w +3 =1 oppure 22 +4x+3 = —1, tali equazioni, gia risolte quando
si & determinato il dominio di f, hanno le soluzioni * = —2 — V2 e x=-242
la prima e x = —2 la seconda.

Possiamo quindi concludere che f & certamente derivabile sull’insieme

domf\{—z—\/5,—3,—2,—1,—2+\/§}

mentre la derivabilita nei punti —2 — 2, —3, —2, —1, —2+ /2 sara studiata in
seguito.
Per :EEdomf\{—Q—\/5,—3,—2,—1,—2+\/§} si ha

1
B V1= |22+ 4z + 32

f'() sgn(z? + 4o + 3) 2z +4) =

2 4
= sgn(a® + 4x + 3) Tt =

\/(1—(x2+4x+3))(1+(9€2+4x+3))

2 4
= sgn(a® + 4x + 3) v =
V(=22 — 4z — 2)(2? + 4x + 4)
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2 4
= sgn(a® + 4z + 3) T =
V(=22 — 4z — 2)(z + 2)2

2 2
= sgn(a® + 4z + 3) (z+2) =
|z 4 2|V —22 — 4z — 2

2
V12 —4r—2

Prima di studiare il comportamento della derivata nei punti —2 —v/2, =3, —2,
—1, —2++/2 & utile studiare il prodotto sgn(z? + 4z + 3) sgn(x + 2) .

= sgn(z® + 4z + 3) sgn(z + 2)

-2-v2 -3 —2 -1 —2++2
sgn(z? + 4z + 3) + |- = = == = = —| +
sgn(z + 2) — |- - = =+ + + +| +
sgn(z? + 4z + 3) sgn(z + 2) S i e s
Quindi si ha
. / . 2
lim f'(z)=— lim = —00,
:1:~>727\/§7L 1%727\/§+ —z? —4x — 2
2
1' ! = — 1 :—2
R S e S e R
2
1' ! == l :2
Am )= e
2
1' ! == 1 g 2
Jim flle) = N e = V2,
2
1' ! = — l = — 2
Jm flz)=- lm ————— V2,
2
1' ! = — 1 :—2
BRI e T
2
lim f'(z) = lim =92,

r——171 z——31 4/ —x2 —4x —2

lim f'(x)= lim 2

T——24+V2" T——2+v2" V=12 —4dx =2

Poiché il limite della derivata (se esiste) coincide con il limite del rapporto incre-

mentale, risulta che f non e derivabile in nessuno dei punti elencati sopra. Infatti,

da quanto scritto sopra segue che nei due estremi del dominio il limite del rapporto

incrementale non e reale, mentre in tutti gli altri punti il limite sinistro del rapporto
incrementale ¢ diverso dal limite destro.

Inoltre il valore della funzione in tali punti di non derivabilita, ricordando che

abbiamo f(—2—+v2) = f(-24+V2)=7/2 ¢

f(=3) = arcsin |(—3)* + 4 - (=3) + 3| = arcsin|0| =0,

= +00.

f(=2) = arcsin |(=2)* + 4 - (—2) + 3| = arcsin |—1| = g ,
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f(=1) = arcsin |(—=1)* +4 - (—1) + 3| = arcsin [0] = 0.

La funzione f’ non si annulla mai, infatti essa & prodotto di funzioni segno cal-
colate in punti diversi da 0 e di un quoziente con numeratore diverso da 0. Inoltre,
per z € dom f’, si ha

f'(x) >0 <= sgn(2® +4z +3)sgn(z +2) >0;
pertanto, visto lo studio fatto sopra,

—2-4/2 -3 -2 -1 —24+2
T - = |+ +++ A+ |- === = =]+ +
f(z)

Quindi f e crescente negli intervalli [—3,—2] e [—1, -2+ \/5] , € decrescente negli
intervalli [—2 — V2, —3] e [-2,-1]; inoltre —2 — V2, =2 e —2+ /2 sono punti
di massimo locale per f, mentre —3 e —1 sono punti di minimo locale per f.

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente.

Y

(—3,0) (—1,0)

(92) La funzione ¢ definita per gli x reali tali che x # 0, (perché per x = 0 si
annulla il denominatore dell’esponente) e tali che |xr+5/—1>0. Siha [z+5|—1>0
se e solo se |r+ 5[ >1 e cio e verificato se x+5>1 oppure t+5< —1. 2> —4
o0 x < —6. Pertanto

dom f = |—o0, —6] U [—4,0[ U |0, +0o0] .

La funzione f e prodotto di composizioni di funzioni continue, quindi € continua.
Studiamo ora il comportamento della funzione negli estremi degli intervalli che ne
costituiscono il dominio.

lim f(x) = +o0,

T—r—00

f(=6)=e /| —6+5|—-1=0,
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4=y -4+5[-1=0,
lim f(z) =0,
lim f(z) = +oo,
lim f(z) = +o00.

T—r+400

Il grafico di f non interseca I'asse delle ordinate perché 0 ¢ dom f. Cerchiamo
le intersezioni con l'asse delle ascisse. Si ha f(z) =0 se esolose /|r+5/—1=0,

cioe¢ |+ 5| —1=0 che ¢ verificato se = —6 o x = —4.

Poiché e prodotto di funzioni che assumono valori non negativi, f ha sempre
valori non negativi.

La funzione e derivabile in tutto il dominio, con l’esclusione dei valori x che
annullano = + 5 (visto che la funzione valore assoluto non ¢ derivabile in 0) o che
annullano |x 4 5| — 1 (visto che la funzione radice non ¢ derivabile in 0). = +5 si
annulla per x = —5, valore che non appartiene a dom f, mentre |z + 5| — 1, come
gia calcolato, si annulla per © = —6 e per ©* = —4. Pertanto f & derivabile in
|—00, —6[U]—4,0[U]0, +00[ mentre la derivabilita in —6 e in —4 verra studiata in
seguito.

Si ha

1 1
@)= e —5 Ve +5 = 1+el - — — sgn(z +5) =

e =2z + 5]~ 1) + e sgu(e + 5)

222,/|x + 5| —1

1z —2((x +5)sgn(zr +5) — 1) + r?sgn(x +5)

222\/lr +5|—1

_ /e (% — 22 — 10) sgn(z + 5) + 2
222, /|x + 5] — 1 '

Studiamo le derivabilita in —6 e —4. Si ha

—x%+2 12
lim f'(z) = lim eY* e

T——6" T——6~ 2$‘2\/ —x—06

lim f(z)= lim e/*=—— 2 — — 4.
a—r—dt fz) z——A4+ 202\ x + 4
Poiché il limite della derivata coincide con il limite del rapporto incrementale, risulta
che f non e derivabile in nessuno dei due punti, perché il limite del rapporto incre-

mentale non e reale. Poiché lim f(z) e reale, per studiare il comportamento della
z—0~

_OO,

funzione e utile calcolare il limite corrispondente della derivata. Si ha:

220 -8 -8 et/
li () = 1i 1/96‘767:—1‘ —=0.
A N A

Per x € dom [’ si ha

fl(r) >0 <= (2> — 22 —10)sgn(z +5) +2 >0,
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quindi, distinguendo a seconda che sia sgn(z +5) =1 o sgn(x +5) = —1, f'(z) ¢
non negativa se e solo se x ¢ un elemento del dominio di f’ che soddisfa uno dei
seguenti sistemi di disequazioni:

T > -5,
22— 22 —-8>0;

r < =5,
—22 422 4+12>0.
Il trinomio z? — 2z — 8 si annulla per
r=1+17 1 (—8)=1%3,

cioe per x = —2 e per x = 4, dunque per il primo sistema si ha

quindi I'insieme delle soluzioni ¢ [—5, —2] U [4, +oo[. Il trinomio —x? + 2z + 12 si
annulla per

—1+./12—-1-(-12
v (=12) _ = /i3,

—1

quindi per il secondo sistema si ha:

x<_5 ................. ‘ .................................................... ‘ ..........
22422 H 12> 0 e ‘ ‘ .........

percio questo sistema non ha soluzioni.
Il segno di f" & quindi rappresentato nel seguente schema:

—6 —4 -2 0 4
I I R R e R

pertanto f & crescente negli intervalli [—4,—2] e [4,400] ed & decrescente negli
intervalli |—oo,—6], [—2,0[ e ]0,4].

Inoltre —6, —4 e 4 sono punti di minimo locale per f, mentre —2 & un punto
di massimo locale.

Come gia visto f(—6) = f(—4) = 0, mentre:

f(=2)=e 2] -2+5[ - 1=¢2V2,
fl4)=e*\/[a+5] —1=e4V8.

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente.
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A

(4.0 VB)

(—6,0) (—4,0)

(93)

A

2)

0,

(94)

5

~3-5)

5+3v5
5 1
|
|
[

(2’ _6)

5—=3v5
5\/_73 A
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(95)

(96)

(97) La funzione integranda ¢ il prodotto di due funzioni di ciascuna delle quali
si trova facilmente una primitiva: il primo fattore ammette la primitiva 22, mentre
il secondo si presenta nella forma ¢'(z)(¢(z))™ (con ¢(x) = 5sinx + 2cosx) e
quindi una sua primitiva & —(¢(x))"2/2. Si pud quindi integrare per parti in due
modi diversi; & opportuno derivare il fattore 2z, perché con tale scelta rimane da
integrare una funzione in cui la variabile x compare esclusivamente come argomento
delle funzioni seno e coseno, cosa che non accade nell’altro caso. Si ottiene dunque:

dr =

/”/6 —2sinx +5cosx
2x -
0 (5sinx + 2 cos x)?

/6 /6 _

—1 1

= 2z - — 2 - dr =
2(5sinx + 2cosx)? |, 0 2(bsinz + 2 cosx)?

—r /6 /6 1
= + dz
[(5sinx+2cosx)2}0 /0 (5sinx + 2 cos x)?
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Il primo addendo ¢ uguale a

—/6 .7 7r< 2 )2:

(5sin(m/6) + 2cos(7/6))” <5 \/§>2_6 54243

S49¥Y
2+2

7 4 B 2
6 25 +20+/3 + 12 111+ 603

Consideriamo ora l'integrale ancora da calcolare. La funzione integranda ¢ quo-

ziente tra una costante e una funzione omogenea di grado 2 in seno e coseno. E quindi
possibile esprimerla tramite la funzione tangente, poiché I'intervallo di integrazione e
incluso nel dominio di tale funzione. Si ha

sin?

1 B sin?x + cos® x B cost+1 B tan?z + 1 '

(5sinz +2cosz)®  (5sinz + 2cos )’ (5 sin N 2) > (5tanz +2)°’
cos &

e quindi opportuno effettuare la sostituzione tanx = t. Visto che x varia tra 0 e
/6, quindi appartiene all'immagine della funzione arcotangente, si ha x = arctant
e quindi la derivata del cambiamento di variabile ¢ 1/(1 + ¢?). Percio

/6 1 ™6 tan?z 4 1
- dz = ————dr =
o (Bsinz +2cosx)? o (btanx 4 2)?

tan(mw/6) 12 1 1 1/V/3 1
= / ha dt = / it =
tano (Ot +2)2 142 0 (5t + 2)2

_{ ~1 ]Wg ~1 1 ~3 1

— = = + .
5(5t +2) |, 5 5-2  254+10+4/3 10
o —F=+2
V3
Quindi
/”/6 —2sinz + 5cosx —x /6 1 1/V3
9 —— —|— S -

0 (5sinz + 2cosx)? (5sinz 4+ 2cosx)? |, 5(5t+2) ],

2m V3 L
111+60v3 254103 10
(98) La funzione integranda e il prodotto tra una funzione in cui la variabile x

compare solo come argomento del logaritmo e la derivata della funzione logaritmo,
cioe, posto ¢(x) =logx, si ha

log o o)
3z(log® x + 4) 3((¢(gj))2 +4) ¢w).

Pertanto, effettuando la sostituzione t = ¢(z) = log z ; si ottiene

2 1 log 2 ¢
[
1 3z(log”x +4) o 3(t2+4)
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A meno di costanti moltiplicative, il numeratore della funzione integranda ¢ la derivata
del denominatore, quindi si trova facilmente un primitiva. Si ha

log 2 ¢ log 2 1 92 1 log 2
——dt = dt = |~ log(t* + 4 =
/0 3(12 + 4) /0 6 +4 [6 oB(* + >L

1 1
=3 log(log?2 + 4) — 6 log 4.

(99) Laderivata della funzione coseno ¢ la funzione x +— —sinz , quindi la funzione
integranda e il prodotto tra una funzione in cui la variabile compare solo come argo-

mento del coseno e la derivata di tale funzione. E allora evidente che la sostituzione
t = cosx porta trasforma l'integrale in uno piu semplice. Abbiamo

/’T/Zsinaccosacalx:_/7r/2 COS T (—sinx)d:p:—/COS(W/Q) t g —
o cosz+ 2 o CosT + 2 cos0 t+2

0 1
t+2—2 2
- [ 2| (1__) it —
L t+2 ; t+2
= [t —2log|t +2|], =1 —2log3 + 2log 2.

(100)  Nella funzione integranda compare la radice quadrata del quoziente di due
polinomi di primo grado; per eliminare la radice € opportuno effettuare una sostitu-
zione in modo che la nuova variabile di integrazione sia tale radice quadrata. Per-
cid poniamo ¢t = \/(z+1)/(3z — 1), quindi (3z — 1)t = 2 + 1, da cui si ricava
(3t*—1)x = t*+1. Pertanto effettuiamo la sostituzione = = ¢(t) = (t*+1)/(3t*—1) .
Si ha

g = HOE D -6 1) 6 26 —6t 8
- (312 — 1)2 B (32 — 1)2 T Be-12

per x =1/2 risulta t = \/3, per x =1 risulta ¢ =1, per cui si ha

/ [2+1 —8t dt—/\/g 8t "
12 T 3x—1 ft2+1 (3t2—1) L (DB 1)

2—-1

Dobbiamo integrare una funzione razionale. Anzitutto € necessario fattorizzare
il denominatore. Il polinomio #? + 1 @& irriducibile, mentre il polinomio 3t* — 1 si

scompone in (\/§ t+ 1) (\/§ t— 1) , percio la funzione integranda si scompone in
fratti semplici nella forma
8t? __a b N ct+d
B+1)B2—1) V3t+1 V3t—1 +1°

con a, b, ¢ e d opportuni numeri reali. Riducendo a denominatore comune

I’espressione a destra, il numeratore diventa
a(V3t—1)(+ 1) +b(V3t+ 1)+ 1)+ (ct +d)(3t> — 1) =
Bat’ +V3at —at® —a+ V3 bt* + V3 bt +bt> + b+ 3ct® — ct +3dt* —d =
= (V3a+V3b+3)t* + (—a+b+3d)> + (V3a+V3b—c)t + (—a+b—d).
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Questo numeratore deve essere uguale a 8t?, quindi a, b, ¢ e d debbono soddisfare
il seguente sistema

V3a++V3b+3c=0,

—a+b+3d=8,
V3a+V3b—c=0,
—a+b—d=0.

Sottraendo membro a membro la terza equazione dalla prima e la quarta dalla seconda
si ottiene 4¢c =0 e 4d =8, dacui ¢ =0 e d = 2. La prima equazione diventa
V3a++v3b=0, quindi a = —b, sostituendo nell’ultima si ha 2b — 2 = 0, quindi
b=1e a=-1.

Abbiamo percio

/ r+1 / g —
/Qx\/gx—1 t2+1 3t2—1) B

/ <\/_t+1 \/_t—l t2i1)dt

V3
l log \/_t—1’+2arctant} =
1
:——lo 4+—lo 2+2arctan\/_+
V.
1 1
+ — log(V3+1) — — log(v/3—1) — 2arctan1 =
75 loal( ) = 75 loa( )
1 1. (VB+1)' &
= log24+ 25+ log~r2 T 9l _
N og2+ 3—1—\/5 og 3.1 1
2 2 s
= ——log2+4 — log(v3+1)+—.
5 los2+ 5 log( )+ 5
log(v/z +1) Yo 16
(101) [—2%+21®g(\/§+1)—210g(\/§+2)1:§log3—§log2.

(102) /1 coshx+4sinhxdx: Fezx_éx} :§62_£.
0

coshxz — sinh x 4 2

2

(103) {(x +1) + % log(e” + 1) — %log(em 4 3)}

e* +4+3e " .
1 1 1 241 3
e2+4+3e2 e+4+3e ! 2 T (e2+3)(e+1)
10 Y25 7V3 10
(104) [(21‘ +2x)arcsmx+3x \/1—:p2+§\/1—x2} ="t 3
0
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