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DOCENTE: PROF.SSA RODICA TOADER

ESERCIZI SULLA CONVERGENZA DELLE SERIE NUMERICHE

ATTENZIONE Potrebbero esserci degli errori di stampa nei risultati. Siete gentilmente
pregati di comunicarmeli.

1. [A-B] esercizio 9.4: dite se sono convergenti, divergenti, indeterminate le seguenti serie,
al variare dell’eventuale parametro reale «.
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[convergente]

[convergente]

[divergente a +00]

[conv. se e solo se a > 2]

[conv. se aw > e — 1, altrimenti div.]

[conv. se a < e, div. se a > €]

2. [G] Dire se convergono le serie seguenti
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2.} "Qn [si]
13. Zarctan(%) [si]
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18. Z(n!)_l/" [no]

n=1
3. [G] Trovare la somma delle serie seguenti (tratto da Pietro Mengoli: Novae quadraturae
aritmeticae, 1651)

+oo 1
L nz:% (an+b)(a(n +1) +b)

, supponendo an + b # 0 per tutti i numeri naturali n
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3. Z —— dove a = ak + b, supponendo ay # 0 per ogni k € N
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5. b b dove b,, € una successione crescente con b,, > 0 e lim, b, = b.
n—o M n+1l---Yn+ts
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4. Discutere la convergenza delle serie:

1
(a) ; @1 [converge]

(b) 2% [converge]
3" di
(c) Z 2 [diverge a +o0]

n
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(d) Z i [converge]

(e) Xn:nQ 3 [converge]
[diverge a +o0]

[converge]

14+24--.
(h) Z % [diverge a +o0]

(i) Z (%)”‘ [converge]
(i) zn: ( W% ) [converge]
(k) Z 1 [converge]

nd  n?

o) Z (27;'), [converge]

5. Calcolare la somma delle seguenti serie telescopiche:
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+00 1
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6. Sia = > 0. Dalla somma della serie geometrica si deduce che
2 3 __Z
rt+x"+z”+ =
—x
e
14 1 . 1 n 1 T 1w
x  x?  ad _1—%_33—1’
quindi sommando si ottiene
1 1 1 x x
S+ S+ttt = + =0.
z x x r—1 1-2z

Dove & lerrore? [La prima converge per |z| < 1, la seconda per |z| > 1]

7. Sia (an), una successione di numeri positivi tali che la serie Y, a2 sia convergente e si
abbia

a a .
ntl < T ber ogni no> 1.

A Ap—1
Dimostrare che la serie ) a, ¢ convergente.

[an, — 0, a, >0, quindi a, non pud essere crescente;
sia k tale che ap < ap_1. Per n > k si ha
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Qp  Gp-1 (95

ag n—k+1
) ag—1

ap = arp—1 < (
Ap—1 Gp—2 Ak—1 ak—1

>, an converge per confronto con la serie geometrica.]

8. Sia ), a, una serie convergente. Dimostrare che anche la serie ) a2 & convergente.
[Allora a, — 0, quindi a2 < a,, e per confronto la serie ) a2 & convergente.]

E vero che se >, a? & convergente anche Y a, & convergente?
[No, si veda la serie armonica.]

9. Stabilire se le seguenti implicazioni sono vere per ogni successione (b, ), di numeri reali:

oo
b, -0 = Z(b"‘H —b,) converge
n=0
oo
(bn)n monotona e b, -0 = Z |bpt1 — bn| converge
n=0
oo
b, - 0" = Z |bpt1 — bn| converge.
n=0

10. (Teorema dei carabinieri per serie) Siano (an)n, (bn)n € (¢n)n tre successioni di numeri
reali (senza ipotesi di segno). Supponiamo che a,, < b, < ¢, per ogni n € N e che le serie
> Gn € Y. ¢, convergano. Dimostrare che anche la serie ) b, converge.



