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Esempio: Elezioni presidenziali del 2016

Un’indagine campionaria per stabilire le caratteristiche dei votanti dei due
candidati effettuata su un campione di 855 elettori americani ha restituito
i seguenti risultati

531 (60%) si erano espressi a favore di Donald Trump e 354 (40%) a
favore di Hilary Clinton

Sul campione sono state rilevate altre variabili

X1 denota l’identificazione di partito dell’intervistato (da 0 =
democratico convinto a 6 =repubblicano convinto);
X2 orientamento politico (da 1 = estrema sinistra a 7 = estrema
destra);
X3 variabile dicotomica che rappresentala etnia dell’intervistato (1:
bianco, 0: altrimenti);
X4 denota gli anni di istruzione formale (da 0 a 20).
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Esempio: Elezioni presidenziali del 2016

Se si applica a questi dati un modello di regressione lineare in cui la
variabile dipendente è il voto (Trump=1 e Clinton=0) otteniamo i seguenti
risultati:

Poiché la variabile dipendente può assumere solo due valori,
l’equazione può essere interpretata come un modello lineare di
probabilità del voto a favore di Trump (perchè è la modalità che
assume valore =1)
Ad esempio, poiché il coefficiente di regressione della variabile X1,
assume un valore pari a 0.13, possiamo affermare che ogni
spostamento dell’identificazione di partito verso il polo repubblicano
la probabilità di votare per Trump aumenta di 0.13 (13%);
analogamente, i bianchi hanno il 14% di probabilità in più di votare
per Trump, e cos̀ı via.
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Esempio: Elezioni presidenziali del 2016 I

Usando un modello di regressione lineare con una variabile dipendente di
tipo dicotomico si violano due assunti fondamentali dell’analisi di
regressione:

gli errori non sono più distribuiti normalmente

La conseguenza di ciò è che sebbene le stime OLS dei parametri β,
rimangano corrette (in media saranno uguali al parametro), esse
cessano di essere le stime più efficienti (cioè quelle con la varianza
campionaria più piccola). Dunque, i test di significatività (t-test) basati
su queste stime e sui loro errori standard possono indurre il ricercatore
a trarre conclusioni non valide, anche quando si analizzano campioni
numerosi.

I valori predetti dal modello possono essere privi di senso

Ad esempio se su un individuo si osservano valori estremi per tutte le
variabili otteniamo una valore predetto dal modello di 1.27
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Esempio: Elezioni presidenziali del 2016 II

⇒ questo individuo avrebbe una probabilità di votare Trump pari a 1.27!
Pertanto il modello lineare in queste situazioni non è adeguato. Abbiamo
bisogno di una valida alternativa.
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Regressione logistica

Si consideri una variabile risposta dicotomica Y. Essa assume valori 0
o 1

Solitamente si parla, rispettivamente, di insuccesso e successo

Ricordiamo che la media di una variabile dicotomica è pari alla
proporzione di soggetti per i quali si osserva il successo, ossia
π =

∑
1/n

i modelli di regressione logistica stimano le proporzioni dei successi in
una popolazione

P(Y = 1) rappresenta la probabilità di osservare un successo per
ciascun soggetto della popolazione

tuttavia anzichè usare la scala di probabilità (o frequenza relativa) si
usa la trasformazione logistica della P(Y=1)

inoltre per una Y dicotomica, si assume che la sua distribuzione sia
una v.c. binomiale che ha media proprio uguale a π =

∑
1/n

*Alcune slides sono tratte da Nicola Tedesco - regressione logistica
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Cos’è la trasformazione logistica? I

Le % e le frequenze relative (o probabilità) non rappresentano gli
unici modi per misurare una variabile dipendente dicotomica

La trasformazione logistica è una valida alternativa e ha alcune
proprietà interessanti utili nell’interpretazione di un modello di
regressione

l’unità di misura è il cosiddetto logit che si ottiene formando l’odds
della probabilità di successo P(Y = 1) = π rispetto al suo
complementare P(Y = 0) = 1− π (tale rapporto sdi chiama odds) e
calcolando il logaritmo naturale ln cioè il log base e di Eulero (per noi
sarà sempre cosi anche se indicherò con il termine log) di tale
rapporto.

in breve il logit è il logaritmo naturale di un odds
logiti = ln( πi

1−πi
)
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Cos’è la trasformazione logistica? II

Il logit si distibuisce simmetricamente intorno a un valore centrale che
si ha quando πi = 0.5 (il suo complementare assume lo stesso valore
1− πi = 1− 0.5 = 0.5). Il logit (cioè il logaritmo naturale) di questo
rapporto è logiti = ln(0.5/0.5) = ln(1) = 0

man mano che la P(Y=1) si allontana da 0.5 in una direzione o l’altra
il logit si allontanano da 0 come mostra la seguente tabella

in virtù della sua natura simmetrica la trasformazione logistica di un
odds π/(1− π) e del suo reciproco (1− π)/π da luogo a logit uguali
in valore assoluto ma di segno opposto ad esempio 0.75/0.25 = 3 e il
suo logit a 1.099 per 0.25/0.75 = 0.3333 e il suo logit è -1.099
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Cos’è la trasformazione logistica? III

Inoltre, sebbene non esista alcun limite inferiore o superiore per il
logit, quando, è esattamente uguale a 1 o a 0 il logit risulta indefinito
(ma questo equivale ad assenza di variabilità della Y!!!).
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Cos’è la trasformazione logistica? IV
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La distribuzione binomiale
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La distribuzione binomiale
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Modello lineare di probabilità

abbiamo discusso dell’esempio di un variabile dicotomica e dei
predittori quantitativi e qualitativi

Nel caso di un modello con una sola variabile esplicativa (continua)
avremo

P(Y = 1) = α+ βX

si suppone che la probabilit‘a di successo sia in funzione lineare con X

Per questa ragione prende il nome di Modello lineare di probabilità

Abbiamo già detto che tale modello sia inadeguato per prevedere la
P(Y = 1)
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Dal modello lineare a quello logistico I

I logit costituiscono la base per costruire un’alternativa al modello
lineare di probabilità (che aveva i problemi illustrati sopra).

secondo quest’ultimo la probabilità puo essere espressa come funzione
lineare P(Yi = 1) = πi = β0 +

∑k
j=1 βjXij

se indichiamo con possiamo Z =
∑k

j=1 βjXij scrivere la seguente
forma funzionale di una trasformazione logistica come:
F (Z ) = eZ

1+eZ
= 1

1+e−Z

facendo le opportune sostituzioni, la probabilità che l’osservazione
i-ma assuma valore 1 in corrispondenza della variabile dipendente può
essere calcolata come segue:
πi =

1

1+e
−β0−

∑
βj Xij

Poiché il logit associato all’osservazione i corrisponde al logaritmo
naturale dell’odds si ha:
logiti =

πi
1−πi

= ln(eβ0+
∑

βjXij ) = β0 +
∑

βjXij

Domenico De Stefano Analisi Dati seconda parte a.a. 2022/2023 16 / 40



dettagli derivazione modello regressione logistico 1
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dettagli derivazione modello regressione logistico 2
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Regressione logistica sintesi specificazioni
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Stima dei parametri I

Il modello di regressione logistica è molto simile al modello di
regressione lineare

Tuttavia la stima dei parametri βj non si ottiene con il metodo dei
minimi quadrati

bisogna ricorrere a un metodo noto come stima di massima
verosimiglianza (MLE, dall’inglese Maximum Likelihood Estimation).

In breve, la stima MLE si basa su una serie di approssimazioni
successive ai valori incogniti dei veri parametri della popolazione βj

L’obiettivo è ottenere stime dei parametri che massimizzino la
probabilità di ottenere i valori campionari osservati.
A differenza del metodo OLS, che valuta la bontà di adattamento ai
dati del modello calcolando la somma delle differenze al quadrato fra i
valori predetti e quelli osservati, il metodo MLE individua quell’insieme
dei valori dei parametri per cui la probabilità di osservare i dati
campionari è massimizzata
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Bontà di adattamento I

Un modo per valutare la bontà di adattamento di un modello di
regressione logistica è usare il cosiddetto rapporto di verosimiglianza

il rapporto di verosimiglianza pone a confronto due modelli di
regressione logistica concatenati, una delle quali è una versione
ridotta dell’altro (cioè con meno variabili indipendenti)

Il modello piu ampio ha K1 variabili indipendenti e quello meno ampio
ne ha K0 (ognuna delle quali inclusa nel modello piu ampio)

l’ipotesi nulla afferma che nessuno di k1 − K0 coefficienti di
regressione è significativamente diverso da 0 nella popolazione

in sostanza si calcolano i valori della funzione di verosimiglianza di
entrambi i modelli e si effettua il rapporto (LLR = loglikelihood ratio).
Indichiamo con L1 il valore di tale funzione per il modello piu ampio e
L0 per quello ristretto la formula della statistica test è la seguente:

LLR = −2ln(L0

L1
) = (−2ln(L0))− (−2ln(L1))
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Bontà di adattamento II

L’applicazione piu comune è che si confronti il modello con solo
l’intercetta contro il modello con tutti i parametri (in modo tale da
testare la loro nullità congiunta)

Esempio:

Nell’esempio dei votanti Clinton/Trump il modello che include solo
l’intercetta β0 (K0 = 0) è associato il valore −2ln(L0) = 1191.2
Il modello che include tutte e 4 le variabili indipendenti (K1 = 4) invece
ha associato il valore della funzione di verosimiglianza è
−2ln(L1) = 712.1
pertanto: la statistica test è 1191.2− 712.1 = 479.1 che si distribuisce
com una variabila casuale chi-quadro con K1 − K0 = 4− 0 = 4 gradi di
libertà. Il p-value associato al valore 479.1 è molto basso (il valore
critico associato alla soglia 0.05 è 9.49
Pertanto possiamo tranquillamente rifiutare l’ipotesi nulla secondo la
quale nella popolazione nessuna delle 4 variabili indipendenti prescelte
esercita un effetto sulla variabile dipendente.
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Altro esempio
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Altro esempio

Domenico De Stefano Analisi Dati seconda parte a.a. 2022/2023 24 / 40



Altro esempio
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Equazione di regressione per la probabilità
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Equazione di regressione per la probabilità
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Interpretazione del modello di regressione logistica
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Interpretazione del modello di regressione logistica
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Interpretazione del modello di regressione logistica
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Interpretazione del modello di regressione logistica
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Modello di regressione logistica multipla
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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Esempio
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