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George Bush (codice 1), mentre 354 hanno detto di avere preferito il
candidato Democratico Michael Dukakis (codice 0). Lu proporzione
di intervistati schierati a favore di Bush è esattamente uguale a 0,60.
Se si applica a questi dati un normale modello di regressione lineare in
cui la variabile dipendente è la scelta di voto (Bush contro Dukakis) e
le variabili indipendenti sono quattro, si ottengono le seguenti stime
dei parametri:

f  ,  =  0,07 + 0,  13X1i  +0,04Xr i  *  0 ,  I4X) ,  + 0,01Xl ,  RÍ , ,  =  0,456

(0,  08)  (0,  01 )  (0 ,  01)  (0,  04 )  (0 ,  004 )

dove Î d"nota il voto atteso a favore di Bush; Xr denota I'identifica-
zione di partito delf intervistato (da 0 = democratico convinto a 6 - re-
pubblicano convinto); X, indica i l  suo orientamento pol i t ico (du

1- estrema sinistru a7 = estrema destra); X, è unavaîrabile indicato-
re che rappresentala razza dell' intervistato (1 : bianco, 0 - altrimen-
ti); e X, denota gli anni di istruzione formale (da 0 a20). Poiché la
variabile dipendente può assumefe solo due valori, i 'equazione può
essere interpretata come un modello lineare di probabilità del voto a
favore di Bush. Ad esempio, poiché il coefficiente di regressione asso-
ciato alla vartabile X, assume un valore pari a 0,I3, possiamo afferma-
re che ogni spostamento dell'identrftcazione di partito verso il polo re-
pubblicano aumentala probabilità di votare per Bush di 0,13; analo'
gamente, i bianchi hanno rl 14% dr probabiiità in più di votare per
George Bush, e così via.

I modelli lineari di probabilità, tuttavia, possiedono una caratteri-
stica che li rende indesiderabili: applicando il metodo della regressione
lineare a vanabrli dipendenti di tipo dicotomico si violano due assunti
fondamentali dell 'analisi di regressione. Innanzitutto, gli errori non
sono più distribuiti normalmente, Come sappiamo, nella regressione
I'errore equivale aila differenza fra un valore osservato e uno atteso in
base al modello prescelto:

€ i  = Y i  - t ,  - Y ,  - ( a + \ 8 , , X , 1 )

Tuttavia, poiché i valori osservati della variabile dipendente posso-
no essere solo due, cioè 1 e 0, anche gli errori corrispondenti possono
assumere solo due valori :  quando Y,= l ,  al lora €i= I -  a-ZFiX,,;
quando, invece, Y,= 0, ailora €, = -(r -2Fi,X,,.La conseguenza cli ciò
è che sebbene le stime OLS dei parametri B,rimangano cofrette, esse
cessano di essere le stime più efficienti (cioè quelle con la vatianza
campionaria più piccola). Dunque, i test di significatività basati su
queste stime e sui loro errori standard possono indurre il ricercatore
a tîarre conclusioni non valide, anche quando si anahzzano campioni
numerosi.
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verso una delle due direzioni, approssimando 0 o 1, i valori del logit si
allontanano da 0, come mostra ù ,.grr.rte tabeila:

p i  0 ,10 0,20
1 - pi 0,90 0,80
logit -2,20 -139

0,10 0, '{0
0,70 0,60

-0,85 -0,,+ 1

0,70 0,90
0,10 0,20
0.85 r39
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0.6

l l

=
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0,50
0,50
0,00

0,60
0,40
0,.11

0,90
0 ,10
2,20

Come si può vedere, sebbene tutte le probabilità siano equidistanti
(con un intervallo pari a 0,10), la distanza fra i logit corrispondenti
aumenta sempre di più mano a mano che ci si  al lontana dap,=0,50.
Inoltre, sebbene non esista alcun limite inferiore o superiore per il
logit, quando p, è esattamente uguale a 1 o a 0 il logit risulta indefini-
to. La figura 9.4 illustrala trasformazione continua delle probabilità
nei loro logit. Questa curva a S mostra una forte somiglian za con Ia
distribuzione cumulativa delle probabilità della variabile normale stan-
dardtzzata. Nell' intervallo compreso fra p,= 0,25 e pi= 0,75 la trasfor-
mazrone logistica è pressoché lineare; di conseguenza, aII' interno di
questa gamma di valori il modello lineare di probabilità produce risul-
tati molto simili a quelli del modello logistico. Tuttavia, quando la
probabilità si avrzicina ai due esmemi della distribuzione la non linea-
rità delia trasformazione logistica si accentru. È interessante osservare
che mano a mano che il valore assoluto del logit aumenta, la probabi-
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TAB: 9.1- Jlc;r;i'di acresso a trc diuersi lruelh'siokititl;,"s,eca;nda:'k coarte

Anno di inizio della Livcll i scolastici successrvl
quinta elementare

Acce sso Conseguimento Iscrizione

alla terza media diploma di maturità all'università

1 960
1955
r95 1
1945

1960
1955
195r
1945

1 960
1L)t5
1951
1915

0,961
0,9,18
0,921
0,858

29,30)
18,231
1 1,658
6,012

)  J18
2,903
2,156
1,799

Prctporziotti

0,787
0,642
0,582
0,522

Otlds

),61)5
l , lc)J
l , )92
1,092

Logit

r3o1
0,584
0 ) ) r
0,088

0,152
034)
0,108
0,2)4

0,825
0,522
0,445
0,105

-0.19)
-0,650
-0,809
-1 ,1  86

-0.t

*2,0

- ) , 5  L

I c)-{ t

J

Lonte: U.S. Census Bureau, Historical .statistics ctf tbe Llnitetl Statcs; Cokníal Timt's to 1970

Part  l .Vashinston,  D.C.,  U.S.  Goycrnment Pr int ing Off ice,  Ser ies l {587 591'1915,p ' )79

può essere espressa come funzione lineare e additiva di K variabili
indipendenti. Formalmente: , ,,

(
Pr(Y, - 1) = P, = e + Z.F,X,;; condo Ia ccorte

t - l

Se, per semplific are Ia notazione, poniamo:

Z - a * i - P , x , ,
Poiché il lo,

possiamo scrivere la forma funzionale generale di un'equazione logisti- 
naturale dell'oc

ca come segue:

F Z ) -  " t  -  7

Facendo le opportune sostituzioni, la probabilità che l'osservazione
/ assuma valore 1 in corrisponden za della variabile dipendente può
essere calcoiata come segue: Il quadro 9.

|  +  e 7 -  1 +  e - z
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In primo luogo, per semplificare Ia notazione si ponga:

K
z = a * L _ r F , * , ,

Poiché la probabilità che I'osservazione r assuma valore 1 in cor-
risponden za deI\a variabile dipendente è uguale a:

1
P '  =  

1 *  4

il suo reciproco deve essere:

|  +  e -z  - r  e -7 '

Formando il rapporto fra questi
ottiene:

l + e - z  I + e - 7 '

due reciproci e semplificando si

p i  _  l / ( l + e - z )  _  |  _ r ,
|  -  p,  e-z / ( l  + e-z )  e-z

Se, a questo punto, si calcola il logaritmo naturale del rapporto
fra le due probabilità si ottiene:

/ \ ( | I
tnl - iL- | = ml + I =tn(ez | = Z

f 1 - P , /  t a - ' )

Infine, sostituend o Z e definendo il risultato come logit L dell'os-
servazione i  s i  ha:

" '  
(  

h .  \

, , .  
t" [  

f ;  ]= 
t '  = (t  +2 F ix , '  : : '

r t  /

La figura 9.6 illustra la differenza fra due ipotetiche curve di regres-
sione calcolate utrhzzando gli stessi dati: la prima rappresenta il modello
lineare di probabilità, mentre la seconda rappresenta il modello logisti-
co. Come si può osservare, la probabilità attesa in base al modello linea-
re risulta minore dt zero e maggiore di 1 in corrispondenza det valori
estremi di Z; al contrario, la probabilità attesa in base al modello logisti-
co non supera mai questi limiti, qualunque sia il valore di Z,

I
1 - p  - l - - =

1 + e  z

" I
, I
I

" ,,,, I
I
I" l-.
l / '
| ,./r

. _ l
- (  l . )  L -

0

.,........'.Fld,' 
9..6, chnfronrc

Sebbene la p
delle variabili ind
siano una funzior
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allora l'odds corrispondente si ar,ryicin a a zeîo mentre il logit approssi-
ma f infinito negativo. Queste proprietà del logit ne fanno una forma
funzionale molto utile per l'analisi multivarrata.

4. Stima e test delle equazioni di regressione logistica

4.1. Le st ime dei parametri

La regressione logistica ha molti punti in comune con I'analisi del-
la regressione multipla; la diffeîenza sostanziale fra le due tecniche
.o.,rùt" nel fatto che nella prima Ia vartabile dipendente è il logit di
una class tfrcaztone dicotomica, mentre nella seconda è una misura
continua. Esattamente come nella regressione lineare multipla, nella
regressione logistica le variabili indipendenti possono essere di tipo
continuo, dicotomico o discreto a k categorie, nonché comprendere
termini interattivi. La forma fondamentale dell'equazione di regressio-
ne logistica dicotomica con K variabili indipendenti è la seguente:

L i  =  a  +  B ,Xr ,  +  F rXr ,+ . . .  +  F^X* ,

Come si può vedere, questa equazione afferma che il valore atteso
del logaritmo naturale del rapporto fra le due probabilità associate alla
dicotomiu (p/(I - p,) è una funzione lineare delle K variabili indipen-
denti prescelte. Se si calcola I'antilogaritmo di tale equazione è possi-

bile evid enzrare il modo in cui le variabili indipendenti influiscono
sull'odds:

, Î . ,  - r ln lp l '1/p1' -o l  -  Py=t -  r r .+81X1,+FzXz,+. . .+p1X1,

Pl '  . '

L'equazrone di regressione logistica assomtglta a quella di regres-
sione lineare multipla in quanto_giascun coefficient" F, indica la misu-
ra in cui il logit cambia quando la corrispondente variabile indipen-
dente X, aumenta o diminuisce di una unità.

I parametri della regressione logistica non possono essere stimati
utthziando il metodo dei minimi quadrati comuni. Piuttosto, bisogna
ricorrere a un metodo noto come stima di massima verosimiglianza
(MLE, dall'inglese Maximum Likelihood Estimation). In breve, la sti-
ma di massima verosimiglianza si basa su una serie di approssimazioni
successive ai valori incogniti dei veri parametri della popolazione, a e

F1.L'obrettivo è quello di utrhzzaîe I dati campionari per ottenere sti-
me dei parametrr a e b, che massimizzinola probabilità di ottenere i

valori campionari osservati. A differenza del metodo dei minimi gql
drati comuni, che valuta la ..bontà di adattamento>> ai dati del modello
calcolando la somma delle differenze al quad rato fra i valori predetti e
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La procedura di costruzione di un intervallo di confidenza intor-
no alia stima puntuale di un coefficiente di regressione logistica è
identica a quella utthzzaÍ.a nel caso clella regressione lineare. Per un
dato livello a, i limiti di confi denza inferiore e superiore intorno alla
stima b, equtvalgono a:

b , ] - t ' , 2 ' Î s ,

dove:
Sh, errore standard cleila stima del coeffictente b,.

A titolo di esempio, i l imiti dell ' intervallo di confidenza al 9S"A
intorno al coefficiente b1 khe esprime l'effetto dell'identificazione di
p a r t i t o )  s o n o  L I C  =  0 , 7 9  -  ( L , 9 6 ) ( 0 , 0 5 )  =  0 , 6 9 2  e  L S C  -  0 , 7 9  +
(1,96)(0,05)  = 0,888.

Una semplice trasformazione consente di interpretare l'effetto net-
to esercitato da una variabile indipendente dicotomica (variabile indi-
catore) sulle probabilità associate alla variabile dipendente. Tale tra-
sformazione consiste semplicemente nel moltiplicare ia stima del para-
metro di interesse, b,, per la varianza della variabile dipendente, cioè
(p,)(t - p).I1 valore così ottenuto indica i'effetto proporzionale eserci-
tato dalla variabiie indipendente sulla probabilità che la variabile di-
pendente assuma valore 1, al netto degli effetti esercitati dagli altri
predittori. Tornanclo ai nostro esempio, la probabilità di votare per
Bush (pr' ,) è pari a 0,60 e, quindi,Iavananza della variabile dipen-
dente risulta uguale a (0,60)(1 -0,60) =0,24. Pertanto, I'effetto relativo
esercitato dalla razza bianca sulla probabilità di votare per Bush è pari
a (0,87)(0,24) =0,21; in altr i  termini,  fra i  bianchi la probabil i tà di
votare per Bush supera del2t"A (in termini relativi) I 'analoga proba-
bilità osservata fra i non bianchi.

Nel paragrafo 2 abbramo visto che, utilizzando il modello lineare di
probabilità, i valori estremi delle variabili indipendenti possono dare
luogo a predtzioni che vanno oltre i limiti <naturali> della variabile di-
pendente (cioè 0 e 1). Questo problema viene superato nel caso della
regressione logistica. Se applichiamo i seguenti valori estremi (a favore
di Bush) alla nostra equazione di regressione logistica otteniamo:

I ìr

. ( ìn lc  s i  1 ' r i11
r  a r i ab i l i  i r '

l ' in rpossi l ' ' ' i i

I  , r

: 2  L a  m i s u r a  o

l ) c r  r ' , r l u t a r c

* : c : \ i ( ì n e  l r r g i : l

-  ì :r ì( j  rapporto I
: jJ rcss ionc l t .g i .

: . r  e i t ' t i '  c ( ' ìn  n ìcr

, : : l  1 - r i i  C( )n ì  [ - r rú t l ,
: . l cn . l c  f ,  .  l r gn r

. ; r 1 r1L . s l  nL r l l . r  r r t r

r c  l os i s t i ca  sL r l r

: . t r l - ro laz ionc.  In

I I :  B '  . = 8 ,
: lcno unc-r cìei 1.'

L .  i n d i c a  l . r
: ' , i u  anrp ia .  q r r . l ,
\ - K '  - 1 g r a . l

i 'cqr-razione r istr ,
. rssoc ia t i  \ ' -  , \
l ' t . rsrr  sul  r . lpp(ìr '
' lna var iabi le ch
Ji f ierenza fra i l
cquaz ione e  i l  n
c q u a z i o n e .  c i o c
.cgue n te :

L'appl icaz ior
crrnsistc nel ve r i t
regressione locis
ehc.  in  euesto Ci
sumono valorc
l'esempio del vr' '
e c t t a  { K , ,  =  0 )  e  :

2,68 + 0 ,79(6)  +  0 ,33(7)  +  0 ,87(1)  -  0 ,08(0)  -

-  - 2 , 6 8 + 4 , J 4 + 2 , ) I + 0 , 8 7 + 0  -  5 , , 2 4

Per trasformare questo logit pari a 5,24 rn una probabilità dobbia-
mo rammentare la forma della funzione logistica: F(Z) = ez/(I + et),
dove Z - a+2FiX,,.  Dunque, la probabil i tà attesa che una persona
con le caratteristiche sopra indicate voti per Bush risulta uguale a:

T -
L
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include tutte e quattro le variabi l i  indipendenti  prescelte (K, - 4),
invece,  è associato i l  va lore -2InLr=712,1.  Di  conseguenza,  G2 -
( -2InL)  -  (2 lnL,)  = 1 .191,2 -7I2,1 -  479,1,  con g l  -  4 .  Se poniamo
a - 0,05, il valore critico del test equivale a 9,49. Pertanto, possiamo
tranquillamente rifiutare I'ipotesi nulla secondo la quale nella popola-
zione nessuna delle quatmo variabili indipendenti prescelte esercita un
effetto suiia variabile dipendente.

Il test del rapporto di verosimi ghanza può esse re utlhzzato anche
per verificare la significatività statistica di ciascun coefficiente di re-
gressione logistica. In sostanza, sr tratta di stimare un insieme di K
equazioni ristrette, ognuna delle quali omette solo una delie variabili
indipendenti. Ciascuna differenza fra la verosimiglianza associata al
modello completo e quella associata al modello senza un predittore si
distribuisce come una vaîrabile chi-quadrato con 1 grado di libertà.
Per a= 0,05, il valore critico del test è pari a),84. Per esempio, quan-
do escludiamo I'istruzione dal nostro modello sul voto presiden zrale
otteniamo -2lnL =7I8,2. Poiché, come abbiamo già visto, -2lnL, -
712,1, ne deriva che G2 =7I8,2 -7I2,1 = 6,1; questo valore r isulta si-
gnificativo per a - 0,05.

Una seconda misura, nota come statistica della bontà di adatta-
mento, si basa sui residui dei modeilo standardizzatt.In sostanza, que-
sta misura corrisponde alla somma dei residui al quadrato divisi per la
loro devi azione standard stimata. Formalmente:

72 -  ì  
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Minore è la diffe renza fra le probabilità predette dal modello e
quelle osservate, migliore è I'adattamento del modello ai dati e, quindi,
minore è il valore assunto dalla statistica 22. Quest'ultima si distribui-
sce come una variabile chi-quadrato con un numero di gradi di libertà
approssimativamente uguale a N - K - 1. Nell'esempio del voto presi-
denziale, 22 -87I,6, con gl = 880. Questo valore ci porta a formulare
le stesse conclusioni suggerite dal test del rapporto di verosimiglianza:
almeno uno dei quattro coefficienti di regressione logistica è diverso
da zero nella popolazione.

Una teîza misura, chiamata pseudo-R, tiene conto del fatto che
le distribuzioni chi-quadrato sono proporzionali alla dimensione del
campione. Specificamente, tale statistica modifica il rapporto di vero-
simiglianza standardtzzandolo per N e si configura come una misura
della varianza spiegata dalle K variabili indipendenti. La sua formula
è la seguente:

pseudo - R2
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