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Esercizio 1
Sia V un R-spazio vettoriale. Dimostra, usando le otto proprietà che definiscono
gli spazi vettoriali, che per ogni vettore v ∈ V esiste un unico vettore opposto −v.
Ricorda che la definizione di spazio vettoriale richiede solamente che un vettore
opposto esiste, ma non richiedono l’unicità di tale vettore opposto.

Esercizio 2
Ricorda che R3 è l’insieme delle terne ordinate di numeri reali:

R3 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R} .

Abbiamo visto che (R3, +, ·) è un R-spazio vettoriale, dove + e · sono definite
componente per componente.
Considera il sottoinsieme W ⊂ R3 dato da:

W := {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + z = 0 e 2x − y − z = 0} .

Dimostra che W è un sottospazio vettoriale di R3.

Esercizio 3
Calcola quattro diverse soluzioni del sistema{

−x + 2y − z = 0

3x + 2y = 0

Crea poi una matrice A in modo che le colonne di tale matrice siano date dalle
quattro soluzioni che hai calcolato precedentemente. Scrivi poi le tre righe A(1),
A(2) e A(3) della matrice A.

Esercizio 4
Ricorda che l’insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti reali, che denotiamo
con R[x], è l’insieme delle espressioni del tipo:

anxn + an−1xn−1 + · · · a1x + a0

dove a0, a1, . . . , an−1, an ∈ R. I numeri a0, a1, . . . , an−1, an sono detti i coefficienti
del polinomio; in particolare, per ogni i ∈ {0, . . . , n}, il numero ai è detto il co-
efficiente di xi. In questo caso si dice che il polinomio ha grado n se an ̸= 0 (al
polinomio 0 non si assegna grado). Sono quindi esempi di polinomi:

3x2 + 4x − 1 , oppure x12 −
√

17 , oppure x4 − 2x2 + x + 3 .
1



2 ESERCIZI SU SPAZI VETTORIALI

Tali polinomi hanno rispettivamente grado 2, 12 e 4.
Definiamo la somma tra polinomi nel modo seguente:

+: R[x] × R[x] → R[x]
(p, q) 7→ p + q

dove il polinomio p + q è definito nella maniera seguente. Se

p = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 e q = bmxn + bm−1xm−1 + · · · + b1x + b0

per qualche n, m ∈ N e per a0, a1, . . . , an−1, an ∈ R e b0, b1, . . . , bm−1, bm ∈ R,
allora:

se n = m:

p + q := (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)xn−1 + · · · + (a1 + b1)x + (a0 + b0)

se n > m:

p+q := anxn+· · ·+am+1xm+1+(am+bm)xm+(am−1+bm−1)xm−1+· · ·+(a1+b1)x+(a0+b0)

se n < m:

p+q := bmxm+· · ·+bn+1xn+1+(an+bn)xn+(an−1+bn−1)xn−1+· · ·+(a1+b1)x+(a0+b0)

Ad esempio, abbiamo che

(3x3 + 2x + 1) + (−4x2 + 3x + 2) = 3x3 − 4x2 + 5x + 3 .

Definiamo la moltiplicazione per uno scalare tra un numero reale e un polinomio
nel modo seguente:

+: R × R[x] → R[x]
(λ, p) 7→ λ · p

dove il polinomio λ · p è definito nella maniera seguente. Se

p = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 ,

allora definiamo

λ · p := (λ an)xn + (λ an−1)xn−1 + · · · + (λ a1)x + (λ a0) .

Ad esempio abbiamo che

2 · (x5 + 2x3 − 1) = 2x5 + 4x3 − 2 .

Verifica che (R[x], +, ·) soddisfa le proprietà V3, V4, V7 e V8 degli R-spazi vetto-
riali. Invero, vale che (R[x], +, ·) soddisfa tutte le proprietà degli R-spazi vettoriali
e quindi è un R-spazio vettoriale.

Esercizio 5
Ricorda dall’Esercizio 4 che (R[x], +, ·) è un R-spazio vettoriale. Considera il sot-
toinsieme W ⊂ R[x] dato da:

W := {p ∈ R[x] | p = 0 oppure p ha grado minore o uguale a 2} .

In altre parole, gli elementi di W sono tutti e soli i polinomi della forma

a2x2 + a1x + a0 con a0, a1, a2 ∈ R .

Dimostra che W è un sottospazio vettoriale di R[x].


