INTEGRAZIONE IN PIU VARIABILI

PRIMA PARTE

1 Integrale di Riemann

Vedremo la definizione di integrale di Riemann per funzioni con dominio contenuto in R2, successivamente
daremo alcuni indizi su come estendere tale definizione a funzioni definite su sottoinsiemi di R?, decisamente
utili dal punto di vista fisico. A quel punto, come esercizio, ¢ possibile rileggere tutta la parte precedente
immaginando di riscriverla in questo contesto. Un’ulteriore estensione a funzioni con domini contenuti in RY
con N intero generico puo essere effettuata analogamente.

Inoltre potremo notare come le definizioni ricalcano il procedimento adottato nel corso di Analisi Matematica
I per introdurre gli integrali per funzioni con dominio contenuto in R.

Introduciamo ora alcune definizione che saranno utilizzate sistematicamente in quanto segue.
Cominceremo dapprima a considerare funzioni limitate f : Q — R definite su rettangoli limitati

Q = [a,b] x [¢,d] C R?.
Ricordiamo, che una funzione si dice limitata se esistono due costanti reali m, M € R tali che
m < f(z,y) <M per ogni (z,y) € Q.

Consideriamo due suddivisioni, rispettivamente di [a, b] e [c,d], come gia viste nel corso di Analisi Matematica
L
Dy := {xo,v1,72,..., 2}, Dy = {y0,Y1,Y2, -+ Ys}

dove
a=xg <X <xT2<--<xp=0b, c=yo <y <y < ---<ys=d.

Diremo suddivisione di @ un insieme D = D; X Dy dove Dy e D5 sono suddivisioni, rispettivamente di [a, ]
e [¢, d] definite come sopra. Definiremo gli intervalli

I, = [xk_l,:vk] s Jp = [yh—lvyh] ’

dove k=1,...,7e h=1,...,s, aventi rispettivamente ampiezza
Azg =z —Tk—1, AYn=Yn — Yn-1-

A questo punto il rettangolo ) viene spezzettato "come un puzzle" in r - s rettangolini Qg = I X Jj di area
Akh = A.’Ek . Ayh.

In ogni rettangolino Qx, possiamo considerare estremo inferiore e superiore che dentoremo con

mgn = inf  f(x,y), My = sup  f(z,y).
(z,y)EQkn (,9)EQkn

Definiamo ora le somme inferiori e superiori.
Definizione 1.1. Si dice somma inferiore di Riemann della funzione f rispetto alla suddivisione D il valore
T S
s(D,f) =3 min Avg Ayp .
k=1h=1

Si dice somma superiore di Riemann della funzione f rispetto alla suddivisione D il valore

T S

S(D, f) = Z ZMkh Axk Ayh.

k=1h=1



Poiché vale
m < mgp < My, < M, per ogni k, h (1)

troviamo

m - Area(Q) < s(D, f) < S(D, f) < M - Area(Q) .

Definizione 1.2. Dato un rettangolo Q CNRQ, date due suddivisioni di Q, D = Dy X Dy e D = 51 X 52,
diremo che D ¢ piu raffinata di D se Dy C D1 e Dy C Ds.

Proposizione 1.3. Data f : Q — R limitata, siano D e D due suddivisioni di Q. Se D¢ piu raffinata di D
allora B _
s(D, f) <s(D, f) <S(D,f)<S(D,f).

Dimostrazione. La tesi si ottiene notando che ogni rettangolo Qg individuato dalla suddivisione D, & suddiviso
in ulteriori rettangolini pit piccoli della suddivisione D), che denoteremo con ,,. Ragionando come in
possiamo notare che

myn < iy, < My, < My, , per ogni A, i tali che Qx, C Qua
dove —
ﬁl}x,u = inf~ f(l', y) ) Mk,u = Sup~ f(xv y) .
(z,y)EQ N (z,9)€EQN,

Quindi possiamo notare che

MinArn = min Y Axy < g Axy <Y My Axy < Min Y Axy = Myn Ag,
<& <& <& <&

dove 21)\# & Parea del rettangolino @A#, e Y indica che stiamo sommando sugli indici A, p tali che QM C Qih-
<&

Dalle disuguaglianze precedenti possiamo ricavare quindi la tesi. O
Proposizione 1.4. Date due suddivisioni D e D di Q esiste una suddivisione D pit raffinata di entrambe.
Dimostrazione. Basta prendere D= ﬁl X ﬁg dove ﬁl =D U 51 e ﬁg =Dy U 52. O]

Definizione 1.5. Dato un rettangolo Q = [a,b] x [c,d] C R? e una funzione f : Q — R limitata, diremo
integrale inferiore di Riemann della funzione f su @

L(f,Q) = sups(D, f)
e integrale superiore di Riemann della funzione f su @
I(,Q) =i S(D. ).

Esercizio 1.6. Mostrare che vale m - Area(Q) < I(f,Q) < I(f,Q) < M - Area(Q).

Definizione 1.7. Dato un rettangolo Q = [a,b] X [c,d] C R? e una funzione f : Q — R limitata, essa si dice
integrabile secondo Riemann su @ se vale

I(f,Q) =1(/,Q).

Tale valore ¢ detto integrale di Riemann di f su Q. L’insieme @ é detto dominio di integrazione, mentre f
é detta funzione integranda.

Per denotare 'integrale di Riemann spesso vengono usate le seguenti notazioni:

1. [ [ [[enda,
Q Q

In quanto segue denoteremo con Z(Q) l'insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann su Q:
Z(Q) = {f :Q — R | f ¢ integrabile secondo Riemann su Q} ,

Si noti che, chiedendo nella Definizione come ipotesi la limitatezza di f, abbiamo che ogniqualvolta
chiederemo f € Z(Q) sottintenderemo che f ¢ limitata.



Esempio 1.8. Le funzioni costanti sono integrabili secondo Riemann su ogni rettangolo. In particolare, se
f(x,y) = c per ogni (z,y) € Q allora vale

jj f(z,y)dzdy = c- Area(Q) .
Q

Esempio 1.9 (! Importante ! ). Sia f : Q@ — R tale che f(z,y) = g(z) dove la funzione g : [a,b] — R ¢
integrabile secondo Riemann su [a,b], ovvero g € %([a,b]), allora f € Z(Q).
Infatti, prendendo una generica suddivisione D = D1 x Ds, abbiamo

s(D, f) =) Z mgn Az Ayp

k=1h=1
= Z Z inf g(z) Azy Ay
zely
k=1h=1
= Z xlglfk g(z) Azy (d — ¢
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e similmente

Da cio possiamo concludere che
sups(D, f) = sups(Di,g)(d — ) = inf S(Dy,g)(d — ) £ nf S(D, f) 2)
D Dy 1

dove l'uguaglianza al centro discende dall’ipotesi g € %([a,b]).
Le uguaglianze con il "!" nascondono delle finezze di non poco conto e non sono brevi da dimostrare. Per la
prima, ad esempio, dobbiamo mostrare che valgono entrambe le disuguaglianze

supS(D,f)§sups(D1,g)(d—C) € Sups(D,f)zsups(Dl,g)(d—c).
D Dy D D,

Abbiamo mostrato che, per ogni suddivisione D = Dy X Dy del rettangolo Q, vale
S(Daf) = S(Dlag)(dic) :

In particolare, fissata una generica suddivisione D di @), possiamo ottenere la seqguente maggiorazione indipen-
dente dalla scelta di D:

s(D, f) = s(D1,9)(d — c) < sup s(D1,g)(d — c)
D,
dove abbiamo calcolato ’estremo superiore su tutte le possibili suddivisioni l~)1 dell’intervallo [a,b]. A questo
punto, seque che l’estremo superiore al variare di tutte le suddivisioni D di QQ soddisfa

sups(D, f) < sups(Dy,g)(d - c)
D B,

essendo il membro destro un maggiorante dell’insieme {s(D, f) | D ¢ suddivisione di Q}. Quindi vale la prima
disuguaglianza.



Figura 1: Somme superiori e somme inferiori.

Per dimostrare la seconda, ragioniamo specularmente. Fissiamo una generica suddivisione D1 dell’intervallo
[a,b] e scriviamo la maggiorazione

S(Dlvg>(d_c) :S<D7f) Ssgps(ﬁ,f),

dove abbiamo calcolato ’estremo superiore su tutte le possibili suddivisioni D di Q. La maggiorazione precedente
vale per ogni scelta della suddivisione D1, quindi possiamo calcolare l’estremo superiore al variare di tutte le
possibili suddivisioni Dy dell’intervallo [a,b] e trovare

sup s(D1, g)(d —c) < sups(D, f),
D; D

concludendo la dimostrazione. Per esercizio scrivere la dimostrazione del "!" in che coinvolge le somme
superiori sulla falsariga di quanto sopra.

Esempio 1.10. Ricordiamo che la sequente funzione non é integrabile secondo Riemann

1 sexe@Q

fi00] >R, f(:v)={0 Y

Analogamente abbiamo che la sequente funzione non é integrabile secondo Riemann

L se(z,y) €QxQ

f:10,1] x[0,1] = R, f(‘"’y):{o se (z,y) ¢ @ x Q.

Diamo ora un’interpretazione grafica della nozione di integrale. Consideriamo quindi una funzione f : Q — R,
f € Z(Q) tale che f(x) > 0 per ogni z € Q e definiamo 'insieme

T={(z,y,2) €ER®*| (2,9) €Q,0< 2 < f(z,9)}, (3)

ovvero la regione di spazio sotto il grafico di f. Notiamo quindi che, data una suddivisione D di @, la
somma inferiore s(D, f) & il volume di una regione costituita da parallelepipedi contenuta in 7', mentre la somma
superiore S(D, f) & il volume di una regione costituita da parallelepipedi contenenti 7. Quindi é ragionevole
concludere che l'integrale di f su @ é il valore del volume di T

Proposizione 1.11. Dato un rettangolo Q C R? e una funzione f : Q — R limitata. La funzione & integrabile
secondo Riemann su Q se e solo se per ogni e > 0 esiste una suddivisione D, di Q tale che S(De, f)—s(De, f) <
€.

La dimostrazione ¢ lasciata per esercizio, si pud ottenere seguendo la dimostrazione dell’enunciato analogo
gia visto nel corso precedente.

Definizione 1.12. Definiamo, dato un sottoinsieme E C R2, il diametro di E come

diam(E) = sup{||(a:1,y1) — (z2,92)[l | (w1,91), (22,92) € E}



Figura 2: La costruzione delle due suddivisioni, in rosso la griglia individuata da D, in grigio quella individuata
da D.

Nel caso particolare di un rettangolo @ il valore del diametro é la lunghezza della diagonale, per un cerchio
invece abbiamo la lunghezza appunto del diametro.

Definizione 1.13. Dato Q C R? e una sua suddivisione D, diremo ampiezza della suddivisione D il numero

D| = i .
|D| H}gglxdlam(Qkh)

Teorema 1.14. La funzione limitata f : Q — R é integrabile secondo Riemann su @ se e solo se per ognie > 0
esiste 0 > 0 tale che per ogni suddivisione D di @ di ampiezza |D| < § vale S(D, f) — s(D, f) < e.

Questo teorema ¢ importante perché ci dice che, in presenza di una funzione integrabile, é sufficiente raffinare
adeguatamente la suddivisione al fine di trovare una buona approssimazione dell’integrale.

Dimostrazione. Innanzitutto mostriamo che esistono suddivisioni di ampiezza piccola a piacere. Dato Q C R?,
per ogni N € N, definiamo le suddivisioni

b—a

~ k|k:0,...,N}, DQ(N):{ykzc—k%k\kzo,...,N}

Dy(N) = {xk =a+

con Az, = 252 e Ay, = =€, Definiamo quindi D(N) = D1 (N) x D2(N) e notiamo che per ogni € > 0 possiamo

trovare N € N tale che |D(N)| < 4, infatti

ID(N)| = /= a)F + (d— o).

Implicazione "<". Per ipotesi sappiamo che per ogni £ > 0 esiste § > 0 con le proprieta richieste. Avendo
appena mostrato che possiamo trovare una suddivisione D di ampiezza |[D(N)| < § concludiamo questa parte
della dimostrazione applicando la Proposizione m ponendo D. = D(N).

Implicazione "=". Poiché f € #Z(Q), dalla Proposizione troviamo una suddivisione D di @ tale che

S(D,f)—s(D, f)<e/2. (4)

Supponiamo D = Dy x Dy dove Dy = {xq,..., 2.} € Da = {yg,...,ys}. Consideriamo i segmenti, rispettiva-
mente, verticali e orizzontali

{z;} x[e,d], i=1,....,7r—1; [a,b] x {y;}, j=1,...,s—1. (5)

Tutti questi segmenti hanno assieme una lunghezza totale
L=(d-c¢)(r—=1)+0—-a)(s—1).

Definiamo ora § > 0 tale che .
(M —m)Lé < 2 (6)

dove ricordiamo che M = sup, f e m = infg. Mostriamo ora che questa scelta di § permette di giungere alla
tesi.



Consideriamo quindi una suddivisione D = D; x D5 tale che |D| < § e, con notazioni usuali, scriviamo

Dlz{‘%\o’"'7/x\’?}7 D2:{§0;"'7§§}
dove per A € {1,...,7} e p € {1,...,5} vale necessariamente
m}z\lef)\ <9, max Ay, < 9.
o

Inoltre dalla definizione di somme superiori e inferiori

S, £) = (D) = S5 (M — i) A )

dove J/\/I\AM = supg, [y ma, = inf@AH fe g,\u = AZ) - Ay,. Dalla abbiamo

>S(D,f)—s(D,f)= ii(Mkh — Mpn) An - (8)

k=1h=1

| ™

A questo punto possiamo dividere i rettangolini @ Ap in due gruppi.
1° gruppo. Consideriamo gli indici A, u per cui @Au C Qgp per degli indici k, h. Ovvero i rettangolini della
suddivisione fitta D che sono contenuti totalmente in uno dei rettangoli della suddivisione D. Per questi valori
vale e
Min < My < My, < My,

quindi vale e R R
(M, — M) Any < (Myn — mgn)Axy - 9)

29 gruppo. I rimanenti indici corrispondono a rettangoli @ ap che si trovano a cavallo dei segmenti introdotti
in . Per questi utilizzeremo la magiorazione "brutale" sul rettangolo Q:

(MM - mAAL)AM < (M — m)AM . (10)
Spezziamo quindi la sommatoria @ sui due gruppi

-~

S(ﬁaf)_s(ﬁvf):ZZ(M)\N—T?LAM)AA#

A=1p=1
= Z Z (]/\Z)\p, - T/ﬁ)\u)g/\p + Z Z (]/\ZA;L - 'ffl/)\'u,)lzi)\ﬂ
A=1p=1 A=1p=1
N—— ~——
1° gruppo. 2° gruppo.
< ZZ(Mkh—mkh)A\)\u—f— ZZ(M—’ITL)A\)\H ! @e'
A=1p=1 A=1p=1
N—— ——
1° gruppo. 2° gruppo.
<3N (M = mun) A + (M —m) YN Ay,
k=1h=1 A=1p=1
——
2° gruppo.
SS(D,f)—s(D,f)+(M—m)L6<g—i—%zs, '@ e @) !
concludendo la dimostrazione. O

Abbiamo dato una definizione di integrale tramite la quale scegliamo di contare nelle somme superiori e
inferiori rispettivamente 1’estremo superiore e inferiore della funzione in ogni rettangolino. Un approccio simile
é dato dalle somme alla Cauchy che vediamo qui di seguito.



Definizione 1.15 (Somme alla Cauchy). Sia Q C R? e una sua suddivisione D. Consideriamo una funzione
di scelta

S:{Qkhlk:L...,T, h:L,S}—>Q
dove S(Qrn) = (mkh,ykh) € Qrh-

Definiamo quindi

o(D,S,f) = ZZf ") Azy Ay,

k=1h=1

come la somma alla Cauchy associata alla funzione f data la suddivisione D con funzione di scelta S.

Sostanzialmente la funzione S nella precedente definizione sceglie per ogni rettangolino Qg un suo punto
generico, dove andare a valutare la funzione f. Nel caso f fosse una funzione continua, le somme inferiori (o
superiori) sarebbero ottenute come somme alla Cauchy con la funzione S che sceglie il punto di minimo (o di
massimo) su ogni rettangolino.

Teorema 1.16. Data f: Q — R limitata e il valore I € R, la funzione f ¢é integrabile secondo Riemann su Q
e vale IQ f =1 se e solo se per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che per ogni suddivisione D di Q, con ampiezza

|D| < 8, e per ogni funzione di scelta S vale |o(D,S, f) —I| <.

Il precedente teorema ¢ molto importante perché ci garantisce che possiamo approssimare il valore dell’inte-
grale scegliendo a caso il punto in cui valutare la funzione su ogni rettangolino della suddivisione senza curarci di
trovare in ognuno di essi I’estremo inferiore e superiore della funzione, purché abbiamo scelto una suddivisione
con ampiezza sufficientemente piccola.

Nella dimostrazione, I'implicazione "<=" sara resa pitt complicata dal fatto che non chiedendo nulla piu che la
limitatezza di f dovremo ragionare con le proprieta di estremo inferiore e superiore costruendo una successione
di punti dei rettangolini le cui immagini tendono agli estremi inferiori e superiori. Infatti la funzione f non
ammette necessariamente minimo e massimo sui rettangolini Q.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che per ogni suddivisione D di @) e per ogni funzione di scelta S vale
mkhgf(xkhaykh)SMkh7Vkah = S(Daf)SU(Dv‘Saf)SS(D’f) (11)

Implicazione "=". Per ogni ¢ > 0 esiste un § > 0 tale che per ogni suddivisione D di @, con ampiezza
|D| < 6, vale
s(D,f)<I<S(D,f)<s(D,f)+e

quindi usando la troviamo che vale anche
s(D, f) <a(D,S,f) <S(D,f) <s(D,f)+e

per ogni funzione di scelta S, da cui |o(D, S, f) — I| < € segue facilmente.
Implicazione "<". Fissiamo ¢ > 0 e una suddivisione D come nelle ipotesi. Sia A ’area del rettangolo Q.
Costruiamo due funzioni di scelta

~ ~ €
S {Qkh} —Q, S(Qkh) = ( ) tale che f( ) > My — A Vk,h,
S {Qun} — Q. S(Qun) = @, ™) tale che f(z" )<mkh+A vk, h,
cosicché valgono
o(D,S.f) = ZZf (@, ) Az Ay,
k=1h=1
> ZZ (Mkh - *) Az Ayp,
k=1h=1
T S c T S
= ZZMkhAxkAyh_ZZZ AxkAyh
k=1h=1 k=1h=1
= S(D7f) - &,
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Quindi
S(D, f)=s(D,[) <o(D,S, f) = o(D,S, f) + 2
S |0(D7§af)_a(Da§af)|+2‘€
S |0'(D7§,f)—I|+|U(D7§,f)—l|+26<45.

Dal fatto che
S(D, f) —s(D, f) < 4e, (12)

utilizzando la Proposizione abbiamo f € Z(Q).
Resta da dimostrare che il valore dell’integrale ¢ proprio I. Essendo f € Z(Q) vale

s(D, f) < /Qf < S(D, f),

mentre da e segue che
s(D,f) < o(D,S, f) < S(D, f) < s(D, f) + 4.

Quindi |o(D, S, f) — fo| < 4¢, da cui

‘/Qf_l‘ S’/Qf_U(Dagaf)‘+IU(D,g,f)—I’<4e+6:55,

terminando cosi la dimostrazione. [
Teorema 1.17. Sia f: Q — R continua allora f € Z(Q).

Dimostrazione. Poiché @) é un compatto e f é continua allora per il teorema di Weierstrass la funzione é limitata.
Inoltre ¢ anche uniformemente continua, quindi per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni (x1,y1), (x2,y2) € Q

con [[(z1,y1) — (z2,y2)|| <& vale |f(z1,y1) — fz2,52)] <e.
Prendiamo una qualsiasi suddivisione D di @ con ampiezza |D| < ¢. In ogni rettangolino Qg possiamo
individuare almeno un punto di minimo (z§",4#") e almeno un punto di massimo (25", y5"), ovvero

me, = min f(z,y) = f@h g8, My, = max  f(z,y) = fabh gk, VE .
(z,9)€Qkn (z,y)€EQKn

Avendo preso la suddivisione sufficientemente raffinata, usando 'uniforme continuita troviamo che

H(ﬂf’fh,% 332 7y2 H =  Mpp —mpp = ’f 371 7?41 ) f(xlgh’ygh” <e.

Quindi possiamo concludere che

T S

S(D, f) = s(D, f) =Y (Mg — myn) Agn < € Area(Q)
k=1h=1

e trovare la tesi applicando la Proposizione [[.11] O
Teorema 1.18 (Teorema di Riduzione). Sia f: Q — R, f € Z(Q), dove Q = [a,b] X [¢,d].



a) Se Yy € [c,d] esiste lintegrale G(y) = fab f(z,y)dx allora la funzione G ¢é integrabile su [c,d] e vale

d d [ b
{Jf:/c G(y)dQZ/c </a f(x,y)dx) dy . (13)

b) SeVx € [a,b] esiste integrale H(x) = fcd f(z,y) dy allora la funzione H & integrabile su [a,b] e vale

b b d
gfz/a H(:v)dx:/a (/ f(as,y)dy) dz (14)

Osservazione 1.19. e Le formule e sono dette formule di riduzione e gli elementi al membro
destro sono detti integrali iterati.

e Se valgono e allora vale

b d d b
{Jf:/a (/C f(l“,y)dy> dx:/c (/a f(x,y)dx) dy , (15)

detta formula di scambio dell’ordine di integrazione.

o Lavalidita di f € Z(Q) NON implica la validita delle formule e , devono infatti essere soddisfatte
le ipotesi su G e H.

Esempio 1.20. Consideriamo Q = [0,1] x [0,1] e la funzione
1 sex=1/2eyecQ
flz,y) = { /

0 altrove.

Mostrare per esercizio che f € Z(Q) e fQ f =0. In questo caso la funzione G ¢ ben definita e vale G(y) =0
per ogni y € [c,d], quindi vale la formula , Invece non posso calcolare il valore H(1/2), quindi non vale

(14).

Osservazione 1.21. Sia f: Q — R continua, allora f € Z(Q) e la funzione
gy [0, 0] = R, gy(2) = f(z,y)

¢ continua, quindi integrabile su [a,b]. Similmente la funzione
hy [Ca d} - R, hr(y) = f(x,y)

¢ integrabile su [c,d]. Quindi per funzioni continue valgono , e

Osservazione 1.22. Sia f : Q — R tale che f(z,y) = g(x)h(y) (f si dice a variabili separabili), dove g :
[a,b] = R e h:[c,d - R. Sege Z([a,b]) e h € Z([c,d]) allora f € Z(Q) e valgono sia che (14). In

particolare troviamo
b d
f= (x)dx)( h()d).
I ([ stras) ([ s

Dimostrare per esercizio questa formula.

Dimostriamo ora il teorema di riduzione. Dimostreremo la prima proprieta, la dimostrazione della seconda
proprieta é lasciata come esercizio. Si puo ottenere adattando il ragionamento.

Dimostrazione del Teorema [l 18 di riduzione. La funzione f & limitata, quindi esistono m, M tali che m <
f(z,y) < M per ogni (z,y) € Q. Consideriamo una qualsiasi suddivisione D = D; x Dy di . Sapendo che

Yy € [c, d] esiste 'integrale G(y) = f; f(z,y) dz allora abbiamo

> mi(y) Ay = s(Dy, f(-y)) < Gly) < S(D, f(y) = Y My(y)Awy, (16)
k=1 k=1



dove
my(y) = inf f(z,y) e Mg(y) = sup f(z,y).

zely xel},
Osserviamo che G ¢ limitata, infatti, usando la suddivisione banale D; = {a,b}, ovvero quella che "non

suddivide" Pintervallo [a, b], troviamo, per ogni y € [c, d],

mb—a)< inf f(zy)b-a)= s(D1, f(-,y))
< G(y) < S(Dy, f(-,y) = it[lpb]f(wyy)(b —a) < M(b—a).

Consideriamo ora le somme inferiori e superiori di G rispetto alla suddivisione Ds:

s(D A = inf G 17
27 Z’yh Yh Th ylé’th ( ) ( )
S(D2, G ZFhAyhv I'p = sup G(y). (18)
yE€Jn
Osserviamo che
= inf G(y) > inf )A I (16) !
T = ylenJh Jnf <Z my(y xk) (L6}
g (Z v <f7y>mk>
> Zylél}‘h $1ngkf x,y)Axy (M)
= inf x,y)Azxy = mpp Az
e (z,9)€EQkn f( y) i ; h »
Quindi possiamo calcolare
s(D2, G Z%Ayh > szkhmmyh =s(D,f). (19)
h=1k=1
Analogamente abbiamo
Iy = sup G(y) < sup (Z Mk(y)Axk> L (Le) !
yeJn yEJn 1
= sup sup f(z,y)Axy
y€Jn (;ﬁélk ( ) >
< sup sup f(z,y)Axx (1)

k=1 yEJp €l

i T

= Z sup  f(z,y)Axy = Z MypAxy .
=1 (V) EQKn k=1

Quindi possiamo calcolare

Dg, Z T'nAy, < Z Z MppAxi Ayy = (D, f) . (20)

h=1k=1

10



Figura 3: Vedi Osservazione [1.23]

Mettendo assieme le disuguaglianze trovate in e (20), abbiamo

Tutto il procedimento precedente puo essere adottato per una qualsiasi suddivisione. Utilizziamo ora 'ipotesi
f € 2Z2(Q): per ogni ¢ > 0 esiste una suddivisione D = D; x D tale che S(D, f) — s(D, f) < . Questo, insieme
a (21)), ci porta a trovare la suddivisione Dy tale che S(Ds2, G) — s(D3,G) < ¢, concludendo che G € %([c,d]).
Inoltre, sempre dalla troviamo che

S(D7f)SS(D2?G) S/dG(y)dySS(DQ)G)SS(Daf) SS(D,f)-‘ré‘,

s(D.f) < [[ F < S(D.f) < (D, f)+e,
Q

quindi

'/dG@)dy—jjf <
¢ Q

concludendo la dimostrazione. O
Diamo ora un’interpretazione geometrica dell’integrale.

Osservazione 1.23. Sia Q = [a,b] X [c,d], [ : Q = R, f € Z(Q), tale che f(z) > 0 per ogni x € Q. Ricordiamo
Uinsieme
T={(z,y,2) eR’ | (2,9) €Q, 0 < 2 < f(z,9)}

gia visto in (). Dato y € [c,d], il valore G(y) = f; f(z,9)dz (se calcolabile!) & larea dell’insieme Ty =
Tn{y =g}. Quindi abbiamo

Vol(T') = /cd Area(T,) dy = /cd </ab f(z,y) dm) dy .

Esempio 1.24. Sia f:[1,2] x [0,1] = R, f(x,y) =z cosy, allora

gff(:c,y)dmdyz </12xda:> (/Olcosydy> = [g]j[siny]é = gsinl.

11



Esempio 1.25. Sia f:[0,1] X [0,2] = R, f(z,y) = ﬁ, allora

{Jf(x,y)dmdy:/: (/;HierCkE) dy

2
= /O lyIn(1+ 2 +y)], dy

2
=/ yIn(2+y) —yn(l+y)dy =
0

Da qui in avanti si prosegue integrando per parti e operando come gida visto nel corso precedente. Per esercizio
completare il calcolo e provare a risolvere l’integrale invertendo ’ordine di integrazione

gjf(x,y)dxdyz/ol </021+Z+ydy> de = -

Si notera che i calcoli nei due casi non hanno la stessa difficolta. Quindi e spesso determinante in quale modo
st sceglie di ridurre lintegrale.

Esempio 1.26. Sia f:[0,2] x [0,1] = R, f(x,y) = sin(zy)z, allora

{2 flz,y)dzdy = /02 (/01 sin(zy)z dy) dx

2
= / [— cos(xy)]y dz
0

2
:/ 1 —coswdr = [z —sinz]i =2 —sin2.
0

2 Misura di Peano-Jordan e insiemi misurabili

Definizione 2.1. Consideriamo Q C R? limitato e una funzione f : Q — R limitata. Sia Q un rettangolo che
contenga € e definiamo [’estensione a zero di f come

flz,y)  se(z,y) € Q,
0 se (z,y) ¢ Q.

Diremo che f ¢é integrabile secondo Riemann su ) se la sua estensione f ¢ integrabile secondo Riemann
su @, ponendo

([ £, y)dwdy = [[ Flo,y) dedy.

Q Q

Denoteremo con Z(2) l'insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann sull’insieme €2.
Naturalmente, dalla definizione segue che f € Z(2) implica f limitata, in quanto la limitatezza rientra tra
le ipotesi della definizione.

f:iQ—R, f(ffvy):{

Esercizio 2.2. Dimostrare che la scelta di Q) non influenza il valore dell’integrale. Si considerino due rettangoli
Q Q entrambi contenenti §) e le associate estensioni a zero f Q —Ref:Q—R. Vale Q C Q N Q dove
lintersezione_é un rettangolo. Quindi valutando il valore di somme superiori e inferiori sugli insiemi Q N Q,

Q\Q eQ\Q..

Obiettivo ora ¢ rispondere alla domanda: "Quali insiemi §2 ha senso considerare? Ci sono insiemi non adatti
a definire un insieme Z(Q2)7".

Intuitivamente, reputeremmo non adatto un insieme {2 tale che nemmeno le funzioni costanti risultino
integrabili secondo Riemann su questo insieme. In particolare la funzione costantemente uguale a 1. La prossima
definizione ¢ un’immediata conseguenza di questo ragionamento.

12
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Figura 4: Vedi Osservazione [2.5

Definizione 2.3 (Insiemi misurabili). Sia Q C R? limitato contenuto in un rettangolo Q). Diremo che Q ¢é
masurabile secondo Peano-Jordan se la funzione caratteristica di {2

1 se(x,y) e

XQ:Q%Rv XQ:{O se(x,y)gZQ

¢ integrabile secondo Riemann su Q. Definiamo area di 2 il valorcﬂ

Area(Q) = 0] = m(Q) = [[ 1dzdy = [{ xadvdy.
Q Q

Osservazione 2.4. Nella definizione precedente & equivalente chiedere che la funzione costante f(x,y) =1 ¢
integrabile secondo Riemann su 2. In questo caso, infatti ’estensione f coincide proprio con xq.

Osservazione 2.5 (La misura di Peano-Jordan a 8 anni.). Il concetto di misura di Peano-Jordan é quello che
ci & stato proposto fin dalla scuola primaria. Pensiamo di prendere una certa regione di piano ) disegnata
su un foglio quadrettato rettangolare. L’insieme @ ¢ il foglio, la quadrettatura rappresenta la suddivisione D.
Consideriamo quindi la funzione caratteristica xq. Le somme inferiori s(D, xq) contano i quadratini contenuti
totalmente in ), mentre le somme superiori S(D,xq) contano i quadratini che intersecano § in almeno un
punto.

Dal ragionamento appena fatto risulta ovvio che se prendiamo un foglio di carta millimetrata i risultati
sono pit accurati e che il valore S(D,xq) — s(D, xq) tenderd a zero riducendo ulteriormente la grandezza dei
quadratingi.

Esempio 2.6. Ouwviamente i rettangoli Q = [a,b] X [¢,d] sono insiemi misurabili secondo Peano-Jordan e vale
|Q| = (b— a)(d — ¢), mentre Uinsieme (Q x Q) N ([0, 1] x [0,1]) non lo ¢ (c¢f. Esempio .

Definizione 2.7 (Insieme di misura nulla). Un insieme E limitato si dice di misura nulla se é misurabile e
vale |E| = 0.

Nota 2.8. L’insieme (Q x Q) N ([0,1] x [0,1]) non ha misura nulla secondo Peano-Jordan; non & nemmeno
miasurabile!

Esiste un altro tipo di misura, chiamata misura di Lebesgue introdotta al fine di definire l'integrale di
Lebesgue. Secondo questa misura l'insieme precedente risulta misurabile con misura di Lebesgue nulla.

Teorema 2.9 (Caratterizzazione degli insiemi di misura nulla). Sia E C R? limitato. L’insieme E ha misura

di Peano-Jordan nulla se e solo se Ve > 0 esistono dei rettangoli Q1,...,Qn (in numero finito!) tali che
n n
EclJQi, D lQil<e
i=1 i=1

1Qui forniamo diverse possibili notazioni per 1’area dell’insieme 2 usate in letteratura.

13
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Figura 5: Un’idea dellimplicazione "<" della dimostrazione del Teorema [2.9]

Dimostrazione. Implicazione "=". Poiché [, o XE = 0 allora 0 é l’estremo inferiore delle somme superiori, quindi
per ogni € > 0 esiste una suddivisione D tale che S(D, xg) < €, in particolare

e>S(D,xg) = ZMkh|Qkh| = Z |Qkn|
ok .

dove > indica che la somma & effettuata sugli indici k, h tali che Qg, N E # &, che sono gli indici per cui

My, = 1; gli altri soddisfano My, = 0. Poiché la suddivisione D é formata da un numero finito di rettangolini,
a maggior ragione ¢é finito il numero di rettangolini della suddivisione che soddisfano la proprieta Qg N E # @.

Implicazione "«<". Dall’ipotesi consideriamo un rettangolo Q = [a, b] X [¢, d] che contenga l'insieme (J!-; Q;,
dove denotiamo i rettangolini come @Q; = [y, £;] X [V4, ;] Consideriamo le suddivisioni individuate dai vertici
dei rettangoli Q, @1, ..., Qx:

D1 = {a/ab7a17617"'7an7/8n}a
D2 = {Cada’yhél?“'a’%’bvan}v
D:Dl XDQ.

Possiamo concludere che
! n
S(D,xE) =Y Min|Qun| < 1Qunl <D 1Qil <&,
k,h o i=1

dove in "o" la somma ¢é effettuata sui rettangoli di indici k, h tali che Qg C @; per un qualche indice i. La
disuguaglianza denotata con "!" si ha perché maggioriamo il valore My con il valore 1 su tutti i rettangoli
coinvolti nella sommatoria, i rettangoli che sono stati esclusi dalla somma invece hanno sicuramente valore
M, = 0 e non davano alcun contributo. La disuguaglianza denotata con "!!" si ha perché se qualche rettangolino
Qrn fosse contenuto in diversi rettangoli ;, con questo passaggio conteremmo la sua area piu volte. O

Teorema 2.10 (Caratterizzazione degli insiemi misurabili). Sia Q C R? limitato, Q ¢ misurabile secondo
Peano-Jordan se e solo se 002 ha misura di Peano-Jordan nulla.

Dimostrazione omessa.

Da qui in avanti ometteremo di specificare che stiamo considerando la misura di Peano-Jordan, sottinten-
dendolo.

Esempio 2.11. e Un numero finito di punti forma un insieme di misura nulla.
e Dato un insieme di misura nulla, tutti i suoi sottoinsiemi hanno misura nulla.
e Un sottoinsieme limitato di una retta (es. un segmento) ha misura nulla.
e L’unione finita di insiemi di misura nulla ha misura nulla.

e La regione di piano delimitata da un poligono € un insieme misurabile.
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Figura 6: A sinistra, uno schizzo della dimostrazione della Proposizione[2.12} i rettangoli in verde rappresentano
i rettangoli @; introdotti nella dimostrazione. A destra, uno schizzo della dimostrazione del Corollario si
noti che le somme s(Dy, g) contano le aree dei sette rettangoli alti in arancione, mentre le s(D, x4) contano le
aree di tutti i rettangolini arancioni di cui sono costituiti; 'area totale ¢ la stessa. Analogamente per le somme
S(D1,9) e S(D, xa) dobbiamo aggiungere il contributo delle aree in verde.

Proposizione 2.12. Sia g : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann su [a,b], allora il grafico di g
G={(z,y) eR? |z € [a,b], y = g(x)}
é un insieme di misura nulla.

Dimostrazione. Dal fatto che g € %Z([a, b]) abbiamo che per ogni € > 0 esiste una suddivisione D1 = {xo,..., 2}
di [a, b] tale che S(D1,g) — s(D1,g) < e. Definiamo i rettangoli

Q; = [xi—1, ;] X [my, M), dovem; = inf g(z), M;= sup g(x), i=1,...,r. (22)

z€[Ti—1,T4] x€[wi_1,2i]

Notiamo che

GClJQi e D 1Qil=> (M;—my)(w; —2i1) = S(D1.g) — s(D1,g9) <&,
i=1 i=1 i=1
da cui giungiamo alla tesi grazie al Teorema [2.9 O

Corollario 2.13. Sia g: [a,b] = R, g € Z([a,b]), tale che g(x) > 0 per ogni x € [a,b], allora linsieme
A={(z,y) eR* |z € [a,0], 0 <y < g(x)}
& un insieme misurabile e vale

A= | " (a) e

Dimostrazione. Seguiamo il ragionamento della dimostrazione precedente. Dato ¢ possiamo trovare la suddi-
visione Dy = {zo,...,x.} di [a,b] tale che S(D1,g) — s(D1,g) < € e definire i valori m;, M; come in (22)) e
M = max M;. L’insieme A ¢ contenuto nel rettangolo @ = [a,b] x [0, M], di cui introduciamo la suddivisione
D = Dy x Dy dove Dy = {0, mq1, M1, ..., m,, M,}. Possiamo calcolare

s(D,xa) = s(D1,9), S(D,xa)=S5(D1,9),

da cui troviamo che x4 € Z(Q) e [f, xa = fabg(m) dx. O

3 Integrazione su domini normali

Definizione 3.1 (Dominio normale). e Dato lintervallo [a,b] C R, siano date le funzioni g1,92 : a,b] —
R, 91,92 € Z([a,b]) tali che g1(x) < g2(x) per ogni x € [a,b]. L’insieme

E={(z,y) eR* |z €[a,b], g1(x) <y < ga()}

si dice dominio normale rispetto all’asse z (o regione y-semplice ).
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Figura 7: Vedi Definizione [3.1

e Dato lintervallo [c,d] C R, siano date le funzioni hy,hs : [e,d] = R, hy,ha € Z([c,d]) tali che hy(y) <
ha(y) per ogniy € [c,d]. L’insieme

F={(z,y) eR? |y €led], hiy) <z < ha(y)}
si dice dominio normale rispetto all’asse y (o regione xz-semplice ).

Osservazione 3.2. Dal corollario precedente risulta che £ e F sono insiemi misurabili e

b d
|8|:/ (@) — gi(2)da e |f|:/ ha(y) — b (y) dy.

Esempio 3.3 (Il cerchio). Il cerchio di raggio R centrato nell’origine puo essere visto come dominio normale
rispetto all’asse x:

E={(z,y) eR? | 2> +y* < R*}
:{(x,y)ERQ‘wE[fR,R],—VR27'J;2§y§ \/RQ*I'Q}

dove, da un calcolo probabilmente gia visto,

R R
el= [ VR (VR )do= [ 2R ===k
-R -R

Esempio 3.4 (L’ellisse). L’ellisse di assi a e b puo essere visto come dominio normale rispetto all’asse x:

.’132 y2
5:{(x,y)€R2|az+b2§1}

2 2
:{(zyy)ERQ|$€[—a,a],—bM§y§bM}

dove, da un calcolo probabilmente gia visto,

~ a 2 2 R 2
El=f i-Z (/1= Vdz=[ 2/1-Lde=-- = rab.
€]

Y a2 a2 n a2

Definizione 3.5. Sia Q = [a,b] X [¢,d] e f: Q — R limitata. La funzione f si dice generalmente continua
se linsieme dei punti di discontinuita di f ha misura di Peano-Jordan nulla.

Teorema 3.6. Sia f: Q — R limitata. Se f ¢ generalmente continua allora f & integrabile secondo Riemann

su Q.

Dimostrazione. Sia E l'insieme dei punti di discontinuita di f. Possiamo supporre che F sia contenuto in Q
infatti se cosi non fosse potremmo considerare un rettangolo pit grande @', tale che ' O @, e l'estensione
a zero f : Q" — R della funzione f. Tale funzione avra come insieme dei punti di discontinuita E’ tale che
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E’ C EU0Q, in quanto un punto di discontinuita di f sara un punto di discontinuita di fve non saremo in grado
di garantire la continuita sulla frontiera del rettangolo (). La funzione f cosi definita ha le proprieta richieste
dal teorema e risulta f € Z(Q) se e solo se f € Z(Q’).

Per ipotesi l'insieme E dei punti di discontinuita ha misura nulla, quindi dal Teorema [2.9] per ogni € > 0
esistono dei rettangoli @1, ...,Q, tali cheﬂ

n n
EclJao., Yleil<e
i=1 i=1
n
Consideriamo 'insieme C' = @ \ U @;. Notiamo che C ¢é chiuso e limitato, quindi compatto. La restrizione
i=1
fle : C — R & quindi uniformemente continua.
Dato il valore € scelto precedentemente possiamo quindi trovare § > 0 tale che, per ogni (x1,y1), (z2,y2) € C,

[(z1,91) = (22, 92)| <6 = [f(z1,91) — flz2,92)| <e. (23)

Consideriamo ora una suddivisione D di @ tale che |D| < § avente la seguente proprieta: ogni rettangolo
Qi precedentemente introdotto si puo ottenere dall’unione di alcuni rettangoli Qyp della suddivisione, ovvero
chiediamo che Qy, C @Q; ogni qualvolta Qg N Q; # @. Tale condizione é soddisfatta se includiamo nelle
suddivisioni D; e D5 le coordinate dei vertici dei rettangoli @Q);.

Divideremo i rettangoli Qxp, in due gruppi:

(1) 1l primo gruppo comprende i rettangoli Qg contenuti in uno dei rettangoli @;. In questo caso usiamo la
stima Myp — myp < M —m con M = supg fem =infg f. Sommando i contributi trovo:

Y (Min—mun)|Qenl < Y (M =m)|Qunl = (M —m) > |Qual < (M —m)e
Qrn (1) Qrn:(1) Qrn (1)

(2) 1l secondo gruppo comprende i rettangoli Qg contenuti nell’insieme C. In questo caso, usando la (23)) e
ricordando che |D| < § troviamo My, — mgp, < €. Sommando i contributi trovo:

> (Min —min)|@Qrnl < Y el@ral =2 > |Qunl =¢lC| < £]Q].
Qrn :(2) Qrn :(2) Qrn :(2)

Concludiamo quindi con

S(D, f) = s(D, £) = (Myn — m4n)|Qrnl
koh

)

> (M —min)[Qrnl + D (Min — min)|@rn| < £(M —m+1Q)),
Qrn = (1) Qrn :(2)

quindi f € Z(Q). O

Corollario 3.7. Se f : Q@ — R & una funzione continua definita su € insieme misurabile compatto, allora
fez).

Se f:Q — R ¢ una funzione continua e limitata definita su Q insieme misurabile limitato, allora f € Z(Q).

Dimostrazione. Consideriamo @ tale che 2 C @ e 'estensione f su (). La funzione f é limitata e discontinua
al piu in 02, che essendo 2 misurabile, ha misura nulla. Quindi f € Z(Q), essendo f generalmente continua,
da cui la tesi. O

Il precedente corollario, ci permette di applicare il Teorema di riduzione [1.18]in presenza di funzioni definite
su domini normali individuati da funzioni continue.

2Esercizio: perché possiamo prendere Q; invece di Q;?
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Figura 8: Vedi Esempio [3.9

Corollario 3.8 (Integrazione su domini normali). o Consideriamo un dominio £ normale rispetto all’asse
x, definito come sopra:

£={(z,y) eR* |z € [a,0], g1 (x) <y < ga(2)},

dove g1, g2 sono continue. Sia f: & — R limitata e continua su (‘j, allora f € Z(&) e vale

ffs=[ < / gf(j) Fla.y) dy) d. (24)
9= U

e (Consideriamo un dominio F normale rispetto all’asse y, definito come sopra:
F={lzy) eR |y €le,d], n(y) <z < ha(y)},

dove hy, hy sono continue. Sia f : F — R limitata e continua su F, allora f € K(F) e vale

= ( / hj(j)f(x,y) dx> . (25)
F ¢ 1y

Dimostrazione. La dimostrazione si ha osservando che, dato un rettangolo @) che contiene &,

gf: /ab (/jf(x,y)c@) dx:/ab (/::)f(x,y)dy> de .

Analogo ragionamento per 'insieme F. O

Esempio 3.9. Calcoliamo Vintegrale [, x\/ydz dy dove Q = {(z,y) e R? | 2> +y* < 1,2 >0,y > 0}.
Possiamo dapprima osservare che €2 puo essere scritto come dominio normale rispetto ad entrambi gli assi:
Q={(z,y) eR? |z €[0,1],0<y<V1—22} (26)
={(z,y) eR*[y€[0,1],0<z < /1—-y?}. (27)

Osserviamo, utilizzando la formulazione che le funzioni g1(x) = 0 e go(x) = /1 — y? sono ben definite e
continue in [0,1]. La funzione f(x,y) = x,/y & continua su R X [0,+00) D Q. Possiamo quindi utilizzare la

formula :
1
llfx\/ﬂdxdy:/o </0

Vi—z?
/Y dy) dx



Figura 9: Vedi Esempio [3.10] ed Esempio [3.11}

dove abbiamo effettuato la sostituzione s = 1 — x2.

Applicando invece la formula :
1
If z\/ydx dy :/ /
S 0 0
1 1 1—y2
= / VY [wQ] dy
0 2
1
1
:/ vy (1 =) dy ©
0
1 1

_,/ RS )
To )Y TV YT 3T T

Notiamo che & pit, conveniente intraprendere la seconda strada.

1—

y2
T\/Y dx) dy

Esempio 3.10. Consideriamo f:Q — R, dove @ = [0,1] x [0,1] e

2

Y sey<a:2.

Notiamo che f ¢ discontinua al pit sull’insieme G = {(x,y) € Q | y = 22} ma esso ha misura nulla essendo
G il grafico della funzione continua g(x) = 2%. Quindi f & generalmente continua e dal Teorema abbiamo
feZ(Q). Calcoliamo quindi lintegrale:

Esercizio 3.11. Consideriamo ora la regione chiusa di piano ) delimitata dalle rette y =0, x = 1 e dall’arco
di parabola x = y2. Questa regione pud essere scritta in forma di dominio normale come

Q={(z,y) eR* |z €[0,1],0 <y <}
Z{(x,y)ERZ|y6[0,1],y2§x§1}.
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Figura 10: Vedi Esempio [3.12

Lintegrale di una funzione continua f : 2 — R puo esser quindi calcolato mediante due approcci:
1 Vo
[ sededy= [ [7 rwady ) do
o) 0 0
1 1
=/ (/ f(x,y)dx) dy
0 y2

Calcolare lintegrale su Q delle sequenti funzioni: (a) f(z,y) = 2y, (b) f(z,y) = 2yeY, (c) flx,y) = y3e™v.

Esempio 3.12. Dato l’insieme

Q={(z,y) eR?*|0<z<1,2° <y<a??},

jj ze¥’ dz dy .
Q

L’insieme ¢é palesemente un dominio normale rispetto all’asse x, quindi possiamo impostare [’integrale come

1 z2/3
2 2
ffxey dxdy:/ / ze¥ dy | dx,
o) 0 x2

ma sorge il sequente problema: non sappiamo calcolare la primitiva di €Y~ (ricordiamo che x va trattato come
una costante, mentre integriamo nella variabile y).
Dobbiamo trovare un’altra strada. Possiamo scrivere () come dominio normale rispetto all’asse y:

calcoliamo lintegrale

Q={(z,y) eR*|0<y <1,y <a<y'/?}.

In questo caso abbiamo

, 1 Y2
jj xe¥ dx dy:/ (/ xeY dw) dy
6 0 y3/2
1T, y'/? e 1 o
= 5T fdy=o | (y-y)e’ =
0 y3/2 0

A questo punto Uintegrale puo essere risolto scegliendo la sostituzione s = y? e integrando per parti. Completare
per esercizio.

Nota 3.13 (Cose da non fare). Supponiamo di dover integrare una funzione su un rettangolo Q = [a,b] x [¢,d];
e sconsigliabile scrivere semplicemente

b pd
gfallfmm@w
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senza le parentesi tonde si rischierebbe alla lunga di confondere gli estremi di integrazione (al passaggio successivo
verrebbe voglia di scrivere dx dy al posto di dydx). A wvolte si preferisce una scrittura del tipo

b d
Lff:/a do [ dy ).

affiancando ad ogni simbolo di integrale la variabile a cui si riferiscono gli estremi nell’ordine in cui verranno
effettuati gli integrali (partendo da destra verso sinistra). Tuttavia questa notazione presenta la sequente diffi-
colta: non & pit palese dove finisce l'integrale. In un certo senso il simbolo di integrale [ fa da parentesi aperta
e un termine come dx fa da parentesi chiusa.

Inoltre, adottando quest’ultimo tipo di notazione, richiamando i calcoli dell’Esempio risulta sbaglia-

tissima una scrittura del tipo
1/2 1
Y 2
Yy
/ dx/ dy xe¥ |
y3/2 0

infatti, con questa notazione, dovremmo integrare prima nella variabile y (che quindi scomparirebbe dall’argo-
mento dell’integrale nella variabile x), poi nella variabile x e qui le y comparirebbero ottenendo una funzione
invece che un numero reale! Questo erroraccio é stato visto in diversi esami scritti!
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