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Stabilita dell’equilibrio
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Stabilita dell’equilibrio

Load N
A
Ny
Nyt Strain-hardening
E A p
N ( ’ N l Fracture/
"'"—" | |'—"" ’ Plastic
L
e i
| - [ Flaste
' -
€y €t Axial extension e
(a) Tension member (b) Axial extension e

Figure 2.1 Load-extension behaviour of a perfect tension member.

N, = 4f,

Tension member,
and very stocky
compression member

Axial load

Slender
compression
member

f,L/E

Change in length

Resistances of axially loaded members.
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The Windsor Tower was
among the ten tallest in
Madrid. Spain.

1 E | et
414 | Unprotected steel perimeter [§&&
| columns buckled in the fire |8

—l
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Cenni sulla stabilita e riferimenti EC3

Molte strutture quando soggette ad un processo di carico
crescente subiscono improvvisamente una brusca variazio-
ne nel modo di deformarsi che non & conseguenza della crisi
del materiale o di altre proprietad meccaniche. Esso é dovuto
al fatto che il modo di deformarsi della struttura al crescere
del carico per un certo valore di questo, diventa instabile e
la struttura cerca allora un altro tipo di deformata stabile.

Se questo brusco passaggio nel modo di deformarsi
della struttura avviene guando il materiale & ancora linear-
mente elastico, si parla di instabilita elastica, altrimenti di
instabilita elastoplastica. |l carico per cui si ha questa va-
riazione nel comportamento deformativo viene detto carico
critico per la struttura.

Per valutare il fenomeno della stabilitd di una struttura
esistono in generale tre metodi di soluzione:

metodo statico per sistemi elastici e non elastici;

metodo energetico per sistemi conservativi (dal punto di
vista della struttura (elastica) e dei carichi);

metodo dinamico generale.

Asta perfetta

Utilizzando un approccio statico, la determinazione del ca-
rico critico avverra equiparando il momento interno dovuto
alla curvatura a quello esterno dovuto al braccio creatosi in
seguito all'inflessione della trave.

Il momento esterno varra quindi:
Meg(2) = N - y(2)

Mentre per gquanto riguarda il momento interno vale la

relazione:
M 1

che rappresenta una teoria del secondo ordine linearizzata.
Avremo quindi:

M;=—y" - EJ
M —Ms=0
y'-EJ+Ny=0
Lequazione differenziale omogenea risolvente assume la
forma
¥+ % =
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Stabilita

Asta perfetta

Definendo k2 come:
k® = N
EJ

avremo che I'equazione omogenea assume la forma:

¥+ Ky =0

La sua equazione caratteristica sara quindi:

Miki=0
= A= _K°
;5.)\1‘2=:|:i.k

La soluzione generale vale:

y = A sin kz + B cos kz con k®=—

Imponendo le condizioni al contorno:
y=0 perz=0 —* B=0
y=0 perz=1 — Kkl=nm
Avremo quindi che:

mr2EJ

— ~Ic | n=%
,;&J I%— p=9mE]

i J r

L Deformate sotto carico criticopern = 2edn=3
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Stabilita

Asta perfetta

Ner ZE_ﬂ-EE@

Terp = —/ =T

A AR~ [
dove o, & la tensione normale corrispondente al carico
critico. Posto: b
A= —
Pmin

dove A & detta snellezza dell’asta, la formula di Eulero
diviene:

Costruzioni in Acciaio

Se si riportano in ascissa A° e in ordinata oy

Ger |

iE
H

:T..h.ﬁ hi b 4=

1
-+

e boean l b sndle
Iperbole di Eulero

i \2

La formula di Eulero & limitata in validita dalla richiesta
che la o non super il valore della f, della tensione normale
al limite di proporzionalitad. Il valore della snellezza corri-
spondente, A,, detta snellezza limite, si ottiene imponendo

che sia:

da cui

=2E
f =2 —
¥ A%

| m

}51 IA,.IR"
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Stabilita

Asta perfetta

Ipotizzando di avere a che fare con un materiale elastico
perfettamente plastico avremo che:

con x coefficiente di riduzione. Definendo inoltre X\ come
una snellezza normalizzala data da:

A= AA

e possibile ottenere il seguente diagramma:

I

——

- ho by 2
Ay

Asta tozza vs snella €.

Sin noti, invece, come legami costitutivi diversi portino a
diverse curve y — A (Shanley):

CRITICAL \
BUCKLING = THEORETICAL

STRESS RERL

SLENDERNESS RATIO

LT
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L .=0.7L

’ Pinned P9 Fixed
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Stabilita

Asta imperfetta — Curvatura iniziale
(deviazione rispetto all’asse dell’elemento rettilineo)

deformazione misurata
(funzione del tipo di sezione)

—— =——= CUFv@ assuria

In questo caso I'equazione risolvente assume la forma: N .
Ml - Mi __....:,_.. ___________________
Mg |
-EJVH=N‘[F+HD_} & *'r.‘”—.—-—.'
Lequazione differenziale, questa volta non omogenea, & ;’
y x= o A \
, N ¢ 1 N (d ) Err..
V'+E{v+vu]=ﬂ .r A
con v inflessione aggiuntiva e vo(2) lnfleslsmne iniziale. —_— v
Si assume che la deformata iniziale abbia una forma Yo tot
sinusoidale:

, W
vo(2) = vp sin —
/ Il momento del secondo ordine che deriva dalla

Dalla figura si nota come l'asta imperfetta tenda al carico soluzione generale & pari a:
critico solo per spostamenti molto grandi.

N- v

N
11— —
Ne,

M=N'VM=
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Stabilita

Asta imperfetta — Eccentricita iniziale

Anche nel caso di eccentricita iniziale l'equazione
differenziale che deriva dallimpostazione del problema

, N - N-e
Y * e’ R

conduce, dopo opportune semplificazioni, alla stessa
formula;

M = N(e + Vmax) =

Potré quindi trattare allo stesso modo I'eccentricita di carico
e le imperfezioni dovute a flessioni iniziali.

e N
! f
, |

Costruzioni in Acciaio - AA 2024-25 - Prof. C. Bedon
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Stabilita

Asta imperfetta — Tensioni residue

Un altro importante fenomeno da tenere in considera-
zione durante la progettazione delle aste reali &€ quello delle
tensioni residue insite nel materiale: si vengono a creare del-

le trazioni nella parte nodale a causa delle differenti velocita
di raffreddamento.

0.5/, compression

<~
% 0.3/, tension

0.3/, compression

Questo comporta una perdita di linearita del materiale
molto prima del raggiungimento del limite elastico di snerva-
mento; cié ne comporta un abbassamento. Le tensioni in-
fluenzando il comportamento dell'astaper o > , e quindi
nel campo delle snellezze intermedie.

E evidente che gli effetti dovuti a curvature iniziali, eccen-
tricita iniziali e tensioni residue devono essere considerati

contemporaneamente.
EF Y
Stwb column wathout residual stresses
i
Influenza T 'I? ....... - .
delle | y
tensioni L = Ay
residue % {.1-1 " Stub column with residual stresses

ol Yy

o\/o o

L
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Stabilita

Asta imperfetta — Tensioni residue

0.3/, compression

>

\\\ mﬁ. tension

>
~

=V

0.3/, compression

Figure 3.9 ldealised residual stress pattern.

N=0 02N, 03N, N N, @
Residual stress patiern Load
Iy kY _ l___l .
(b)
058 - Stress
distribution
n - - f— —_ —
0.5 —}— |
Shaded arcas due
© ““1 h?d Elastic Fully
d First jnclid mn:l N d. yielded
z (c)
bl = Elastic | | Elastic Cross-
section
v Yielded (@
(ENy= EI El El arcas (EN, (EDN,=0 E'Tﬁi;_';fd::rml

Effective section of a member with residual stresses.
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Stabi

Se si considera l'effetto su un’asta reale dovuto ad una
eccentricita iniziale si ha la seguente risposta:

“" INSIEME AT 1) ug
P A /Vf(,u.raru 14 LAY y
~ YRR D PiascagnoNg |, o be . b
N | pornty Sarem e
> T\ \
- . -v. - \
- wiva  EWin G W L
- 1\ |
- z |
b |
N, M )
/ 3 | f /
wavn \I\ . /] '
DELL ASTA REME An 1o TR B =
\ ATA ReEAle @M

>

Ce € Vta'f

=

In cui & possibile riconoscere il tratto AB di diffusione
della plasticizzazione dovuta appunto al prematuro raggiun-
gimento della deformazione causato da ep, somma di tutte
le imperfezioni a cui & soggetta la trave. Si nota come dal
punto di primo shervamento A si passi al punto di massi-
mo cairco B senza mai raggiungere C, punto corrispondente
all'asta perfetta con legame elastico perfettamente plastico.
Sebbene, quindi, il massimo carico raggiungibile sia Ny, per
operare a favore di sicurezza si considera N,.

\

VRIEN TROTY W 2isE |

ita — Aste reali

Diagrammando i vari effetti in termini di o — A possiamo

individuare cingue curve significative:

a asta inizialmente rettilinea elasto-plastica;
b effetto delle tensioni residue;

A, B curve dovute ad una curvatura iniziale;

Per la determinazione del carico critico N, & neces-
sario determinare il punto di primo snervamento A. Lo
spostamento, come detto, & pari a

&p 1
NN
Ner Ner

e=

=a:|-ﬂ

contr fattoreidiamplificazione2024-25 - Prof. C. Bedon

La formula della presso-flessione fornisce il valore di N,:

N N-e
_+—

At w Tl

. N N
ponendo poi & = I” pud essere riscritta come:

e-A
W

=1}

T+

la 13.21, in base alla 13.20, si pud porre nella forma:

- - & A _;
c:r+nr1 W=
Te

con og tensione critica Euleriana pari a

m2E
7= 32

La 13.22 si pud porre nella forma:

(06 —8)-(f —3)=oed e
(cg—5)-(f,—&)=oe 51

formula di Ayrton-Perry ed & alla base della
determinazione del carico critico dell’'asta.
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Stabilita — Aste reali

Il termine 7 & pari a %A e viene denominato fattore di im- Nell’EC3 si pone

perfezione generalizzata.
Al fine di pervenire alla versione della formula contenuta
nellEC3, introduciamo due coefficienti:

1

O+ v/ % = M2

1 -
¢=§(1+1)+A‘?} e x=

e si assume per 1:

s N, A f
N=2 = -1 e A== =,/L n=a(l - X)) =ald-02
f, ~ Ny A Oo )= of o) ( 2)
[l = - = T, e
(I—E—N){'I—N)=NI—EQ ™ 2 \
y y \
N
Moltiplicando poi entrambi i membri per £, /o¢ si ottiene: g 1= Madkps., “

(1-=XM(1-N) =Ny

E poi possibile porre la 13.24 come equazione di secondo JA)‘ [

DEALE D) EULER.

grado in N: .

izﬁz—[ig+q+1}ﬂ'+1=0 \
Delle due soluzioni N, , viene considerata solo quella con AT _
: N : L L | A REAW
il segno negativo, in quanto interessa il carico critico piu |
basso. 1

- - L 3 1r—-—~—+—-———
1 A - AZJ)2 — 4)2 . { S
N = rne \/[.HH ) = (A, 1) . 02 X: A
2)2 f 1 T
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Stabilita — Aste reali

Scelta delle imperfezioni
Il coefficiente 1 si pud porre anche come:
l-A € - A

?i=-\,-.w da

= —-

avendo posto

Y= =
&g
con ~ coefficiente di imperfezione geometrica, rappresen-
tante il rapporto tra la lunghezza dil'asta e la curvatura ini-
Ziale della stessa.
Si pud porre:

! 2

J
)\: =
p 7 a

A
w: = —
d

ol

con d distanza tra asse neutro e lembo teso.

A
¥ -(p/d)

A:)‘m\F=93,9~e-i
‘f}'

se fJ, = 255 MPa si ottiene:

=

poiché

939¢ - .
n= —" % =a,k
"=l !

Volendo inoltre mettere in conto un plateau per le snellezze
minori di 0.2

n=a(l—0.2)

con o coefficiente di imperfezione, variabile tre 0.21 e 0.76.

Secondo I'EC3 quindi I'eccentricita e la curvatura iniziale

vengono guantificate pari a:

- W,
o = () — 0.2)7"’

ep = a(} — 0.2)%

Utilizzando |la stessa notazione dell’lEC3:

XSaAl,

M

Np.fa = (= X Nc.ﬁd)

con y coefficiente di riduzione per la modalité di instabilita
pertinente e N rs sforzo normale plastico. Al solito il fattore
a4 vale 1 per le sezioni trasversali di Classe 1, 2, 0 3; vale

Agr /A per le sezioni trasversali di Classe 4.

Per le membrature a sezione costante I'EC3 codifica il y

in funziona della snellezza adimensionale pertinente A:

1

X=é+\f¢2—h2

con la limitazione y < 1. | vari termini, come gia visto, assu-

mono il significato:

& = 0.5[1 + a(A — 0.2) + A2] dove o & un coefficiente di

imperfezione pari a:

Curva di instabilita a b c d

Coeff. di imperfezione o« | 0.21 | 0.34 | 0.49

0.76

Costruzioni in Acciaio - AA 2024-25 - Prof. C. Bedon

Dimensionless buckling

resistance
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Generalised slenderness A =

1.5 2
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Taballa 5.5,) = Selezione della curva di fnatabilicd
PaE una sezicne ErAasversala.

Stabilita — Aste reali

Scelta delle imperfezioni

Curva di instabilita a b c d
Coeff. di imperfezione o | 0.21 | 0.34 | 0.49 | 0.76

La scelta di o & subordinata alla scelta dell’appropriata
curva di instabilita:
che, come detto, tiene conto del tipo di sezione, delle
tensioni residue e delle imperfezioni geometriche. Si noti
come per grandi valori di snellezza le curve tendano all'iper-

|

bole di Eulero.
[BaAf, (A
= N_a = (E) V_SA

con A snellezza per la modalita di instabilita pertinente.

E .
M=m 7= 93,9-¢ & la snellezza al limite elastico, quando

¥

e = \/235/T,.

Costruzioni in Acciaio - AA 2024-25 - Prof. (
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Instal, Curva
Sazione brasversale Limime attorno di
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Tty 5 40mm =Y a
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H | §
'|,—¢' dimm< £, S100mm y=y ]
" y ; I=Z &
b/ £ 1.2 :
Lal by § L00mm yy B
=T [
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T
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Riferimenti EC3 — Aste reali

. Coefficiente
A a b c d
0.1 1.000 1.000 1.000 1.000
0.2 1.000 1.000 1.000 1.000
0.3 0.977 0.964 0.949 0.923
0.4 0.953 0.926 0.897 0.850
0.5 0.924 0.884 0.843 0.779
0.6 0.890 0.837 0.785 0.710
0.7 0.848 0.784 0.725 0.643
0.8 0.796 0.724 0.662 0.580
0.9 0.734 0.661 0.600 0.521
1 0.666 0.597 0.540 0.467
11 0.596 0.535 0.484 0.419
12 0.530 0.478 0.434 0.376
13 0.470 0.427 0.389 0.339
14 0.418 0.382 0.349 0.306
15 0.372 0.342 0.315 0.277
16 0.333 0.308 0.284 0.251
17 0.299 0.278 0.258 0.229
18 0.270 0.252 0.235 0.209
19 0.245 0.229 0.214 0.192
2 0.223 0.209 0.196 0.177
2.1 0.204 0.192 0.180 0.163
2.2 0.187 0.176 0.166 0.151
23 0.172 0.163 0.154 0.140
2.4 0.159 0.151 0.143 0.130
2.3 0.147 0.140 0.132 0.121
2.6 0.136 0.130 0.123 0.113
2.7 0.127 0.121 0.115 0.106
2.8 0.118 0.113 0.108 0.100
29 0.111 0.106 0.101 0.0%4
3 0.104 0.099 0.095 0.088

1.2
1
By =
s =
= 3
ﬁ E 0.8
2 =
wo |
H s 0.6
E W
2 =
oo
s ¢ 04
E »
- B
= 0.2
0

l

Curved

I

Curve ¢

NN

N “urve
N

AN

|_— Curve a

NS

- Curve ag

0.5

Generalised slenderness 4 =

1

Compression resistances of EC3.
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Riferimenti EC3 — Aste reali

| Section H Length and loading |

Y

| Analysis for Ngy }—l

v Table or graph Initial values
Find Ler Jy(=nom.)
Aei=A)
Find section Nj, gy=Ngy 7 (=0.35)
L J
| Trial section
o
Find fy. Aer Find section 42 Ned(£ % ;)
l Y Y
Find ;.=
Find X
Modify ¥
¥ to hasten
Compression resistance CONVErgence
Ny, = ¥ AoV a1 *
Check if Nga € Noga |0
Yes
: Mo
Test convergence . .

| ves

Check Design
complete complete

Flow chart for the design of compression members.
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