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Approccio globale e differenziale
Conservazione della massa :

- Approccio Euleriano, forma differenziale
- Approccio Lagrangiano, forma differenziale

Conservazione della quantità di moto:
- Approccio Lagrangiano, forma differenziale

Tensore degli sforzi: parte isotropa e parte deviatorica
Leggi costitutive
Equazioni di Navier-Stokes per fluidi Newtoniani e flussi incomprimibili
Soluzioni analitiche delle equazioni di NS
Funzione di corrente
Forme ridotte delle equazioni di NS
Flussi a potenziale
N.B.: Questo indice NON è esaustivo e NON sostituisce il libro di testo

Alcune immagini sono prese dal libro di testo (Meccanica dei Fluidi,  Y.A.Cengek e J.M. 
Cimbala, Ed. It G. Cozzo e C. Santoro) per scopi didattici



Approccio globale o differenziale?

Abbiamo studiato le leggi di conservazione
considerando un approccio globale
Il vantaggio è che si riescono a determinare 
forze, portata etc., grandezze 
integrali che caratterizzano il problema 

Spesso è importante determinare la distribuzione 
puntuale della pressione, e della velocità
in corrispondenza di un corpo.
E’ necessario utilizzare un approccio differenziale

Scriveremo le equazioni in forma differenziale,
definite su un volume di fluido
Affinché il problema sia risolvibile:
1) Numero di equazioni uguale al numero di 

incognite;
2) Noti i valori delle variabili al contorno del dominio e al tempo iniziale



Conservazione della Massa: approccio 
Euleriano

Si ignorano i termini di ordine superiore a dx

• Per prima cosa, definiamo un 
volume di controllo 
infinitesimo dx dy dz

• Poi, approssimiamo la portata 
massica entrante o uscente da 
ognuna delle 6 facce usando 
un'espansione in serie di 
Taylor intorno al punto 
centrale per esempio della 
faccia con normale l’asse x

--> x



Equazione indefinita di continuità
il principio di conservazione della massa applicato ad un volume di controllo

comporta un legame fra i caratteri cinematici del processo di moto e la densità del fluido.
Questo legame è chiamato EQUAZIONE DI CONTINUITÀ

forma Indefinita
applicata ad un volume infinitesimo
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Eq. indefinita di continuità –Approccio 
Lagrangiano
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La massa dell’elemento di fluido non varia durante la
sua evoluzione spazio-temporale



Eq. indefinita di continuità 
Da forma Euleriana a  Lagrangiana 
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Equazione  di continuità in forma Euleriana
(detta anche forma conservativa)

Si ottiene l’equazione di continuità
in forma Lagrangiana
(detta anche forma non conservativa)

Si svolge la derivata del
prodotto…

Si raccolgono i termini…



Equazione di continuità

forma Indefinita
applicata ad un volume infinitesimo

forma Globale
applicata ad un volume finito

applicata ai tubi di flusso
un particolare volume finito
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Bilancio di quantità di moto
formulazione differenziale - riferimento Lagrangiano

dFW = forze di volume = ρ f dy dx dz

1a equazione cardinale della dinamica:
(volumi finiti e infinitesimi)
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bilancio quantità di moto 
(equilibrio dinamico)

conservazione della massa 
(eq. continuità)

forma 
indefinita 0 v
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Il tensore degli sforzi introduce 6 nuove variabili.

In condizioni idrostatiche le equazioni della dinamica devono ridursi alle 
equazioni dell’idrostatica.

Quindi gli sforzi normali possono essere considerati come la composizione 
di:

- sforzi di pressione

- sforzi superficiali dovuti alla viscosità

In idrostatica abbiamo visto che la pressione è una quantità isotropa, non 
dipende cioè dall’orientazione della superficie. Allora:
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Legame tra tensore sforzi normali e pressione:

Segue che:

Le azioni idrodinamiche, oltre a variare la pressione in un punto (si veda il 
teorema di Bernoulli), producono sforzi normali legati alla viscosità, la 
somma dei quali è nulla

Il problema si sposta adesso alla valutazione del tensore ij
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IL LEGAME COSTITUTIVO
L’introduzione del tensore degli sforzi ci ha permesso lo sviluppo della parte 
dinamica del sistema

Avevamo anche introdotto il tensore velocità di deformazione che, insieme 
al tensore di velocità di rotazione definiscono la velocità relativa tra due 
punti nello spazio e, quindi, la parte cinematica del problema.

Domanda: Come risponde il sistema ad una sollecitazione esterna? 

Qual’è la risposta in termini di velocità-spostamenti sotto l’azione di forze 
applicate al sistema?

Necessario un legame tra la parte dinamica e la parte cinematica

Questo legame si chiama LEGAME COSTITUTIVO e dipende dalle 
caratteristiche del fluido



LEGGI COSTITUTIVE
Considerate le proprietà del tensore deviatorico e del tensore di velocità di 
deformazione (simmetria) è possibile cercare un legame tra i due tensori

Basato sulle caratteristiche REOLOGICHE dei materiali
ijij S

Un fluido si dice Newtoniano
se il legame è lineare.

Se un fluido Newtoniano si 
trova in condizioni di flusso
incomprimibile:

dove m è la viscosità dinamica
misurata in Pa s

ijij Sm 2



ij

ijij S
Il legame

si traduce in un legame tra sforzi 
e velocità e quindi riduce il 
numero di variabili del problema

Espressione finale che esprime
il legame tra il tensore
degli sforzi la pressione

e le componenti di velocità



EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES
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Equazioni di Cauchy valide per 
qualunque tipo di legame costitutivo

Equazioni di Navier-Stokes valide
Per fluidi Newtoniani in regime 
incomprimibile

Equazioni di Navier-Stokes 
in forma finale



Equazione indefinita della quantità di moto: 
Approccio Euleriano

La variazione di quantità di moto su un volume di controllo
nell’unità di tempo è pari alla somma delle forze di massa e superficiali applicate al volume stesso

Variazione di quantità di moto=  variazione nel tempo all’interno del volume+
flussi di quantità di moto attraverso la superficie del volume
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I contributi delle forze applicate
mantengono la stessa
forma.

L’equazione della conservazione
della quantità di moto
proiettata sulla direzione y
assume la seguente forma:
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Se dividiamo per il volumetto elementare dW e estendiamo alla generica 
componente ‘i’:

Questa da luogo alla già nota Equazione di NS, scritta però in forma Euleriana 
(conservativa)

Da notare che, così come per l’equazione di continuità, si può passare facilmente 
dalla forma conservativa a quella non conservativa con semplici passaggi:
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Equazioni di 
Navier-Stokes

Equazione di stato

SET DI EQUAZIONI IN FORMA ESTESA

Le equazioni sono definite in un dominio di fluido. Le variabili sono la pressione e
le tre componenti di velocità
La soluzione richiede:

- conoscenza delle variabili al tempo t=0 in tutto il dominio compresi i contorni
- conoscenza delle variabili sui contorni per t>0



IL RUOLO DELLA PRESSIONE

Nelle equazioni di NS per fluidi incomprimibili compare il gradiente di pressione e non
la funzione p. Infatti, in un flusso incomprimibile la pressione (che non è legata alla 
temperatura e al volume occupato dal fluido)

NON E’ UNA GRANDEZZA TERMODINAMICA 

La pressione è definita a meno di una costante e le grandezze rilevanti sono le 
VARIAZIONI DELLA PRESSIONE, che danno luogo alle spinte etc.

Da notare che nelle lezioni precedenti abbiamo sempre lavorato con le pressioni relative
ottenute sottraendo al campo di pressione in un punto, il valore noto in un punto 
particolare del campo di moto (per esempio la pressione atmosferica sulla superficie 
libera)

Unico caso in cui abbiamo lavorato con pressioni assolute è il caso della cavitazione, 
che implica un cambio di fase dovuto ad effetti termodinamici







IL RUOLO DELLA PRESSIONE
La pressione compare in forma lineare nelle equazioni di NS
Se considero la pressione come la somma di una componente idrostatica ps

e una idrodinamica pd che segue dal moto (ricordate Bernoulli?) posso operare
la seguente decomposizione:

Il gradiente di pressione diventa

Allora se la direzione 3 è verticale verso l’alto, nella equazione della quantità
di moto sulla verticale la somma dei termini

E quindi si può omettere il termine gravitazionale, però tenendo in mente che
la pressione considerata nelle equazioni di NS è quella idrodinamica che segue 
dall’interazione con il campo di velocità.
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Soluzioni analitiche delle NSE
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Le equazioni di NS sono nonlineari e del secondo ordine. 

La nonlinearità del termine advettivo rende impossibile la soluzione delle equazioni
in forma completa

Esistono soluzioni analitiche per casi semplificati.

In particolare, in alcuni casi è possibile eliminare il termine non lineare e risolvere una
forma lineare delle equazioni che prevede il bilancio tra gradienti di pressione e forze 
viscose:

1) Quando il numero di Reynolds è molto basso Re<1

2) In flussi paralleli, caratterizzati quindi dalla 
presenza di un’unica  componente di velocità u(xi)
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che implica che il profilo di
velocità è indipendente dalla
viscosità e dipende solo dalle
condizioni al contorno



L’equazione del moto nella direzione verticale diviene:

Che implica che la velocità non produce variazioni di pressione rispetto
al campo idrostatico.

La soluzione dell’equazione per il profilo di velocità è:

La soluzione può essere determinata note le condizioni al contorno.
In particolare ux=0 su y=0 ; ux=V su y=h. Segue che:
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Viscosimetro a cilindri coassiali

Il moto di Couette ha importanti implicazioni tecnologiche,
Infatti il viscosimetro a cilindri coassiali è basato sulla soluzione del
problema di Couette, per il flusso di intercapedine tra due cilindri coassiali, e 
considerando le equazioni in coordinate cilindriche . Si ottiene:

Il momento torcente indotto dal flusso sul cilindro interno sarà:

Da cui si ricava la viscosità
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In un apparato sperimentale:
- Re-Ri<<Ri

- Re-Ri<<L
- Re <<Recr

Misurato il momento torcente e la 
velocità angolare si determina la viscosità 









Moto laminare in un condotto cilindrico
Nota che la soluzione analitica era stata determinata per mezzo dell’approccio integrale









Forme semplificate delle NSE: equazione di Eulero

La viscosità dell’acqua e dell’aria sono molto piccole e lontano dalle pareti solide o 
dalle zone di scia il termine viscoso spesso diventa trascurabile rispetto al termine 
inerziale.

Ipotizzando quindi un fluido ideale (incomprimibile e non viscoso) le equazioni
si riducono alle equazioni di Eulero che sono:
NON LINEARI 
Del I-ORDINE

La riduzione dell’ordine implica una riduzione sulle condizioni al contorno.
La condizione di NO-SLIP diventa quindi ridondante.

Da un punto di vista fisico, in mancanza di sforzi tangenziali NON è richiesto che
la velocità tangenziale relativa tra fluido e superficie solida sia nulla.  
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Forme semplificate delle NSE: equazione di Bernoulli
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Importante notare che il termine advettivo può essere espresso mediante la seguente 
identità:



In condizioni di moto permanente, considerata l’ipotesi di incomprimibilità, 
dividendo per la densità r,  l’equazione di Eulero si scrive:

Se la forza di massa è la forza di gravità, se l’asse verticale è orientato verso l’alto,
l’equazione diventa:

e quindi:
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Il prodotto vettore a destra dice che il gradiente del trinomio di Bernoulli è ortogonale
al vettore velocità
Consideriamo una linea di flusso: per definizione la velocità è parallela alla stessa
Quindi il gradiente del trinomio di Bernoulli è ortogonale alla linea di flusso, punto 
per punto.
Essendo il gradiente di una funzione, per definizione,  ortogonale alla funzione stessa,
Segue che il TRINOMIO DI BERNOULLI è COSTANTE SU UNA LINEA DI 
FLUSSO

Il valore della costante può variare
da linea a linea, se il campo di moto
è rotazionale.

Se il campo di moto è irrotazionale allora la
somma dei tre termini è costante in tutto il dominio 
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Supponiamo che il fluido sia ideale e il campo irrotazionale

Se il rotore di un vettore è nullo, significa che il vettore può essere espresso 
attraverso il gradiente di una funzione scalare :

Tale funzione scalare è chiamata POTENZIALE DI VELOCITA’

Forme semplificate delle NSE: fluidi ideali in campi

di moto irrotazionale
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Le tre componenti di velocità
sono esprimibili mediante 
un’unica funzione scalare

L’equazione di continuità
diventa: 



Funzione di corrente: definizione
A volte può risultare conveniente definire un campo di velocità (generico) attraverso 
una funzione scalare rappresentativa.

Definiamo funzione di corrente una funzione definita in modo tale da assumere un 
valore univoco su una linea di corrente

Tale funzione può essere costruita sia per un campo rotazionale che irrotazionale.
Unica limitazione è che il campo di velocità sia bidimensionale e incomprimibile

Definiamo una funzione Y e il suo differenziale totale:

Vogliamo che Y sia costante su una linea di corrente:

Quindi, deve risultare:
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Funzione di corrente: proprietà
Permette di rappresentare un campo di velocità bidimensionale mediante un’unica 
funzione scalare.

La funzione soddisfa l’equazione di continuità per i flussi incomprimibili, infatti:

Il Laplaciano della funzione di corrente è pari all’opposto della vorticità:

da cui segue:

Se il campo di moto è irrotazionale, segue che:
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Funzione di corrente e portata

Consideriamo un fluido incomprimibile bidimensionale. Le linee di flusso coincidono con la traiettoria 
delle particelle. 

Tale termine si può considerare come la 
portata per unità di lunghezza.

è la condizione a contorno

In presenza di un ostacolo, giacché la 
portata deve rimanere costante, la 
velocità delle particelle in prossimità 
dello stesso aumenta. Le linee di 
corrente sono quindi ravvicinate nelle 
zone ad alta velocità



La differenza tra due valori di funzione di corrente Y2-Y1 è uguale alla portata 
volumetrica tra le linee.





Equazioni che governano il campo di moto 
irrotazionale (formulazione a potenziale)
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Equazione valida nel
volume di fluido

Condizioni al contorno su
superfici aperte e su corpi
solidi

Il set di equazioni 
(LINEARE!) mi 
permette di 
determinare il campo 
di velocità
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L’equazione di conservazione
della quantità di moto diventa
il trinomio di Bernoulli da cui
Determino il campo di pressioni

La costante, 
per esempio, 
può essere calcolata 
alla sezione di 
ingresso del dominio
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Le superfici equipotenziale sono ortogonali alle
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Formulazione a potenziale: 

Vantaggi 
• Equazione lineare in . Vale il principio di sovrapposizione: Se 1 e 2 sono 

due potenziali rappresentativi di due campi di velocità v1 e v2, il potenziale 
  1 + 2 è rappresentativo di un campo di velocità v= v1 + v2 

• Velocità e pressione non sono mutuamente accoppiati. Determinata la 
velocità, può essere determinato, successivamente, il campo di pressione

Svantaggi
• Non rappresentativo di campi di moto che si sviluppano vicino alle pareti 

solide (strato limite) o a valle di corpi tozzi (scie) dove il campo di moto è 
fortemente rotazionale

• Il calcolo della resistenza al moto di un corpo fornisce sempre un valore nullo 
(Paradosso di D’Alambert)


