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EQUAZIONI INDEFINITE
DEL MOTO DEI FLUIDI

Le equazioni che esprimono la legge di conservazione del-
la massa (equazione di continuita) e la seconda legge di
Newton (equazione della quantita di moto) in forma inde-
finita, cio¢ valida per ogni punto del campo di moto, sono,
rispettivamente,

9
P V. (pv) =0 9.6)
a1
¢ d
A\
p— =pg+V-0j (9.47)

dt
in cui o;; ¢ il tensore degli sforzi.
Nel moto bidimensionale di un fluido incomprimibile, si
puo definire una funzione ¥, detta funzione di corrente, tale

che
oy oy

Uy R e vy o
Curve a ¥ costante sono linee di flusso del campo di moto.
La differenza tra i valori che i assume in corrisponden-
za di due linee di flusso € uguale alla portata per unita di
larghezza tra le due linee di flusso.
L’equazione della quantita di moto scritta in forma scalare,
associata all’equazione di continuita, costituisce un sistema
di 4 equazioni in 10 incognite (la densita, le 3 componenti
della velocita e le 6 del tensore degli sforzi).

(9.20)

Problemi di base

9.1

Per rendere determinato il problema, & necessario intro-
durre ulteriori relazioni tra gli sforzi e le componenti del-
la velocita, dette equazioni costitutive. Per i fluidi incom-
primibili newtoniani si perviene, cosi, alla equazione di
Navier-Stokes

dv 5
p— =pg—Vp+uVv (9.59)

dt

che, associata all’equazione di continuita, che per un fluido
incomprimibile si semplifica nella

V.v=0 (9.18)
costituisce un sistema di equazioni alle derivate parziali del
secondo ordine. Tale sistema ammette soluzione analitica
solo per campi di moto dalla geometria semplice e in regi-
me di moto laminare. Vengono riportati alcuni esempi in
cui, assegnato il campo di velocita, si determina I’espres-
sione del campo di pressione, o in cui, note le condizioni al
contorno, si determina il campo di velocita e di pressione
per un campo di moto di geometria assegnata.
Nei casi di moto turbolento o di geometrie pit complica-
te, tranne qualche caso in cui ¢ possibile pervenire a so-
luzioni approssimate, ¢ necessario I’impiego di tecniche di
integrazione numerica.

Qual ¢ la differenza tra dominio del moto e volume di controllo?
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Analisi Quando si ¢ interessati alle caratteristiche globali del moto, come, ad
esempio, la portata che attraversa la superficie di contorno di un volume, ¢ suf-
ficiente prendere in considerazione una regione dello spazio chiamata volume
di controllo. Nell’analisi di un volume di controllo, I’interno del volume ¢ trat-
tato come una ‘““scatola nera” per cui non ¢ possibile (né necessario) conoscere
i valori che grandezze caratteristiche del moto, come la pressione o la velocita,
assumono in punti interni. Nell’analisi differenziale di un problema di moto,
invece, le equazioni del moto dei fluidi vengono applicate a qualunque pun-
to ed in ciascun punto nel campo di moto all’interno di una regione chiamata
dominio del moto.

9.2 Quando due o piu equazioni differenziali sono accoppiate?

Analisi Due o piu equazioni differenziali sono accoppiate quando le incognite
compaiono in piut equazioni, per cui non ¢ possibile risolverle separatamente.

9.3 Inun problema di moto vario tridimensionale di un fluido incomprimibile
e isotermo, quante sono le incognite? Quali sono le equazioni che consentono
di risolvere il problema?

Analisi Le incognite sono quattro (le tre componenti della velocita vy, vy € v,
e la pressione p) legate da quattro equazioni (una esprimente la conservazione
della massa e tre equazioni scalari esprimenti la seconda legge di Newton, che
¢ una relazione vettoriale).

9.4 Enunciare il teorema della divergenza.

Analisi 11 teorema della divergenza dice che I’integrale, esteso ad un volume
W, della divergenza di un vettore ¢ uguale all’integrale, esteso alla superficie A
di contorno di W, della componente del vettore localmente normale ad A. Dato
un vettore G e la sua divergenza V-G, il teorema della divergenza (o teorema
di Gauss) puo essere scritto come

/ V-GdW:fG-ndA
w A

9.5 Calcolare la divergenza del vettore
1
G =2xzi— Exzj—zzk
e spiegare il significato del risultato.

Analisi Loperatore divergenza V -G di un vettore fornisce la somma delle
derivate parziali di ciascuna componente del vettore rispetto alla direzione
corrispondente, cioe

G, 090Gy, 3G,
V'G: —_— - =
< ax + ay * 9z

a(2 )+a( 12)+8( Hl=2z-2:=0
= | —(2ZXx — | — =X —(— - - =
ox ¢ ay 2 0z ¢ ¢ ¢

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.
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Se il vettore G fosse il vettore velocita, per la 9.18 il fluido sarebbe incompri-
mibile.

Equazione di continuita

9.6 Scrivere 1’equazione di continuita

9 L5 (ov) =0
- -(pv) =
Jat P

in coordinate cartesiane nella forma piu esplicita possibile.

Analisi In coordinate cartesiane, I’operatore divergenza ¢

9 9 d
V=—i+—j+—k

ox ay 0z

per cui, essendo
PV = puyi+ pvyj+ pv k

esplicitando il prodotto scalare, I’equazione di continuita diviene

0 apv dpvy  dpv
_P+Px+P)+:0z

=0
ot ox ay 0z
0 ancora
00 ap ap ap avy  dvy v
ar Plogy gy T TP\ Ty Tz

Quest’ultima, introducendo la derivata totale e I’operatore divergenza, per la
4.12 si pud scrivere anche nella forma piu sintetica

dp
- Vv=0
dt+p A

9.7 In un moto permanente tridimensionale, il campo di velocita ¢ definito
dalla

V= (Vy, Vy, V) = (axy2 —-b)i+ cy3j +dxyk
con a, b, ¢ e d costanti. In quali condizioni il fluido si comporta come incom-
primibile?

Analisi Perché il fluido si comporti come incomprimibile, il campo di velocita
deve soddisfare 1a 9.18
V.v=0
per cui
dvy  dvy  dv, ) )
— 4+ — 4+ —=ay"+3cy° =0
ax ay 0z Y Y
Conseguentemente, perché il fluido si comporti come incomprimibile deve
essere soddisfatta la condizione

a=—3c

Publishing Group Italia, Milano
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9.8 In un moto permanente bidimensionale di un fluido incomprimibile, la
componente della velocita secondo x & v, = ax+b, cona e b costanti. Scrivere
un’espressione per la componente vy.

Analisi Poiché il moto & permanente e il fluido ¢ incomprimibile, & valida la
9.18, per cui, in coordinate cartesiane, essendo il moto bidimensionale, deve
essere

dvy  Oux
dy  dx
Essendo
0y _
ax
¢ anche
vy
- — g
dy

e, integrando rispetto a y
vy = —ay + f(x)

nella quale, trattandosi di una integrazione parziale, al posto della costante di
integrazione, appare una funzione di x.

Discussione Qualunque funzione di x fornisce una v, che soddisfa la 9.18,
poiché in tale equazione la vy appare derivata solo rispetto a y.

9.9 In un moto permanente bidimensionale di un fluido incomprimibile, la
componente della velocita secondo x ¢ vy = ax? — bxy, con a e b costanti.
Scrivere un’espressione per la componente vy.

Analisi Poiché il moto ¢ permanente e il fluido ¢ incomprimibile, ¢ valida la
9.18, per cui, in coordinate cartesiane, essendo il moto bidimensionale, deve
essere

duy vy
dy  ox
Essendo 5
9o _ 2ax — by
ax
¢ anche
vy
— = —2ax + by
dy
e, integrando rispetto a y
b 2
vy = —2axy + % + f(x)

nella quale, trattandosi di una integrazione parziale, al posto della costante di
integrazione, appare una funzione di x.

Discussione Qualunque funzione di x fornisce una v, che soddisfa la 9.18,
poiché in tale equazione la vy appare derivata solo rispetto a y.

9.10 In un moto permanente tridimensionale di un fluido incomprimibile, la
componente della velocita secondo x & v, = ax + bxy + cy? e quella secondo

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.
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yev, = axz — byz?, con a, b e ¢ costanti. Scrivere un’espressione per la
componente v;.

Analisi Poiché il moto & permanente e il fluido ¢ incomprimibile, ¢ valida la
9.18, per cui, in coordinate cartesiane, deve essere

dv;  duy Oy
dz  dx Ay
Essendo 5
Uy
_x b
0x atoy
© 0
2y —b7?
dy
¢ anche )
% = —a — by + bz’

e, integrando rispetto a z

bz
v, = —(a+by)z+T+f(x,y)

nella quale, trattandosi di una integrazione parziale, al posto della costante di
integrazione, appare una funzione di x e y.

Discussione Qualunque funzione di x e y fornisce una v, che soddisfa la 9.18,
poiché in tale equazione la v, appare derivata solo rispetto a z.

Funzione di corrente

9.11 Cosa rappresentano le curve su cui la funzione di corrente ¢ costante?
Qual ¢ la loro utilita?

Analisi Le curve su cui la funzione di corrente ¢ costante rappresentano linee
di flusso del campo di moto. Esse permettono dunque di visualizzare il campo
di velocita istantaneo.

9.12 In un moto bidimensionale, a che cosa & uguale la differenza tra i valori
che la funzione di corrente assume su due linee di flusso?

Analisi In un moto bidimensionale, la differenza tra i valori che la funzio-
ne di corrente assume in due linee di flusso ¢ uguale alla portata per unita di
larghezza tra le due linee di flusso.

9.13 Si consideri il moto permanente bidimensionale, nel piano xy, di un
fluido incomprimibile tra due lastre piane parallele indefinite, a distanza h, di
cui quella superiore in moto con velocita V e quella inferiore in quiete (moto
alla Couette). Il campo di velocita ¢ espresso dalla v = (vx, vy) = (Vy/h)i+
0j. Scrivere un’espressione per la funzione di corrente lungo la linea verticale

Publishing Group Italia, Milano
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% tratteggiata in figura, ponendo, per semplicita, ¥ = 0 in corrispondenza della
I - i lastra inferiore. Quanto vale v in corrispondenza del piano superiore?
1 v/ Ly E Analisi Dalla prima delle 9.20 si ha
- »/ v, = Vﬁ 4
Ly 1 y
| ! oy y
i — =, =V=
pe ay h

Integrando rispetto a y e aggiungendo una funzione arbitraria di x, piuttosto
che una costante, visto che I’integrazione ¢ parziale, si ottiene

Vv
v=y g

2h
Per la seconda delle 9.20, deve essere
oy /
Uy = ax g (x)

in cui g’(x) = dg/dx, perché g & funzione della sola variabile x. Eguagliando
tale espressione con quella assegnata (v, = 0), si ha

§x)=0

da cui
g(x) = costante = C

Sostituendo nell’espressione di v, si ottiene infine

b=oyttC

BT

Imponendo che sia ¢ = 0 in corrispondenza della lastra inferiore, cio¢ per
y=0,siha

V 5
= — C=0+C=0
v 2hy+ +

da cui C = 0, per cui I’espressione finale di i ¢

v=2y
T

Essendo tale espressione indipendente da x, essa & valida non solo lungo la
linea verticale tratteggiata in figura, ma lungo qualunque altra verticale in tutto
il campo di moto. Infatti, anche il campo di velocita assegnato ¢ indipendente
da x, perché il moto ¢ completamente sviluppato. Il valore ¥4 che la funzione
di corrente assume in corrispondenza della lastra superiore, cio¢ per y = h, ¢

v h
Ry -

V=

Vs =2 2

9.14 Con riferimento al problema precedente, calcolare la portata tra le due
lastre, per unita di profondita, integrando il campo di velocita e confrontare il
risultato con quello ottenibile direttamente dai valori della funzione di corrente.

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.
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Analisi Integrando il campo di velocita, con riferimento ad una profondita
unitaria, la portata risulta

h h
0= [ran=[Fvear= [ Grav =502k = v

Dai valori della funzione di corrente, indicando con ¥, e 1, i valori che la
funzione di corrente assume, rispettivamente, in corrispondenza della lastra
superiore e di quella inferiore, si ha direttamente

h h
Q=vYs -V > >

risultato coincidente col precedente.

9.15 Con riferimento al moto alla Couette del problema 9.13, per il caso
incuie V =3 m/seh = 3 cm, disegnare alcune linee di flusso per valori
della funzione di corrente a differenza costante. Queste linee di flusso risultano
equidistanti? Perché?

Analisi Dalla
V2
V= Y
si ha
_[2h
y= 7‘#

Con i valori assegnati, in corrispondenza della lastra superiore la funzione di
corrente assume il valore

h  3x0,03
hy=Vo =

5 5= 0,045 m?/s

mentre in corrispondenza della lastra inferiore assume il valore y; = 0. Divi-
dendo la differenza tra i due valori in 9 intervalli uguali, ¢ possibile tracciare
le 10 linee di flusso aventi valori della funzione di corrente corrispondenti alla
differenza costante

Ys—v¥i 0,045-0

AY == = = 0,005 m?/s

Tali linee di flusso non risultano equidistanti. Infatti, essendo la portata per
unita di profondita tra due successive linee di flusso sempre pari a 0,005 m~/s
ed essendo la velocita crescente linearmente dal valore nullo sulla lastra infe-
riore al valore V. = 3 m/s sulla lastra superiore, la distanza tra due linee di
flusso successive diminuisce verso 1’alto.

9.16  Si consideri il moto permanente di un fluido incomprimibile, in regime
di moto laminare, tra due lastre piane parallele indefinite, a distanza &, forzato
da un gradiente di pressione dp/dx costante e negativo. La componente della

velocita secondo x €
L4 (- 1)
Vy = — — —
X 21 dx y y

Publishing Group Italia, Milano
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()

in cui p ¢ la viscosita del fluido. La componente della velocita secondo y ¢
vy = 0. Scrivere un’espressione per la funzione di corrente lungo la linea ver-
ticale tratteggiata in figura, ponendo, per semplicita, 1 = 0 in corrispondenza
della lastra inferiore. Quanto vale i in corrispondenza della lastra superiore?

Analisi Per la prima delle 9.20, si ha
oY 1 dp
== (v* = hy)
ay 2u dx

Integrando rispetto a y e aggiungendo una funzione arbitraria di x, piuttosto
che una costante, visto che I’integrazione ¢ parziale, si ottiene

1dp [y )?
= Pl
4 Z/de<3 7 ) T8t

Per la seconda delle 9.20, si ha

0
Uy = _% = _g/(x)

in cui g’(x) = dg/dx, perché g & funzione della sola variabile x. Eguagliando
tale espressione con quella assegnata (v, = 0), si ha

§x)=0
da cui
g(x) = costante = C
e, sostituendo nell’espressione di ¥/,

1 d 3 2
v = p Y_hy +C
2u dx \ 3 2

Imponendo che sia ¢ = 0 in corrispondenza della lastra inferiore, cio¢ per
y = 0, risulta C = 0. Per cui, I’espressione finale di ¢ ¢

1 d 3 2
g L (Y
2udx \ 3 2

Essendo tale espressione indipendente da x, essa & valida non solo lungo la
linea verticale tratteggiata in figura, ma lungo qualunque altra verticale in tutto
il campo di moto. Infatti, anche il campo di velocita assegnato ¢ indipendente
da x, perché il moto ¢ completamente sviluppato. Il valore ¥4 che la funzione
di corrente assume in corrispondenza della lastra superiore, cio¢ per y = h, ¢

_ Ldp(r n\_ 1 dp,,
C 2udx \ 3 2 ) 12udx

9.17 Con riferimento al problema precedente, calcolare la portata tra le due
lastre, per unita di profondita, integrando il campo di velocita e confrontare il
risultato con quello ottenibile direttamente dai valori della funzione di corrente.

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.
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Analisi Integrando il campo di velocita, con riferimento ad una profondita
unitaria, la portata risulta

h h ldp
= dy = — P2 my)|dy =
o= [ war= {5 707 - m] o>
h
_ Ldp| Yy _ Ldp(hP Y 1 dp,
T 2udx | 3 2 O_Zde 3 2] 12udx

Dai valori della funzione di corrente, indicando con 5 e v; i valori che la
funzione di corrente assume, rispettivamente, in corrispondenza della lastra
superiore e di quella inferiore, si ha direttamente

=Y —Yi=—— —h>—0=— h
Q=vs—¥i 1210 dx 1210 dx

risultato coincidente col precedente.

9.18 Con riferimento al moto del problema 9.16, il fluido & acqua a 20 °C
(w = 1,002 x 1073 Pa-s). Per il caso in cui & dp/dx = —20000 N/m>
e h = 1,2 mm, disegnare alcune linee di flusso per valori della funzione di
corrente a differenza costante. Queste linee di flusso risultano equidistanti?
Perché?

Analisi La funzione di corrente

1 dp (y* 2
yo Ly 7
2u dx \ 3 2

con i valori assegnati, in corrispondenza della lastra superiore assume il valore

1 dp 5 —20000 x 0,0012

Uy =——— L

S =0,00287 m?
121 dx 12 x 1,002 x 103 me/s

mentre in corrispondenza della lastra inferiore assume il valore y; = 0. Divi-
dendo la differenza tra i due valori in 7 intervalli uguali, ¢ possibile tracciare
le 8 linee di flusso aventi valori della funzione di corrente corrispondenti alla
differenza costante

Y — Y 0,00287 -0

Ay == Z =0,000410 m?/s

Tali linee di flusso non risultano equidistanti. Infatti, essendo la portata per
unita di profondita tra due successive linee di flusso sempre pari a 0,000410 m?/s
ed essendo la velocita crescente con legge parabolica dal valore nullo sulle pa-
reti al valore massimo sull’asse, la distanza tra due linee di flusso successive &
crescente dall’asse verso le pareti.

9.19 Per monitorare la qualita dell’aria, vengono prelevati campioni tramite
una sonda allineata con la direzione del vento, aspirando I’aria tramite una
pompa. Perché le misure siano corrette, la velocita V; dell’aria all’interno della
sonda deve essere uguale a quella V, del vento all’esterno. Se I’aspirazione ¢
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linee di flusso divisorie

Y= w.r

linee di flusso divisorie

I/IZI/IA'

\ sonda
]

—_—

Ve V=1
y
vy > >
¥ =—V> >
Yo=0—> T
EA— .
Y, .

eccessiva, la velocita all’interno della sonda risulta maggiore. Si consideri per
semplicita un caso bidimensionale, in cui la sonda sia alta 7 = 4,5 mm e larga
(nella direzione ortogonale a quella della figura) » = 52 mm. I valori della
funzione di corrente sulle linee di flusso divisorie superiore e inferiore sono,
rispettivamente, 1, = 0,150 m?/s e ¥; = 0,105 m2/s. Calcolare la portata, in
m?3/s, e la velocita media V; dell’aria all’interno della sonda.

Analisi La portata per unita di larghezza ¢ pari alla differenza tra i valori che
la funzione di corrente assume in corrispondenza delle linee di flusso divisorie
superiore e inferiore, per cui la portata totale ¢

0 = (Y5 — ¥i)b = (0,150 — 0,105) x 0,052 = 0,00234 m*/s

mentre la velocita media V; dell’aria all’interno della sonda ¢ data dal rapporto
tra la portata e ’area della sezione trasversale della sonda

_ Q0 (s —Ydb _ Yy —yi 0,150 —0,105
“bh bh h  0,0045

Discussione All’interno della sonda le linee di flusso sono piu vicine tra loro
perché, essendo la velocita media V; maggiore della velocita esterna V,, perché
si mantenga costante il valore della portata per unita di larghezza, la distanza
tra le linee deve essere minore.

Vi

= 10m/s

9.20 Sisupponga che, nel problema precedente, 1’ aspirazione di aria sia trop-
po debole anziché eccessiva. Tracciare 1’andamento delle linee di flusso in
questo caso, indicando le linee di flusso divisorie superiore e inferiore.

Analisi Se I’aspirazione & troppo debole, la portata d’aria all’interno della son-
da ¢ troppo bassa e la velocita media V; risulta inferiore a quella V, del vento al-
I’esterno, Le linee di flusso, per quanto rilevato nella discussione del problema
precedente, sono piu fitte all’esterno e si allargano all’interno della sonda.

9.21 Con riferimento al problema 9.19, quanto vale la velocita del vento, se
la distanza tra le linee di flusso divisorie € di 5,8 mm?

Analisi Con riferimento al campo di moto all’esterno della sonda, la velocita
media V, del vento risulta

Ys — i 0,150 —0,105
he 0,0058

V. = =7,76 m/s

9.22 Si consideri un moto bidimensionale di un fluido incomprimibile, con
distribuzione di velocita costante in direzione trasversale, per il quale la com-
ponente della velocita secondo x ¢ v, = V e la componente della velocita
secondo y € vy = 0. Scrivere un’espressione della funzione di corrente e, per
V = 8,9 m/s, calcolare la portata per unita di profondita, tra le linee v, e v,
essendo y» una linea orizzontale a y = 0,5 m e, sull’asse x, ¥ = 0.

Analisi Per la prima delle 9.20, si ha

oy
8y_

Vy =
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Integrando rispetto a y e aggiungendo una funzione arbitraria di x, piuttosto
che una costante, visto che I’integrazione ¢ parziale, si ottiene

Y =Vy+g(x)
Per la seconda delle 9.20, si ha
oy /
vy=—57 =78 (x)

in cui g’(x) = dg/dx, perché g & funzione della sola variabile x. Eguagliando
tale espressione con quella assegnata (vy = 0), si ha

g =0

da cui
g(x) = costante = C

e, sostituendo nell’espressione di v/,
Yy=Vy+C
Imponendo che sia ¢y = 0 per y = 0, si ha C = 0. Per cui, I’espressione finale
diye
v =Vy
che per y = 0,5 fornisce
Yr=Vy=28,9x0,5=4,45m>/s
Pertanto, la portata per unita di profondita, tra le linee y» e g & pari a
g=1Yr—Yo=1445—-0=4,45m"/s

La portata puo essere calcolata anche come prodotto della velocita per 1’area
della sezione trasversale, alta y = 0,5 m e di profondita unitaria,

g=Vy=289x0,5=445m?/s

9.23  Si consideri un moto bidimensionale di un fluido incomprimibile, con
direzione inclinata di « sull’orizzontale e distribuzione di velocita costante in
direzione trasversale, per il quale la componente della velocita secondo I’asse x
¢ vy = V cosa e lacomponente della velocita secondo I’asse y ¢ vy, = V sena.
Scrivere un’espressione della funzione di corrente.

Analisi Per la prima delle 9.20, si ha
oy

— =v, = Vcosa
dy *

Integrando rispetto a y e aggiungendo una funzione arbitraria di x, piuttosto
che una costante, visto che I’integrazione ¢ parziale, si ottiene

Y =Vycosa + g(x)
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Per la seconda delle 9.20, si ha
o

/
vy = =—
y ax g (x)
in cui g'(x) = dg/dx, perché g & funzione della sola variabile x. Eguagliando
tale espressione con quella assegnata (vy = V sena), si ha

vy = —g'(x) = Vsena

da cui
g (x)=—Vsena

gx)=—xVsena+C

essendo C una costante, perché g ¢ funzione della sola x. Sostituendo nell’e-
spressione di v, si ha infine

Y =V(ycosa —xsena) +C

9.24 Lafunzione di corrente di un moto permanente bidimensionale, nel pia-
no xy, di un fluido incomprimibile & ¥ = ax2+bxy+cy2, cona, b e c costanti.
Scrivere I’espressione delle componenti di velocita vy e vy e verificare che sia
soddisfatta I’equazione di continuita.

Analisi Per le 9.20, le componenti della velocita sono

0 9
vx=%=bx+20y vy=—£=—26m—by

Per un fluido incomprimibile in moto permanente 1I’equazione di continuita &

1a9.18
dvy  dvy  dvy

ox ay 0z

Vv = =0

che diviene
b—b+0=0

e, pertanto, risulta soddisfatta.

9.25 Il risultato di una simulazione numerica, relativa al campo di moto al-
I’interno di una diramazione asimmetrica in una condotta a sezione rettangola-
re, mostra le linee di flusso riportate in figura, con ¥ in m?/s. Che percentuale
di portata defluisce nel ramo superiore?

Analisi La portata per unita di larghezza ¢ pari alla differenza tra i valori
della funzione di corrente tra due linee di flusso. Nel tratto a monte della
diramazione, con riferimento ad una larghezza unitaria, la portata vale

Gm = Vs — i =4,15-2,03 = 2,12 m%/s

mentre nel ramo superiore ¢

gs = VY5 — Viy = 4,15 2,80 = 1,35 m?/s
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paria 1,35/2,12 = 0,637 = 63,7% della portata totale.

9.26 Con riferimento al problema precedente, calcolare 1’altezza h, in cm,
del ramo principale quando in esso la velocita media e di 11,4 m/s.

Analisi 1altezza del ramo principale ¢ pari al rapporto tra la portata per unita
di larghezza che defluisce in tale ramo e la velocita media

qm 2,12
h=-—=——=0,186 m = 18,6 cm
Vi 11,4

9.27 In corrispondenza dello spigolo in una parete, il fluido si separa, for-
mando una zona di ricircolo, come mostrato dalle linee di flusso tracciate nella
figura. II valore della funzione di corrente in corrispondenza della parete & ze-
ro, mentre quello in corrispondenza della linea di flusso pit in alto, tra quelle
tracciate, ¢ ;. Il valore della funzione di corrente all’interno della zona di
ricircolo ¢ positivo o negativo? Dov’e che ¥ assume valore minimo?

Y=0
Analisi Nel moto bidimensionale di un fluido incomprimibile, la portata per

unita di larghezza ¢ pari alla differenza tra i valori della funzione di corrente tra zona di ricircolo
due linee di flusso. Per esempio, nel caso in esame, la differenza s — g = ¥,

¢ una quantita positiva e rappresenta la portata per unita di larghezza che de-

fluisce tra la linea di flusso piu in alto e la parete. Tra tali linee, il moto &

da sinistra verso destra. Nella zona di ricircolo, la differenza tra il valore g

della funzione di corrente sulla linea di flusso divisoria, nullo, e il valore ;

corrispondente ad una linea di flusso interna rappresenta la portata per unita di

larghezza tra tali linee e, poiché nella parte superiore della zona di ricircolo il

moto & sempre da sinistra verso destra, anche tale differenza deve essere posi-

tiva, cosa che puo risultare solo se v; ¢ negativa. Analogamente, nella parte

inferiore della zona di ricircolo il moto ¢ da destra verso sinistra, e dunque la

differenza tra v; e il valore v della funzione di corrente sulla parete, nullo,

deve essere negativa, come assicurato solo da valori negativi di ;. Pertanto, il

valore della funzione di corrente all’interno della zona di ricircolo € negativo e

Y assume valore minimo al centro della zona di ricircolo.

Discussione Quanto rilevato sopra non significa che all’interno delle zone di ri-
circolo la funzione di corrente assuma valori sempre negativi. Infatti, la funzio-
ne di corrente ¢ definita sempre a meno di una costante e puo, quindi, assumere
valori diversi senza che le caratteristiche del moto cambino.

9.28 Osservando le linee di flusso di un certo campo di moto, tracciate per
valori della funzione di corrente a differenza costante, come ¢ possibile indivi-
duare le zone in cui la velocita del fluido ¢ maggiore?

Analisi Se le linee di flusso sono tracciate per valori della funzione di corrente
a differenza costante, essendo tale differenza pari alla portata per unita di lar-
ghezza che defluisce tra due linee contigue, la velocita del fluido & maggiore
dove le linee sono piul vicine tra loro.

9.29 Perindicare la direzione del moto, porre delle frecce sulle linee di flusso
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¥, = 0,030 m%s

W, = 0,042 m%s

del campo di moto permanente bidimensionale di un fluido incomprimibile in
una condotta curva, riportato in figura, e calcolare, per » = 5 cm, qual ¢,
all’incirca, la velocita nel punto P.

Analisi Per la definizione di funzione di corrente data dalle 9.20, il moto va da
sinistra verso destra quando i valori della funzione di corrente sono crescenti
nella direzione verticale y positiva (verso I’alto). Nel caso considerato, ¥ cre-
sce nella direzione y negativa, per cui il moto ¢ diretto da destra verso sinistra.
La velocita nel punto P puo essere assunta pari alla velocita media tra le linee
di flusso 1 e ¥, che a sua volta puo essere calcolata come rapporto tra la
portata per unita di larghezza tra tali linee (pari alla differenza tra i valori di v)
e la loro distanza A. Per cui, si ha

Y2 —y1_ 0,042-10,030
- h 0,05

vp =0,24 m/s

Discussione Le proprieta del fluido non hanno alcuna influenza sul valore di
velocita calcolato, che ¢ stato desunto unicamente dalle caratteristiche cinema-
tiche del moto. Pertanto, tale valore di velocita ¢ lo stesso per qualunque fluido
incomprimibile il cui campo di moto sia quello di figura.

9.30 Risolvendo numericamente le equazioni del moto, si sono ottenute le
linee di flusso riportate in figura, relative al moto permanente bidimensionale
attorno a un profilo alare, la cui corda misura ¢ = 9,0 mm. I valori della
funzione di corrente sono in m?/s. Il fluido & aria a temperatura ambiente.
Tracciare il vettore velocita in corrispondenza dei punti A e B, calcolarne il
valore in A e spiegare come viene generata la portanza.

Analisi Per la definizione di funzione di corrente data dalle 9.20, il moto va da
sinistra verso destra quando i valori della funzione di corrente sono crescenti
nella direzione verticale y positiva (verso 1’alto). Poiché il moto avviene da
sinistra verso destra, il vettore velocita nei punti A e B ¢ diretto da sinistra
verso destra. Il modulo della velocita in A, nota la distanza % 4 tra le due linee
di flusso in prossimita del punto A, puo essere calcolato come rapporto tra la
portata per unita di larghezza tra tali linee (pari alla differenza tra i valori di )
e la loro distanza. Misurando con un righello direttamente sul disegno, risulta
hg =0,032¢ =0,032 x 9 = 0,29 mm. Pertanto,

_Ya—yYy 1,66 —1,65
T hy 0,29 %x 1073

VA =34m/s

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.



Meccanica dei fluidi - 2% ed. - Soluzione dei problemi Equazioni indefinite del moto dei fluidi 371

La velocita in B, essendo la distanza & g tra le due linee di flusso in prossimita
del punto B maggiore di 14, & minore della velocitain A. Risultahp = 1,7hy4

e, pertanto,
ha 34 =20 m/
vp = —v4 =-— Xx34=20m/s
P s AT 17

Essendo le velocita al di sopra del profilo alare maggiori di quelle al di sotto,
le pressioni sulla superficie inferiore del profilo, per il teorema di Bernoulli,
sono maggiori delle pressioni sulla superficie superiore. Da cio deriva la spinta
diretta verso 1’alto, che prende il nome di portanza.

1,62 B 1,63 —
/\B
—1,60 1,61 —

Equazione della quantita di moto e condizioni al contorno

9.31 Discutere il significato di ciascun termine dell’equazione della quantita
di moto

d
/pgdW+/aij-ndA——/ pvdW—/,ov(v~n)dA:0
W A dt Jw A

Analisi 11 primo termine dell’equazione ¢ il risultante delle forze di massa
agenti sul volume di controllo, il secondo ¢ il risultante delle forze di super-
ficie agenti sul volume di controllo, il terzo ¢ la variazione nell’unita di tempo
della quantita di moto del volume di controllo e I'ultimo ¢ il flusso totale di
quantita di moto attraverso la superficie di controllo. Essendo

d
/ pgdW+/0,~j-ndA:—/ ,ovdW+/pV(v-n)dA=0
w A dr Jw A

il risultante delle forze agenti sul volume di controllo, somma delle forze di
massa e delle forze di superficie, ¢ uguale alla somma della variazione nell’u-
nita di tempo della quantita di moto del volume di controllo e del flusso totale
di quantita di moto attraverso la superficie di controllo.

9.32 Un aereo viaggia a velocita costante V. Quali sono le condizioni al
contorno in corrispondenza della parete esterna dell’aereo e a notevole distanza
da esso (a) in un sistema di riferimento solidale con la superficie terrestre e (b)
in un sistema di riferimento solidale con I’aereo?
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P
pPi h /V
y‘y b
‘L
— —> —> —>
X \%4

Analisi (a) In un sistema di riferimento solidale con la superficie terrestre, in
corrispondenza della parete esterna dell’aereo, per la condizione di aderenza,
I’aria si muove con la stessa velocita della parete e, pertanto, ¢ ovunque v = V.
A notevole distanza dall’aereo, I’aria ¢ in quiete e, pertanto, ¢ v = 0.

(b) In un sistema di riferimento solidale con I’aereo, la parte esterna dell’aereo
¢ ferma e dunque, sempre per la condizione di aderenza, anche 1’aria a contatto
con essa, per cui ¢ v = 0. A notevole distanza dall’aereo, I’aria si muove verso
I’aereo con velocita uguale e opposta a quella dell’aereo e, pertanto, e v = —V.

Discussione Per la condizione di aderenza, qualunque sia il sistema di riferi-
mento scelto, in corrispondenza di una parete solida il fluido deve assumere la
stessa velocita della parete.

9.33 Cosa sono le equazioni costitutive? In quali equazioni della meccanica
dei fluidi vengono usate?

Analisi Le equazioni costitutive sono relazioni che esprimono le componenti
del tensore degli sforzi in funzione delle componenti della velocita e della pres-
sione. Esse vengono usate nell’equazione di Cauchy per rendere determinato
il problema della risoluzione di un campo di moto.

9.34 Qual ¢ la differenza principale tra fluidi newtoniani e fluidi non newto-
niani?

Analisi Per i fluidi newtoniani lo sforzo tangenziale ¢ proporzionale alla velo-
cita di deformazione angolare. Per i fluidi non newtoniani il legame tra sforzo
tangenziale e velocita di deformazione angolare & non lineare. La maggior par-
te dei fluidi di comune impiego, come 1’aria e altri gas, I’acqua, il kerosene, la
benzina e altri derivati del petrolio, sono fluidi newtoniani.

Discussione Le equazioni di Navier-Stokes valgono solo per i fluidi newto-
niani. Equazioni analoghe per fluidi non newtoniani potrebbero essere ricavate
dall’equazione di Cauchy, introducendo in essa gli appropriati legami costituivi
non lineari.

9.35 Definire i fluidi viscoelastici, pseudoplastici, dilatanti e alla Bingham.

Analisi Un fluido viscoelastico ¢ un fluido che ritorna (parzialmente o total-
mente) alla sua forma originale dopo che lo sforzo applicato viene rimosso.
Un fluido pseudoplastico € un fluido che al crescere della sollecitazione diven-
ta meno viscoso. Un fluido dilatante & un fluido che diviene tanto pil visco-
so quanto piu ¢ sollecitato. In un fluido plastico alla Bingham & necessario
superare uno sforzo di soglia perché esso cominci a scorrere.

9.36 Tra due lastre piane parallele, di larghezza b = 0,75 m e lunghezza
L = 1,5 m, distanti 7 = 2,5 mm, scorre olio motore alla temperatura di
60 °C (p = 864 kg/m> e u = 72,5 x 1073 Pa - s). Allo sbocco la pressione
relativa ¢ nulla, mentre all’imbocco ¢ pari a 1 bar. Noto il campo di velocita
(vedi problema 9.16), calcolare la portata e il numero di Reynolds, usando
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come dimensione caratteristica la distanza £, e stabilire se il moto € laminare o
turbolento.

Analisi 11 campo di velocita ¢ definito dalle equazioni

1 dp

2
vy = o E(y — hy) vy =0

Essendo il gradiente di pressione

d A A 0 — 100000
e _op _oP T 66700 N/m3
dx Ax L 1,5
la portata risulta
h h
1 d 1d 1 1
Q=f v dA = 2——p<y2—hy>bdy=——”b [—y3——hy2] =
A 0o 2u dx 2udx |3 2 0
1 d 66700 x 0,0025% x 0,75
- Py, X X 0,898 1/s
12 dx 12 x 72,5 x 10-3
Essendo la velocita media
0,898 x 1073
_ 2 x — 0,479 m/s

~ kb 0,0025 x 0,75
il numero di Reynolds risulta

_ pVh 864 x 0,479 x 0,0025
oo 72,5 x 1073

Re = 14,3

e, pertanto, il moto ¢ laminare.

9.37 Si consideri il campo di velocita di un moto permanente bidimensionale
di un fluido incomprimibile

V= (vx,vy) =(ax+b)i+ (—ay+0o)j
con a, b e c costanti. Esprimere la pressione in funzione di x e y.
Analisi 11 campo di velocita soddisfa I’equazione di continuita 9.60a perché

v | vy
ax ay

=a—a=0

La componente in direzione x dell’equazione di Navier-Stokes, espressa dalla
9.60b, essendo nullo il termine della gravita per ipotesi, nulle le derivate rispet-
to a z perché il moto & bidimensionale nel piano xy e nulla la derivata rispetto
al tempo perché il moto ¢ permanente, risulta

JVy 0vy ap Bzvx Bzvx
e -t +
P <vx ax ay ) ax M\ ax2 dy?2

ovy

ax

Essendo
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0y _
ay -
sono nulle anche le derivate seconde, per cui
ap
I = —p[a(ax + b)] = —pa(ax + b)

Analogamente, in direzione y vale la 9.60c che diviene

vy vy ap v, 3%vy
p(vx dx + oy 8y>_ 8y+M 0x2 + ay?

Essendo
vy
22—
0x
¢ 0
v
Y g4
dy

sono nulle anche le derivate seconde, per cui

ap
Foi —p[ —a(—ay + ©)] = pa(—ay +¢)
Perché sia fisicamente possibile, il campo di pressione p(x, y) deve essere
espresso da una funzione regolare, cio¢ infinitamente derivabile rispetto a x e
a y, in quanto non possono esserci discontinuita in p né nelle sue derivate. Se
questa condizione ¢ verificata, I’ordine di derivazione ¢ ininfluente (Fig. 9.30).
Poiché le derivate miste delle due relazioni

#p _ 2 () _,
axdy  ox \dy/)

?p 0 [(op) _ 0
dyox 9y \ox/)
risultano uguali, la condizione ¢ soddisfatta. Ne consegue che il campo di

velocita assegnato é fisicamente possibile. Per il calcolo della p(x, y), I'inte-
grazione parziale della

d
P _ —pa(ax + b)
0x

fornisce

1
p(x,y) = —pa <§ax2 + bX> +g(»)

nella quale, essendo I’integrazione parziale, invece di una costante ¢ stata ag-
giunta una funzione arbitraria dell’altra variabile y. Derivando rispetto a y ed

uguagliando alla
dap
— = pa(—ay +c¢)
dy
si ha
§'(y) = pa(—ay +c¢)

Copyright © 2011 The McGraw-Hill Companies, S.r.1.



Meccanica dei fluidi - 2% ed. - Soluzione dei problemi

Equazioni indefinite del moto dei fluidi

375

dalla quale, integrando rispetto a y, si ottiene
1 2
gy)=pal-zay"+cy)+C

nella quale C ¢ una costante di integrazione arbitraria. Sostituendo nella espres-
sione di p, si ha infine

1 1
p(x,y) =—pa <§ax2 +bx) + pa <—§ay2 + cy) +C =

1 2 1 2
= —pa Eax +bx+§ay —cy|+C=

= —pa |:%a <x2+y2) + bx —cy] +C

9.38 Si consideri il moto permanente bidimensionale di un fluido viscoso
incomprimibile che scorre per gravita, in regime laminare, tra due lastre piane
verticali indefinite, distanti 4. Non essendovi applicato alcun gradiente di pres-
sione esterno, all’interno del campo di moto la pressione ¢ ovunque costante
per I’equilibrio tra la forza di gravita e le forze viscose. Calcolare il campo di
velocita e tracciarne il profilo, utilizzando opportune variabili adimensionali.

Analisi Seguendo la procedura indicata in Fig. 9.31, si ha:

Fase 1 Definizione del problema e della geometria: vedi figura.

Fase 2 Posizione delle ipotesi e delle condizioni al contorno. Ipotesi: 1. Il moto
¢ bidimensionale nel piano xz, per cui vy, = 0. 2. La velocita ¢ diretta ovunque
come I’asse z, per cui vy = 0. Condizioni al contorno: essendo hy = h/2 il
semispessore della corrente, perx = —hgeperx = hysihavy, =vy =v, =0
(condizione di aderenza).

Fase 3 Semplificazione delle equazioni. Siha v, = 0 per I'ipotesi 2 e vy =0
per I'ipotesi 1, per cui I’equazione di continuita 9.60a diviene

v,

0z
Ne deriva che v, non ¢ funzione di z. In altre parole, il profilo di velocita ¢ lo
stesso per qualunque valore di z, cio¢ il moto ¢ uniforme. Per I’ipotesi 1, v,
puo essere, quindi, funzione solo di x. Le equazioni di Navier-Stokes 9.60b e
9.60c nelle direzioni x e y, essendo ovunque v, = vy, = 0 ed agendo la gravita
solo in direzione z, sono identicamente soddisfatte (tutti 1 termini sono nulli in
entrambe le equazioni). In direzione z, 1a 9.60d

=0

ap %v,  9%v.  9%v,
= -—+ -+ -+ '
P8z = 5, TH < ax2 a2 a2
essendo dv,/dr = 0 perché il moto ¢ permanente, vy = v, = 0 per le ipotesi
2el,0v,/0z=0 ger la continuita, dp/dz = 0 perché la pressione ¢ ovunque
costante e 82v./dy? = 9%v,/9z> = 0 perché v, & funzione solo di x, diviene

8%,

+uE=0
P8z M8x2
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e, essendo g, = —g e v, funzione della sola x per cui la derivata parziale
coincide con la derivata totale,

d*v; _ P8
dx2

Fase 4 Risoluzione delle equazioni differenziali. Integrando due volte, si ha

v, = 5—ix2+C1x+C2

Fase 5 Applicazione delle condizioni al contorno. Applicando le condizioni al
contorno definite nella fase 2, si ha: per x = —hy

0= g—g(—hoz +Ci(=hy) + C
"w

eperx = hy
0=25124 iy +Cy
2u
da cui
—%h%
21

Quindi, la legge di distribuzione della velocita tra la parete e la mezzeria ¢

C]=0 Cz:

— %xZ _ %hf = %(XZ _ h%)
21 21 21
Essendo ovunque —hg < x < hg, v; € ovunque negativa, cioe diretta verso il
basso.

Fase 6 Verifica dei risultati. Partendo dai risultati ottenuti si puo verificare che
le equazioni differenziali e le condizioni al contorno sono soddisfatte. La legge
di distribuzione della velocita, scritta in forma adimensionale, ponendo

PR o o ZH:
hs o opg h%
0,0 ..
;. diviene )
z * %2
s ! v, =x 1
Discussione La legge di distribuzione della velocita ¢ identica a quella trovata
y nell’esempio 9.10
~04 NG
\/
in cui un film di olio di spessore A, scorre per gravita su una parete piana ver-
—0.6 ticale indefinita. L'unica differenza ¢ la posizione dell’origine dell’asse &, che
\ nell’esempio 9.10 ¢ sulla parete, invece che sulla superficie libera, dove & = h;
08 \, e, quindi, £* = 1. Effettuando il cambio di origine si ha £* = 1 —x™*, per cui la
—— parete \\, legge di distribuzione della velocita del problema 9.10, nel riferimento adottato
I per questo problema, diviene
-10 ==
mezzeria — VI=EET - =0 -xH[(1-xH-2] =
“12 I — (1 =x"?2 =20 —x") =x2—1
-10 -08 -06 —-04 —-02 00

Xk cioe identica a quella sopra ottenuta.
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9.39 Con riferimento al problema precedente, scrivere un’espressione della
portata per unita di profondita in funzione di p, u, h e g. Confrontare il risultato
con quello dell’Esempio 9.10 in cui il fluido, a parita di tutto il resto, scorre
su una lastra verticale con una superficie libera al posto della seconda lastra.
Discutere le differenze, fornendone una spiegazione fisica.

Analisi Con riferimento al problema precedente, la portata per unita di profon-
dita si calcola per integrazione del profilo di velocita

ks hs pg pg | x* "
q:/ vzdx:/ —(xz—hf)dx:— ——hfx =
—hy —hy 2/1 2,u 3 e

h3 h? 4
_ P8 —s—hf—i——s—h? :_p_g_hgz_p_gh3
2u\ 3 3 213 12pn

Il segno negativo dipende dall’aver assunto il verso verticale positivo verso
I’alto, mentre il moto risulta diretto verso il basso. Analogamente, integrando
il profilo di velocita dell’esempio 9.10, relativo ad un film di olio di spessore /4
pari al semispessore della corrente del problema precedente, la portata risulta

s " pg pg | x* "
q= / v dx = / —x(x —2hg)dx = — | — — xzhs =
0 0o 2u 2pn | 3

0

h3 2

_Prg —‘Y—h§—0+0 =—%—h§=—%h§
2u \ 3 : 2u3 3u

Come gia rilevato nella discussione del problema precedente, il profilo di velo-
cita dell’esempio 9.10 ¢ identico al profilo relativo alla meta del campo del pro-
blema precedente. Pertanto, la portata dell’esempio 9.10 ¢ esattamente uguale
alla meta di quella del problema precedente.

9.40 Si consideri il moto permanente laminare di un fluido incomprimibile
newtoniano in una tubazione circolare infinitamente lunga di diametro D incli-
nata di « rispetto all’orizzontale. Il fluido si muove solo per gravita, non es-
sendovi applicato alcun gradiente di pressione (dp/dx = 0). Scelto un sistema
di riferimento avente 1’asse x coincidente con 1’asse della tubazione, positivo
nella direzione del moto, scrivere un’espressione per la componente v, della
velocita in funzione della distanza r lungo il raggio e degli altri parametri del
problema e calcolare la portata e la velocita media.

Analisi Seguendo la procedura indicata in Fig. 9.31, si ha:

Fase 1 Definizione del problema e della geometria: vedi figura.

Fase 2 Posizione delle ipotesi e delle condizioni al contorno. Ipotesi: 1. La
velocita ¢ diretta ovunque come I’asse x, per cui la componente radiale v, ¢
ovunque nulla. 2. II campo di moto ¢ a simmetria assiale, per cui la com-
ponente vy = 0 e tutte le derivate parziali rispetto a & sono anch’esse nulle.
Condizioni al contorno: perr = R, v = 0; per r = 0, per la condizione di
simmetria la velocita ha un massimo, per cui dv, /dr = 0.

Fase 3 Scrittura e semplificazione delle equazioni differenziali. Essendo v, =
0 per Iipotesi 1 e dvy /960 = O per I'ipotesi 2, I’equazione di continuita 9.61a

10(rv,) n 10(vg)  Ouy
r or r 00 0x

=0
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diviene
vy

0x

Ne deriva che v, non ¢ funzione di x. In altre parole, il profilo di velocita ¢
lo stesso per qualunque valore di x, cioe il moto ¢ uniforme. Pertanto, v, puo
essere funzione solo di r. In direzione x, la 9.61d

p <8vx n 8& Vg 0y Bvx> B

Fr R

T TI e
_ op 10 ( dv, 1 0%,  0%v,
= PEx 8x+u|:r3r(r8r>+r2892+8x2

essendo dv, /9t = 0 perché il moto & permanente, v, = vg = 0 per le ipotesi
1 e?2, dv,/dx = 0 per la continuita, 8%v, /96> = 8%v,/9x> = 0 perché v,
¢ funzione solo di r e dp/dx = 0 perché il fluido si muove solo per gravita,

diviene
0— n 10 0Vy
T PExTH ror d ar

e, essendo g, = gsena e v, funzione solo di r per cui la derivata parziale
coincide con la derivata totale,

1d dvy pg sena
—_— r [ —
rdr w

=0

dr

Tutti i termini della 9.61b e della 9.61¢ sono nulli.

Fase 4 Risoluzione delle equazioni differenziali. Integrando una prima volta, si
ha )
dv seno r
pdve __pgsenar?
dx 7 2
in cui C; & una costante. Dividendo ambo i membri per r e integrando una
seconda volta, si ottiene

pgsena ,
-
4u

Vy =

+Cilnr +Cy

in cui C3 ¢ una seconda costante di integrazione.
Fase 5 Applicazione delle condizioni al contorno. Per r = 0, dalla prima

relazione si ha
dvy

,
dx

da cui C1 = 0. Alla parete, per r = R, si ha

=0+C =0

sen o
v =P8R 0 =0
du
da cui sena
Cy = _,og R2
du

Quindi, la legge di distribuzione della velocita ¢

_ pgsena

R2 _ 2
m ( ro)

Ux
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cioe parabolica, come nell’esempio 9.11.
Fase 6 Verifica dei risultati. Partendo dal risultato ottenuto si puo verificare
che le equazioni differenziali e le condizioni al contorno sono soddisfatte. Per
integrazione del profilo di velocita, si ha

R
Q:/vdi:/ —pgsena(Rz—rz)andr:
A 0o 4u

> 4R
TPg sen o |:R2r r :| TPE Sen o
2 4

=2 T R
21 81

per cui la velocita media, pari al rapporto tra la portata e I’area della sezione
trasversale, risulta

V= g _ n,ogsenaR4 1 _ pgsenaR2
A 8 7 R2 8u

Riepilogo

9.41 Perché I’ipotesi di fluido incomprimibile e I’approssimazione di tempe-
ratura costante vanno spesso insieme?

Analisi L'ipotesi di fluido incomprimibile comporta che la densita si man-
tenga costante, il che, a sua volta, significa che non ¢ possibile tener conto
delle conseguenze che una variazione di temperatura ha sulla densita stessa.
Pertanto, ipotizzare che la densita sia costante comporta che sia tale anche la
temperatura.

9.42 Per ciascuna delle seguenti equazioni, dire come viene chiamata, quali
sono le ipotesi di base e qual ¢ il significato fisico:

ap .
(a) §+V~(pv)_0

ad
) S (V) + V- (V@) = pg+V -0y

dv 2
(c) p5=pg—Vp+uV \4

Analisi (a) Equazione di continuita. Esprime la legge di conservazione della
massa in forma indefinita.

(b) Equazione di Cauchy o equazione della quantita di moto in forma indefini-
ta. Esprime la seconda legge di Newton per il generico elementino infinitesimo
di fluido.

(c) Equazione di Navier-Stokes. E’ I’espressione che assume 1’equazione di
Cauchy per i fluidi newtoniani, cioé per i fluidi per i quali vale la proporziona-
lita tra sforzo tangenziale e velocita di deformazione angolare.

9.43 FElencare le fasi della risoluzione delle equazioni di Navier-Stokes e
dell’equazione di continuita.
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Analisi Nella procedura usata per la risoluzione delle equazioni di Navier-
Stokes e dell’equazione di continuita possono essere individuate sei fasi:

Fase 1 Definizione del problema e della geometria, identificando tutte le di-
mensioni e i parametri significativi.

Fase 2 Posizione delle ipotesi e delle condizioni al contorno, introducendo le
ipotesi, le approssimazioni, le semplificazioni e le condizioni al contorno pil
appropriate.

Fase 3 Scrittura e semplificazione delle equazioni differenziali, semplificando
quanto piu possibile le equazioni.

Fase 4 Risoluzione delle equazioni differenziali, integrando le equazioni e in-
troducendo una o pit costanti di integrazione.

Fase 5 Applicazione delle condizioni al contorno per determinare le costanti.
Fase 6 Verifica dei risultati.

Discussione Non sempre 1’ordine delle varie fasi ¢ quello sopra riportato. Per
esempio, quando le equazioni vengono risolte numericamente, le condizioni al
contorno vengono applicate prima dell’integrazione delle equazioni.

9.44 Assumendo che siano note le opportune condizioni al contorno e le
proprieta del fluido, specificare quale delle affermazioni seguenti ¢ vera o fal-
sa, giustificando la risposta:

(a) nel moto di un fluido incomprimibile con proprieta costanti ci sono, in ge-
nerale, quattro incognite;

(b) nel moto di un fluido comprimibile ci sono, in generale, cinque incognite;
(¢) nel moto di un fluido incomprimibile, I’equazione di continuita e I’equa-
zione di Cauchy sono sufficienti per calcolare tutte le incognite;

(d) nel moto di un fluido incomprimibile newtoniano con proprieta costanti,
I’equazione di continuita e 1’equazione di Navier-Stokes sono sufficienti per
calcolare tutte le incognite.

Analisi (a) Vero. Le incognite sono la pressione p e le tre componenti della
velocita vy, vy € v;.

(b) Falso. Nel moto di un fluido comprimibile sono incognite la pressione p,
le tre componenti della velocita vy, vy € v, € la densita p, a sua volta funzione
della temperatura T'. Le incognite sono percio sei (p, vy, vy, vz, p € T).

(c) Falso. Nell’equazione di Cauchy figurano le componenti incognite del ten-
sore degli sforzi, che devono essere scritte in funzione della pressione e della
velocita utilizzando le equazioni costitutive del fluido.

(d) Vero. Nel moto di un fluido incomprimibile con proprieta costanti le inco-
gnite sono la pressione p e le tre componenti della velocita vy, vy e v;. Per-
tanto, I’equazione di continuita e I’equazione di Navier-Stokes sono sufficienti
per calcolare tutte le incognite.

9.45 Risolvere I’Esempio 9.10, ipotizzando che la parete si muova verso 1’al-
to con velocita V e controllare che i risultati, per V = 0, coincidano con quelli
dell’esempio. Adimensionalizzare le equazioni, come nell’esempio, introdu-
cendo numero di Froude e numero di Reynolds, e riportare su un grafico, com-
mentando i risultati, v,* in funzione di x* per Fr = 0,5 e Re = 0,5; 1,0 e
5.,0.

Analisi I’esempio 9.10, considera il moto laminare, piano e permanente di un
film di olio incomprimibile, di spessore %, che scorre per gravita su una parete
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piana verticale indefinita. La pressione risulta uguale a quella atmosferica in
ogni punto del campo, mentre la velocita ¢ diretta ovunque verticalmente e
varia con la distanza x dalla parete con la legge parabolica

v, = %x(x —2h)

essendo p la densita e p la viscosita del fluido. Nel problema in esame, sono
diverse solo le condizioni al contorno in corrispondenza della parete dove, al
posto di v; = 0, si ha v, = V. Pertanto, ¢ valida la legge di distribuzione di
velocita dell’esempio 9.10

= %x2

+ Cix + Co
2p

Uz

nella quale appaiono ancora le costanti di integrazione da determinare in base
alle condizioni al contorno.
Fase 5 Applicazione delle condizioni al contorno. Per x = 0, si ha

v, =04+0+Cr=V

dacui C, = V. Per x = h, cioe sulla superficie libera, lo sforzo tangenziale &
trascurabile e, pertanto, per la legge di Newton, il gradiente di velocita ¢ nullo,
come nell’esempio 9.10. Per cui

0
v P8, Ly
ox 7

da cui
_rg,
%

Quindi, la legge di distribuzione della velocita ¢

C =

b8

vZ=2M

xz—p—ghx+V=—'0—gx(x—2h)+V
jz 21

Essendo ovunque x < A, il primo addendo di v, ¢ negativo e il secondo posi-
tivo. Quindi, almeno in una porzione del campo di moto la velocita ¢ diretta
verso 1’alto.

Fase 6 Verifica dei risultati. Partendo dai risultati ottenuti si puo verificare
che le equazioni differenziali e le condizioni al contorno sono soddisfatte. La
legge di distribuzione della velocita, scritta in forma adimensionale, ponendo
x*=x/hev}] = 2uv, /pgh?, diviene

2u V2 Fr?
vF = X (x* —2)+p%g—h = x*(x* —2)+2R—re

Discussione Per qualunque valore di Fr e di Re il profilo di velocita ha pen-
denza nulla in corrispondenza della superficie libera. Se V ¢ sufficientemente
elevata, la portata defluisce verso 1’alto.

9.46 Con riferimento al problema precedente, esprimere la portata per unita
di profondita Q/L del film di olio che scorre sulla parete, in funzione della ve-
locita V della parete e degli altri parametri del problema. Quanto deve valere la
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velocita V, in funzione di p, u, h e g, perché tale portata sia nulla? Quanto vale
V per un film di olio di spessore 5,0 mm con p = 888 kg/m> e 1 = 0,80 Pa-s?

Analisi Integrando il profilo di velocita, la portata per unita di profondita risulta

h h
Q_ vzdxzf ['O—gx(x—2h)+V:|dx=
L 0 0o L2n

h
2
2
— |28 (2 2] v :——%h3+Vh:h<—%h2+V)
2u \ 3 0 321 3u

Affinché la portata sia nulla deve, pertanto, essere Vy = pgh2 /31 e, per un
film di olio di spessore 5,0 mm con p = 888 kg/m> e u = 0,80 Pa - s,

rg o 888 x9,81 5
Vo= P8p2 = 222X 200 6.005% = 0.0907
0=3, 3x0.80 m/s

Discussione Per V. > Vj la portata netta, cioe la differenza tra la portata di-
retta verso 1’alto, in prossimita della parete, e quella diretta verso il basso, in
prossimita della superficie libera, & positiva, cio¢ la portata diretta verso I’alto ¢
maggiore di quella diretta verso il basso. L’ opposto si ha per valori di V minori
di V.

9.47  Si consideri il campo di velocita di un moto permanente tridimensionale
V= (Vx, Vy, V) = (cz)cz2 —by)i+cxyzj+ (dz3 + exzz) k

con a, b, ¢, d ed e costanti. In quali condizioni il fluido si comporta come
incomprimibile? Quali sono le dimensioni fondamentali delle costanti?

Analisi Affinché il fluido si possa considerare incomprimibile, deve essere
soddisfatta I’equazione di continuita nella forma 9.18

dvy  dvy  dv,
ax ay 9z

=0

in qualunque punto del campo di moto, cio¢ per qualunque valore di x, y, z.
Per cui, deve essere

az* + cxz +3dz? +2exz =0
che puo essere scritta anche come
(a+3d)z2> + (c +2e)xz =0
dacuia = —3d e ¢ = —2e. Nella relazione che rappresenta il campo di

velocita, ciascun termine deve avere le dimensioni di una velocita (lunghezza
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su tempo, cioe [L - T_l]), per cui

[a] = xLzz] —[LT L] =L T
[b] = 5] et = [T

(] = i} LT L] 2 L2 T
@ =[%] = r )=y
[e] = XLZZ] LT L] =L T

9.48 Scrivere ’equazione di Navier-Stokes per un liquido incomprimibile
in quiete. La gravita agisce in direzione —z. Partendo dalla forma vetto-
riale dell’equazione di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile, spiega-
re perché alcuni termini possono essere trascurati e scrivere la forma finale
dell’equazione.

Analisi I’equazione di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile 9.59

dv 5
pZ=pg—Vp+MVV

per un liquido in quiete, essendo v = 0 ovunque e g = —gk, diventa
Vp = —pgk

che, essendo I’asse z verticale e diretto verso 1’alto, mostra come la pressione
in un fluido in quiete aumenti verso il basso, cio¢ al diminuire della quota, e
sia costante in tutti i punti posti alla stessa quota.

9.49 Scrivere 1’equazione di Navier-Stokes per un liquido incomprimibile
accelerato come un corpo rigido in una direzione arbitraria. La gravita agi-
sce in direzione —z. Partendo dalla forma vettoriale dell’equazione di Navier-
Stokes per un fluido incomprimibile, spiegare perché alcuni termini possono
essere trascurati e scrivere la forma finale dell’equazione.

Analisi L equazione di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile 9.59

dv 5
pz=pg—Vp+uV v

per un liquido che si muove come un corpo rigido, essendo V2v = 0, perché
sono nulli gli scorrimenti relativi all’interno del volume, e g = —gk, diventa

Vp+ pgk=—pa

nella quale a ¢ 1’accelerazione a cui ¢ sottoposto il fluido.

Publishing Group Italia, Milano

@/a’
articella

p
di fluido

superficie
libera

rg




384 Capitolo 1

Y. Cengel, J. Cimbala - per I’edizione italiana G. Cozzo, C. Santoro

.

4| v, y ——
—- [ ¥ ‘
i

»| hy - hy

9.50 In corrispondenza di un brusco restringimento, 1’altezza di un campo di
moto permanente bidimensionale di un fluido incomprimibile, simulato nume-
ricamente, varia da 71 = 120 mm a h» = 46 mm. Nella sezione di ingresso
la velocita, distribuita uniformemente, € V| = 18,5 m/s. Per la risoluzione
numerica delle equazioni ¢ necessario specificare il valore della funzione di
corrente sul contorno del dominio. Posto ¥ = 0 in corrispondenza della parete
inferiore, determinare il valore da assegnare a i sulla parete superiore, sulla
sezione sinistra e sulla sezione destra del contorno.

Analisi Nel moto permanente bidimensionale di un fluido incomprimibile, la
portata per unita di larghezza ¢ pari alla differenza tra i valori ¥ e ¥; che la
funzione di corrente assume, rispettivamente, sulle pareti superiore e inferiore.
Di conseguenza, la velocita media ¢ pari al rapporto tra tale differenza e la
distanza tra le pareti, per cui, nel tratto a monte del restringimento si ha
Vi = l/fx - Wi
hi
da cui
Vs = Yi + Vih =0+ 18,5 x 0,120 = 2,22 m*/s

Essendo la velocita uniformemente distribuita, i varia linearmente nella dire-
zione ortogonale alle linee di flusso, per cui sulla sezione sinistra ¢

ws — 1//1'
Vsin=VYi+ ——y=vitViy= 18,5y
1
relazione che puo essere scritta direttamente integrando la prima delle 9.20, per
la quale si ha vy, = Vi = 9v¢/dy. Nella sezione destra del contorno, suppo-
nendo che essa disti dal restringimento tanto da poter ritenere che la velocita
sia distribuita uniformemente, per la conservazione della massa si ha

V=M g5 < 120 _ugs /
= el , D X = , Oom/s
2T, 46

e, pertanto, in tale sezione

Ydes = Vi + Voy =483y

9.51 All’interno di una tubazione di diametro D e lunghezza L, inclinata di
a sull’orizzontale, defluisce acqua in moto permanente, in regime laminare.
Nelle sezioni di ingresso e di uscita € p; = pa = pg, per cui ’acqua si muove
solo per effetto della gravita. Assunto un sistema di riferimento avente I’asse
x coincidente con 1’asse della tubazione, scrivere un’espressione della velocita
media V in funzione dei parametri assegnati p, g, D, Az, u e L, utilizzando
I’approccio globale, e confrontare il risultato con quello ottenuto nel problema
9.40 usando I’approccio differenziale. Utilizzando 1’analisi dimensionale, scri-
vere un’espressione adimensionale per V in funzione degli stessi parametri e
mettere i gruppi I1 in relazione tra loro in modo da avere un’espressione che
corrisponda all’espressione analitica esatta.

Analisi Con I’approccio globale, per la 5.108, tra la sezione 1 di ingresso e la
sezione 2 di uscita, si ha

V2 V2
a+ 2 vl =+ B ya 2 4 am
pg 2g g 2g
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relazione che, essendo p; = p» = 0e V] = Vo, = V perché la sezione
trasversale € costante, diviene

V2
—p=AH;=JL=>——L
1 —22 d 24D
In regime laminare si ha A = 64/Re, per cui
V2 64 V2 321V
Z71—22=2»x L="" ==

2¢D pVD 2¢gD pgD?

dalla quale, essendo z; — zp = L senc,

_pgD*zi—zm pgsena
32w L 32u

Vv

e, introducendo il raggio R = D/2,

_ pgsena R?

14
8u

espressione identica a quella ottenuta nel problema 9.40, usando 1’approccio
differenziale.

Utilizzando 1’analisi dimensionale, poiché V & funzione di p, g, D, z1 — 22, i
ed L, nel problema ci sono 7 parametri. Essendo le dimensioni fondamentali
tre (M, L, T), i parametri IT sono 7 — 3 = 4. Scegliendo le variabili ripetute
p, g e D,igruppi I risultano

I \%4
=
gD
I pD./gD
, = PEVEZY
"
71 — 22
M =
3 D
L — L
‘=D

e la relazione finale

’

w D’

\% y pD/gD 71 —22 L
VgD D

I gruppi ottenuti possono essere combinati tra loro per ottenere una relazione
dalla struttura analoga a quella della relazione prima ottenuta, se si scrive

I, 11
M, = 2113
3211y
che equivale a
\% _ ipD«/gD 21 —122
JeD 32 L L

da cui
_ ,ogD2 71— 22 ,OgSenaD2

©32uL L 321
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che coincide con la relazione precedente. La forma finale della relazione, che
la sola analisi dimensionale non avrebbe consentito di ottenere, € stata ricavata
dal confronto con la relazione nota.

9.52 Scrivere la forma vettoriale delle seguenti equazioni:

(a) equazione di continuita per un fluido incomprimibile;

(b) equazione di continuita per un fluido comprimibile;

(c) equazione di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile.

Per ogni equazione non lineare, precisare quali sono i termini che la rendono
tale.

Analisi (a) L’equazione di continuita per un fluido incomprimibile
V-v=0

¢ lineare.
(b) L’equazione di continuita per un fluido comprimibile

ap

V. =0
8t+ (pv)

¢ non lineare. Il termine che la rende tale ¢ il secondo, che contiene il prodotto
del vettore velocita v e della densita p, variabile in quanto il fluido ¢, per ipo-
tesi, comprimibile.

(c) L’equazione di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile

dv 2
rm =pg—Vp+uv
t
¢ non lineare. Infatti, il termine dell’accelerazione totale dv/dt, che puo essere
scritto come
av
ot

contiene il prodotto della variabile v e delle sue derivate, cosa che lo rende non
lineare.

+(v-V)v

9.53 Su una parete piana, inclinata di « sull’orizzontale, un corpo di peso P
scivola, con velocita V, su un film sottile, di spessore &, di olio di viscosita .
Indicando con A I’area della superficie di contatto tra il corpo e il film di olio,
scrivere I’espressione analitica esatta dello spessore / incognito, in funzione
di V, P, A, @ e . Utilizzando 1’analisi dimensionale, ricavare un’espressione
adimensionale di / in funzione dei parametri assegnati e mettere i gruppi IT in
relazione tra loro in modo da ottenere I’espressione esatta.

Analisi Per I’equilibrio alla traslazione nella direzione del piano inclinato, deve
essere
Psena =1A

essendo 7 lo sforzo tangenziale che agisce sulla superficie di contatto del corpo
con I’olio, che per un moto alla Couette ¢ t = u(dv,/dy) = uV/h. Per cui,
si ha

_ nv _ uVA

h =
T P sena
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Utilizzando 1’analisi dimensionale, poiché A ¢ funzione di V, A, P, « e i, nel
problema ci sono 6 parametri. Essendo le dimensioni fondamentali tre (M, L,
T), i parametri IT sono 6 — 3 = 3. Scegliendo le variabili ripetute V, Ae P, i
gruppi IT risultano

e la relazione finale

h (uVVA
—==f |5

VA

I gruppi ottenuti possono essere combinati tra loro per ottenere una relazione
dalla struttura analoga a quella della relazione ottenuta prima, se si scrive
Iy

I, =
sen I13

che equivale a
h uVyVA 1
JA P sena
da cui
_ nVA
"~ Psena

9.54 L’intercapedine tra due lastre piane parallele orizzontali indefinite con-
tiene due liquidi non miscibili tra loro. La lastra inferiore ¢ ferma, mentre
quella superiore si muove con velocita costante V. A causa degli effetti viscosi
determinati dal moto della lastra superiore si genera un moto alla Couette. I
liquidi possono essere considerati incomprimibili e il loro moto permanente,
unidimensionale e laminare. In corrispondenza della lastra inferiore (z = 0) la
pressione vale pg. (a) Elencare le sei condizioni al contorno per la velocita e
la pressione. (b) Scrivere I’espressione della velocita, suddividendo il dominio
in due porzioni in corrispondenza dei due fluidi e esprimendo separatamente
v1(z), per il primo fluido, e v, (z), per il secondo. (¢) Scrivere I’espressione del
campo di pressione. (d) Ipotizzando che il fluido 1 sia acqua e il fluido 2 olio
motore, entrambi a 80 °C, e che sia iy = 5,0 mm, 7, = 8,0 mme V = 10,0
m/s, tracciare il profilo di velocita e discutere i risultati.

Analisi (a) Condizioni al contorno. Per la condizione di aderenza alle pareti,
siha: perz =0
v =0 (H

eperz=hy+ hy
v =V 2)
All’interfaccia, velocita e sforzo tangenziale sono uguali per ambedue i fluidi,
per cui per z = h
Uxl = Ux2 (3)
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dvyy dvyo
= p—— 4
e “)
In corrispondenza della lastra inferiore la pressione ha il valore assegnato, per
cuiperz =0

P1 = Ppo )

mentre all’interfaccia deve avere lo stesso valore per ambedue i fluidi, per cui
per z = hj
P1=p2 (6)

(b) Espressione della velocita. Seguendo la procedura di Fig. 9.31, si ha:
Fase 1 Definizione del problema e della geometria: vedi figura.
Fase 2 Posizione delle ipotesi e delle condizioni al contorno. Ipotesi: 1. Il moto
¢ bidimensionale nel piano verticale xz, da cui vy, = 0 e la velocita ¢ diretta
come 1’asse x, da cui v, = 0. 2. I fluidi sono incomprimibili e newtoniani, in
moto permanente laminare. 3. La pressione p ¢ costante con x. Condizioni al
contorno: vedi punto (a).
Fase 3 Semplificazione delle equazioni. Essendo vy, = v, = 0, I’equazione di
continuita 9.60a diviene

vy

ax

per cui v, non ¢ funzione di x. In altre parole, il profilo di velocita & lo stesso
per qualunque valore di x, cio¢ il moto & uniforme. Quindi, per I'ipotesi 1, vy
¢ funzione solo di z. Essendo dv,/d¢t = 0 per I’ipotesi di moto permanente,
dvy/dx = 0 per la continuita, vy, = v, =0, g =0, dp/dx = 0 per I'ipotesi 3
e 3%v,/dx? = 0 per la continuita, 1’equazione del moto 9.60b in direzione x

ad ad ad d
p<&+v dux vxw&):

U —
ar - Toax Y dy 9z
ap v, v, 0%uy
= -+ + +
Pox =5y TH ( dx2 0y2 972
diviene
d?v, B
dz?

in cui la derivata parziale ¢ diventata una derivata totale perché v, ¢ funzione
della sola z. Analogamente, 1’equazione 9.60d in direzione z, essendo I’asse z
positivo verso I’alto per cui g = —gk e g, = —g, diviene

dp
dz P8

in cui la derivata parziale ¢ diventata una derivata totale perché, per I’ipotesi 3,
p ¢ funzione solo di z.

Fase 4 Risoluzione delle equazioni differenziali. Integrando due volte la 9.60b
si ottiene

vy =Ciz+ Co @)

vy = C3z+Cy )
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valide rispettivamente nello strato di fluido 1 e nello strato di fluido 2, nel-
le quali Cq, C2, C3 e C4 sono delle costanti di integrazione. Analogamente,
integrando la 9.60d, si ha

p1=—p182+Cs 9
P2 =—mgz+Cs (10)

Fase 5 Applicazione delle condizioni al contorno. Dalle prime quattro condi-
zioni al contorno si ottiene il sistema di equazioni

C,=0
V=Cz3(h1 +hy) +Cy
Cihy = C3hy 4+ Cy
n1Cr = uaCs

la cui soluzione fornisce

= 2V
woh1 + pwihy

Cr=0
\%
C3 — 'ul—
woh1 + pwihy
hi — wih
C4=V<M2 1 — [ 1)
wahy + wiho
e, sostituendo nella (7) e nella (8),
oy =V
T el + puhy ©
\% hy — ui1h
vy = M +V<M21 o 1)2
m2hy + wiho m2hy + piho

= —————|u1(z = h1) + u2hy)
Hah +M1h2[ ! ]

(c¢) Espressione del campo di pressione. Dalle condizioni al contorno 5 e 6, si
ottengono le costanti

Cs = po
Ces = po — ghi(p1 — p2)
che introdotte, rispettivamente, nella 9 e nella 10 forniscono
P1 = po — p182
p2 = po — ghi(p1 — p2) — p282

(d) Distribuzione della velocita. Alla temperatura di 80 °C la densita e la vi-
scosita dell’acqua valgono, rispettivamente, p; = 972 kg/m> e ;1 = 0,355 x
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;14 1073 Pa - s. Alla stessa temperatura, per I’olio motore, si ha p, = 852 kg/m>
(mm) e o = 32,0 x 1073 Pa-s. Ambedue i profili di velocita, tracciati nella figura
a fianco, sono lineari. A causa dell’alta viscosita dell’olio motore, la velocita
10 . nello strato superiore ¢ praticamente costante.
olio motore
8 Discussione La distribuzione della pressione ¢ di tipo idrostatico perché p ¢
6 funzione lineare della sola z. Per la stabilita dell’equilibrio, il baricentro del
sistema deve essere quanto pill in basso possibile. Pertanto, lo strato superio-
4 acqua re deve essere pill leggero di quello inferiore. Quindi, I’olio motore, aven-
2 do densita minore di quella dell’acqua, si dispone superiormente e ’acqua
o inferiormente.
2 4 6 10 12
V (m/s)
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