


Matrici Prtogonali & Gearema Spectral
Def:[MATRICE ORTOGONAL) AcMCR) ORTOGONALE

Es *A =A" [i.e. "AA=Injo Sisarive AcO(n).

S: ORTOGONALE - INVERTIBILE
[On(R3)

⑮S:APPLICHIAMD BINET def (*A A) =det (In) =1
II = BINET

det (TA). det(A)
Siccome saprams or det (TA)

=det(A), allera det(A)=1

Allova det(A)=1 oppure det(A)=-2

Empi:
A = I

cos - Sin O

I A=)
cost sint

I1.
12)=1) sin Cost

S
-sink cost

-

Allone to matrici A di queste forma sono ortogonall



In effecti to low applicagneve linear associate
E Una ROTAZIONE NEL PIANO di un angolo F,

preserva qundi
le distange informs all'origine

e. (
cost sind

I A
-)

sin

IA=

sint-cost - cost

e ortogonale, pensqueste
volta lt-1
-

be sue applicagne
linears associate

rap presente Une
RIFLESSIONE DEL PAND rispetto

alle retta assaute per l'origine e dip

inclinagnose angelo
by rispetto and es.

I At 0(n) E) LAeuna ISOMETRIA di (R", <.,-
* PRODOTTO

SCALARE

· sioe *(A(n)s(A(a) -Du, STANDARD
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MR (V,q) Euclideo, dim(V)=n, allone to sequent
sow equivalent:
i). f e una ISOMETRIA di (Vig), nel sense

che g(u,v) = g(f(n),f(v)) Xu,vEV

ii). Der ogni base
ORTONORMALE EV., ...,Un

di (Vig), auche Gf(v), ..., f(u)} e
+FORTABAS ORTONORMAL IN BASI BORTONORMALE. ORTONORMALI

ii. Ilf(v)Ilg= IlvIlg treX

#Pl(V,q) Eudideo, dim(V)=n. B bose ORTONORMALEdV

invece I base di V. Allora:

2 BASE ORTONORMALEdr VES MB(Id
ORTOGONALE
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Bef: (V,9) Euclideo.
f-End(V) i defo AUTOAGGIUNTO (rispettag)
)

q(f(v),w) =g(r,f(w)) Erwer

If si dice auch simmetrico).

((V,g) Eudideo, dim (V) =n, fe End IV),
B base ORION.

Allora

f AutoAGGIrHtoE) MB (f)
eSIMMETRICA

LATO ENDOMORFISM " LATO MATRICI

i /qui er pir facile verifreare!)

Dim.:A:=MB(f). BORTONoRm -> MB(q) =In.
-

Abbiano visto dhe:
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q(f(v),w) =f(v). MB18).wd
= "A.r). In w

↓
tr. A. In w

IN GENERALE SE

* tr. A. tv.A.Wtv.A.W, OVESTO
W

NON IMPLICAAUTOMATICAM.

CHE A=A. PERO QUESTO

q(v,f(w) =tv. A.wIEVERD Fv,w-I
Allora
#w) =g(V, f(w)) E)

A =A => Asimmetrics

#
DEF E)MB/7) simmetrica

&eAUTOAGGIUNTO
⑧ QUIND POSSIAMO SCEGLIERE I VETTOR (V,w) CHEVOGLAMe,

IN PARTICOLARE SCEGLIENDO V=ei, W= ej
OHENIAMO

DALLEQUAZIONE CHE dij = Aji, QUESTO VALEF(xj)
=QUINDI A=A.
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Lemma-
① Valgene agreeice- II) HA n RARCI REA

Even mec, distrate]

② (V,g) Euclides, dim (V) =n, f AUTOAGGIUNTO

=>EfIH HA n RADICI REAL [mete]
Echians de D 2 &seno equivalenti per he prop.

precedente.
- -

--[IOREMA SPETRALEITEOREMA

[V,g) Eudide, dim IV) =n, f-
End (V) AUTOAGGIUNto

rispettenadate scale,getusB
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Dim.: per in degree su n.

Se n=1, allosa [V,] diagondizzaf UV,zV, quindi
possame seghiere B = =[ ily] ORTONoRm Q

I

Assumiamo ver I enunciate per n-1.

Ben is lemma soprar [il polin caratteristics ha in radici

realit allone exists almems UN AUTOVALORE R

Sia v il corrispendente autorettor [f(v) =Av]

Sia : =[*3 Calcoliamo: ↑ AUTOVETTORE 8)LEGGE:

NON 5010

uFaz:g(f(n),v) -g(n,f(v)=g(u,Xv)IANCHEORTOGON.
A V, mA

f AutoAGGiunto -xg(x,v) - & LA SUA

- IMMAGINE&

↳ f(u)

Abbiano attenuto de BILINEARTA percte ED
0 =Gv3

f(u)-
-7-



Lindi of porta rettoriertogondlia v in vettari

ertogandi a v, grindi fly:- is

Zwind flu -End(), Ricardians de lyeauch' esso

un prodotto scalare, quindi (VIr=, glu) e
uno

spagro
Euclides call fly ENDOMORFISM ANcoRt

AUTOAGGUNTO rispette a gls.
Allova

- sand dim(t) =n-1MA V = ⑰ I
dim= dim= dim =-

n
=1 +(n - 1)

&windi penipotes:induttiva, per
fr ENDoMoRFISM

AUTOAGGIUNTO di (V, g(u) di dim=n-1,
ESISTE

UNA BASE ORTONORMALE di U CHE BAGONIZZAfu
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queste base he camiano (V., ...,V- 3.

E allone has base di V che diegendizzaf
same data de:

SVe,........., Vn-3 I
Cor.: ASIMMETRICA - M(R). Allora 7C t0(n) take de
-

CA 2 =(...)
-

BAGONALE

In particler OGN, MATRICESIMMETRICA e DAGONAUZZABIE

Dim.: B base canonica di R", echianemente
-

OrtomomAlE rispette al prodotto
scale canonica.

Sccome A =MB(LA), allowe LAe AutoAdoluto (pede
per ipotesi A esimetrica). Re

il TEOREMA SPITALE

-

↳base BORTONORMALE che diagonalizer LA, cise take de:
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(MB(Id))A.M (Idet i diagenate
Siccome Be B somo beg ORTONORMAL,

(d)eORTOGONAIE Ree(seeestein
adange

2 A.C =).....) come volevas dimostrare
A.

⑭(V,g) Euclideo.f AutoAGolunto,sram xu dive-
autovaleri dof Bustint. Allowa

L'AutoSPAzlo e M SOM ORTOGONAU
RELATIVO a X 1

V,:=Ken(f-X. Idr)
/

Dim: Frek, kweV Prima osserviamo dhe:
- Me

xq(V,w) - g(Iv,wog(fIv), n) g(v, f(w) ig(vwNg(v,w)I I I
BILINEARITA AUTOVALOR

AUTOAGGIUNZIONEAUTOVALOR BILINEARITA
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Luindi Xg(V,a7=Mg(r,w), MA PER IPOTESI XEM, QUIND,

necessaraments, g(v,w)
=0.

I

S. Algoritmo per spag Euchdei(V,q)
can feEndIV)

Autoaggiunto, per trovare una base che

diagenalizza f:
STEP 1: Seegliere una base ORZonormal

aVASIAS di V.
-

Setiamo A: =ME(f), che SIMMETRCA per CROP.

STEP IT: Calcolax Rf (t):
=det(A-t.In) eR[t] can

-
RARCI DISTINTE X., ..., Inkmmt ma(Xk)

Rf(t) =(X,-t)mald?. .........(Xk-t)
- Il-



STEP 1: Der egn i
=1, ...

determinare une BASE

-

E Wisz, ---- Wi,mald: I sell' autospagno Vx;A

GEOMETRICA

Osservane de Malbi) - mg(bi) pencif eC
MOLTEPL.

diagonalizza bile per il
tecrema spettrale.

quester base si determina visolvendo

id Sistema Rincare:

(* = A:. n).* =8
STEP I: Per ogn i

=1, ---, ↳ APPLICHIAMO GRAM-SCHMIDT
-

ai rettori Wire, ... Wi,mgld er travam una

base ORTONORMAL [Vi,1, ..., K,mg(xi] di Vxi

~12-



SEP E:B: =SVs,1, . . . . . ., VK, mg(X)} e one base
-

ORTONORMALEdi (V,g) the DALGONAUZZA f.
(Renchpen la IROP precedentesappians de

Viet Yim Fi,e,jem).
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Example: come trovarein pra
trea una base

ortonormale che Diagonalize un
endomorficmo autoaggiunto-

A =(25) =Palt): =det(A-t.In)
163-z) =t2157+50
↓
= (t -10)(t -5)

zuindi gli autovatori
di A sano:

x, =10V
=Ker(A-10.22) =[()tR2)/="90(=18)}

b =5 -Vsker(A-5.22]Espand(alS-

GUARDIAMO
AGLI W
AUTOSPAZ

=((j)+R(,)(y) =183
E span ? (it3 - 14-



Luindi ora sappiamo che:I

· (?) i eautorettore rispette all'autovalre b,
=10

Auto VALORE(wire; (25)(2) =20-11) ( RELATINO

↑My
All'Autorettore

I (i)
A

AUTOVETTORE RELATIVO

ALL'AUTOVALOREX, = 10

· (-) Il'autorettores 11 xc=5

cise: (25)(i) =5.(i)
Guindi una base OREGONAl er data dagli
autovettori(pel IROt volta scarsa!)

Allone B =[(2), (4)3 BASEortog -> B=[r(z)]oE.
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La matrice del cambio di base de Ballen base

canonica ec =5)din) -⑰ORTOGONALE
-

EMFICARECHE C=C, cier

(ii)s(-2) = (di)
circ in altri termini de1 (ii) -2i) =(5) I

E quindi vale e'agnoglianga:
c. A.C =diagenae=( I)

zu pratica
(ii)(ii)(i) =(j)Il
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Controsemite al Forema spetrate per matrici
simmetriche complease [ANACLEREAU, come valede it tearema].

Considewamo A: =(2-1)tMc(K) SIMMETRICA COMPESSA, e rediame
che IN E DAGONAUEEABICE.

RA(t): =det(1
-
i
-x) =(1- x)(1+x)(-1) +(-1)- 1)

↓
=- 1 +x2+1 =x2 =[3P(A) =303

Consider ber(A-0.I2) =ken(A)
(x=0) =2

=[(i)((=-i)() =(8)3 =[(i,)/n,- k3=dim(Vo) = 111

Allora to spettro contrence in solo autorabre b =0,
mg(0)

can motteplicita algebrica male)=2 e motteplicita geometricar mg(0) =1
Zeindr abhramco dimostrate de male) I my 10), 0- Sp(A).
Pencio i) SECONDO CRITERL delle diagonaliggezreue la matrice A

per
HOW PUESSERE DIAGONAUZZABICEand seeSIMMETRICAA
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