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La parte del corso riguardante le equazioni differenziali non e richiesta
all’esame.

1 Equazioni differenziali - prime definizioni

Le equazioni differenziali sono uno degli strumenti principali utilizzati per mo-
dellizzare i fenomeni della Natura, nel senso pit ampio del termine. Le tro-
viamo in tutte le Scienze, principalmente nella Fisica, ma anche in ambito
economico, biologico, medico, sociale. Esse sono catalogabili in due tipi diver-
si: le equazioni differenziali ordinarie e le equazioni differenziali alle derivate
parziali. In queste note, tratteremo solo delle prime.

Consideriamo un’espressione del tipo

u = f(t,u), (1)

che chiameremo “equazione differenziale in forma canonica”, e iniziamo a spie-
garne il significato. Qui f ¢ una funzione continua definita su un sottoinsieme
aperto 0 di R x R¥, a valori in RV,

Definizione 1 Diremo che una funzione u : I — RN ¢ “soluzione di (1) in
17 se:

e [ ¢ un intervallo non degenere di R,
o (t,u(t)) € Q per ognit € I,

e u ¢ derwabile su I,

o u/'(t) = f(t,u(t)) per ognit € I.

Ricordiamo che



¢ il “vettore derivata” di w in t.! Spesso, pensando ai modelli della meccani-
ca, u(t) si pud interpretare come “vettore posizione al tempo t” e u/(t) come
“vettore velocita al tempo t”. Si chiama “orbita” della soluzione u : I — R¥Y
I'insieme immagine u(I) = {u(t) : t € I'}, mentre chiameremo “traiettoria” di
u il suo grafico {(t,u(t)) : t € I'}. Lo spazio RY si chiama “spazio delle fasi”.

Nelle applicazioni ci si trova spesso ad affrontare la ricerca di una soluzione
dell’equazione differenziale che soddisfi una “condizione iniziale” del tipo

U(to) = Ug -

Avendo in mente i modelli della meccanica, si dice che la “posizione” di u
“al tempo iniziale” tg e ug. Ci si trova cosi a dover risolvere il “problema di

Cauchy” ,
(PC) { u = f(t,u)

U(to) = Ug

dove f: Q CR x RY — R¥Y ¢ una funzione continua, e (g, up) € 2.

Definizione 2 Diremo che una funzione u : I — RN ¢& “soluzione del pro-
blema (PC)” se:

e [ ¢ un intervallo contenente al suo interno t,
e u ¢ soluzione di (1) in I,

® u(to) = Ug -
Risulta molto utile la seguente formulazione equivalente del problema.

Teorema 1 Una funzione u : I — RY ¢ soluzione del problema (PC) se e
solo se:

e [ ¢ un intervallo contenente al suo interno ty,
o (t,u(t)) € Q per ognit € I,

e u ¢ continua su I,

o u(t) =wuy+ fti f(s,u(s))ds per ognit € I.

Ricordiamo a questo proposito che lintegrale di una funzione a valori
vettoriali g : [a,b] — RY, con

9(t) = (91(t), ..., gn (1)),

/abg(t)dtz (/abgl(t)dt,...,/ang(t)dt> .

Esso ¢ quindi un vettore di R”.

¢ definito da

!Siano a = inf I e b=supI. Se a € I, allora u'(a) sara un limite destro. Similmente, se
b € I, allora u/(b) sara un limite sinistro.



Dimostrazione del Teorema. Dobbiamo dimostrare una doppia implicazione.
Se u ¢ una soluzione del problema (PC), allora

u@—wwzgw@wzlﬁ@mmw,

il che dimostra una delle due implicazioni.

Viceversa, se u € una funzione continua per cui si abbia

u(t) = g +/t f(s,u(s))ds,

si ha che u(ty) = up, e la funzione s — f(s,u(s)) ¢ continua. Quindi u ¢
derivabile, e si ha

W) =5 [ Slsu(s)) ds = fit.ut).

per ogni t € I. [ ]

Spesso le equazioni differenziali coinvolgono anche derivate di ordine piu
elevato. Un tipico esempio e dato dall’equazione di Newton F' = ma. In
questo caso, se z(t) denota la posizione di un oggetto di massa m al tempo t,
I’equazione si puo solitamente scrivere come

1
= —F(t xz,2).
~P(t,,a)
Qui F dipende dal tempo t, dalla posizione x e dalla velocita z’. Definendo
y=1a,u=(x,y),e f(t,u) = (y, %F(t, x,y)), equazione si puo scrivere come

=y
y = F(tx,y),

ossia v’ = f(t,u), che ne ¢ la forma canonica (1). Il problema di Cauchy in
questo caso avra una condizione iniziale del tipo z(ty) = zo, 2'(t0) = Yo-

In generale, un’equazione differenziale “di ordine n” si presenta nella forma

™ = g(t,z, 2, .. 2.

Essa puo essere ricondotta alla forma canonica (1), con u = (uy,us, ..., uy,),
ponendo

/ n—1
uy =, upg =2, ...y =2 f(tu) = (ug,us, ..., g(t g, U, . U)) -

Il corrispondente problema di Cauchy avra come condizioni iniziali

Zlf(t()) = o, ZE/(to) = X1, ... ,{E(n_l)(to) = Tp—1-
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2 Alcune semplici equazioni

Iniziamo a considerare il caso scalare N = 1: in generale, purtroppo, an-
che in questo caso “semplice”, trovare una soluzione esplicita di un’equazione
differenziale puo essere un’impresa senza speranza.

Consideriamo dapprima l’equazione differenziale
u' = a(t)u+b(t),

dove a,b : R — R sono due funzioni continue. Si parla in questo caso di
“equazione differenziale lineare”. Studiamo il relativo problema di Cauchy

{ u = a(t)u + b(t)
u(to) = Ug -
Notiamo che, se u € una soluzione, allora

d

2 [ue T O] — T Ot ) — altu(e) = e Ot

integrando su [tg, t],
¢
u(t)e” Jig ot} ds _ Uy = / e Jio ¥ “p(o) do
to

da cul ricaviamo la formula risolutiva

t t o
U,(t) _ efto a(s)ds (Uo ‘l‘/ eifio a(s)dsb(o_) dO') .

to

Ad esempio, il problema di Cauchy

uw = 3u + t?
u(0) =0,

ha come soluzione

t
:e3t/ e 0% do
0

1 2
(€ 1) — ¢ — Zt.

T o7 379

Analizziamo ora le “equazioni differenziali a variabili separabili”:
u' =e(t)g(u).

Qui g : J — R ha come dominio un intervallo J che contiene ug, ed e : Z — R
ha come dominio un intervallo Z che contiene ¢y3. Supponiamo inoltre g(u) # 0
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per ogni u nell’intervallo .J, per cui I’equazione si puo scrivere I’equazione nella

forma equivalente
wlt) _ e u

Come sopra, studiamo il relativo problema di Cauchy

{ o' = e(t)g(u)

U(to) = Ug,

Supponendo che u([t, t]) sia contenuto in J si puo integrare (2) su [to, t] e, con
un cambio di variabile, si ottiene

Se denotiamo con P : J — R una primitiva di 1/g, otteniamo
t
P(u(t)) = P(uo) —|—/ e(s)ds,
to

e siccome P & strettamente monotona (avendo derivata sempre diversa da
zero), possiamo scrivere

u(t) =P ! (P(uo) + /t e(s) ds).

to

Ad esempio, vediamo come trattare il problema di Cauchy

{ug it

u(t) d t
/ 2u :/sinsds:l—cost,
uo u +1 0

arctan u(t) = arctanuy + 1 — cost,

Abbiamo che

da cul

ossia
u(t) = tan (arctan up + 1 — cos t).

Si noti che 'espressione e ben definita se ¢ varia in un intorno di 0, ma potrebbe
non esserlo per ogni ¢t € R.

Come secondo esempio, cerchiamo una soluzione del problema di Cauchy

. 142t
u =

cos u
u(0) =7.
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Abbiamo che @ .
/ cosudu:/(1+23)ds:t+t2,
T 0

da cui
sinu(t) =t + 2.

Ora bisogna fare attenzione che ci troviamo con u(t) sull’intervallo contenente

7 dove la funzione sin ¢ strettamente monotona, cioe in [7, 37”] Definendo
T T

w(t) = u(t) — m, avremo che w(t) € [, 5] e
sinw(t) = sin(u(t) — ) = —sinu(t) = —(t + t?),
per cui w(t) = arcsin(—(t + t?)) = — arcsin(t + %), e quindi

u(t) = ™+ w(t) = 7 — arcsin(t + %) .

3 Il problema di Cauchy: esistenza e unicita

3.1 Esistenza locale

Nel 1890 Giuseppe Peano ha dimostrato il seguente risultato di “esistenza
locale”.

Teorema 2 (di Peano) Sia f : Q@ — RY una funzione continua. Per ogni
(to, up) € €, esiste un ro > 0 tale che il problema

ror { )

ha una soluzione u : [ty — 1o, to + 0] — RY.

Si noti che la soluzione potrebbe non essere unica. Ad esempio, sia f : R —
R definita da

f(u) = 2+/]ul.

(Qui la funzione f non dipende esplicitamente da ¢. Si ha pertanto a che fare

)

con un’ “equazione differenziale autonoma”.) Si vede subito che il problema di
Cauchy
u' = f(u)
{ u(0) =0

ha la soluzione costante u(t) = 0, ma anche la soluzione

2 set>0
u(t):t|t\:{ —t2 set<O.

Inoltre, ce ne sono infinite altre, date da

u(t):{ (t—c)* set>c

0 set < c,



dove ¢ > 0 ¢ una costante arbitraria, oppure

0 set>c
u(t)—{ —(t—c)? set<c,

dove ¢ < 0, o anche

(t—co)?  set>cy
u(t)=1¢ 0 secp <t<cy
—(t—c1)? set<ecy,

concy <0<ey.

Per avere anche 'unicita della soluzione, e necessario introdurre delle ipotesi
aggiuntive sulla funzione f.

3.2 Alcune premesse sugli spazi metrici completi

Introduciamo ora il concetto di “completezza” per uno spazio metrico E.
Diremo che (a,), ¢ una “successione di Cauchy” in E se

Ve>0 3Jn: [m>nen>n] = dam,a,) <e¢.

Lo spazio metrico F si dira “completo” se ogni successione di Cauchy ha un
limite in E.

Si vede facilmente che, se (a,), ha un limite ¢ € E, allora & di Cauchy.
Infatti, fissato € > 0, per m e n grandi si avra che

d(am, an) < d(am, ) +d(l, a,) < 2¢.

Il viceversa non e sempre vero (ad esempio, Q non & completo). Si puo pero
dimostrare che R & completo, cosi come ogni RY (e quindi, in particolare,

anche C).

Nel seguito, considereremo 'insieme C/([a, b], RY), costituito dalle funzioni
continue f : [a,b] — RY. Si puo definire in esso una norma:

[ flloe = max{[[f(x)]| : x € [a, 0]} ;

sono infatte soddisfatte le quattro proprieta

a) || fllo = 0;
b) [flla=0 < f=0;
¢) laflloo = laf [ Flloo;

d) 1 + gllse < [[fllse +1lglloo -
Una volta verificate le proprieta della norma, e possibile definire la distanza

d(f,9) = IIf = 9lleo

Valgono infatti le seguenti proprieta:



c) d(f,g) =d(g, f);
d) d(f,h) <d(f,g)+d(g,h).

A questo punto C([a, b], RY) risulta essere uno spazio metrico. Si puo dimo-
strare che anch’esso € completo.

Nel seguito, se per una successione (f,,),, in C([a, b], RY) si ha che lim,, f,, =
f, ossia lim, || f, — fllec = 0, diremo che essa converge a f uniformemente.

Dato uno spazio metrico F, diremo che una funzione ¢ : £ — E ¢ una
“contrazione” se, per un certo o < 1, si ha

d(p(v), p(w)) < ad(v, w),

per ogni v,w € E. Enunciamo il “teorema delle contrazioni”.

Teorema 3 Se FE ¢ uno spazio metrico completo e ¢ : E — E é una con-
trazione, allora esiste un unico x € E tale che p(x) = x. Inoltre, scegliendo
xo € E arbitrariamente, la successione (x,,), definita da

Tpgr = o(7)

e tale che lim,, x,, = x.

Siccome ¢(x) = x, si dice che z € un “punto fisso” di ¢.

Dimostrazione. Consideriamo la successione (x,,), definita come nell’enun-
ciato, con xy € E arbitrario. Dimostriamo che & una successione di Cauchy.
Osserviamo che, se m e n sono due numeri naturali, con m < n, si ha

n—1
d(xma xn) S Z d(mka karl) .

k=m

Dimostriamo per induzione che, per ogni £ € N, vale la seguente proposizione:
(Pe) d(xp, xr41) < a*d(zo, 71) -

Infatti, se k& = 0 si ha chiaramente 'uguaglianza, per cui (/) & vera. Suppo-
niamo ora vera (Fy), per un certo k € N; allora

d(Tps1, Toyo) = d(p(z), p(zr11)) < ad(zy, Tr41) < o d(2g, 71)

per cui ¢ vera anche (Pyq).



Usando (Py), abbiamo quindi

n—1
d(zp, T,) < Z o®d(zo, 1)
k=m

n—1l—-m

< a™d(xg, x1) oF

=0
1 aQm
04 ('IO):EI) 1—a

d(l’o, 1’1)

<a™
l -«
Fissato € > 0, siccome « € [0,1] esiste un 7 € N tale che

m d(T0, 71) -

m>n =
l—«

Ne segue che
n>m>n = d&nm,r,) <e,

per cui (z,), ¢ di Cauchy. Siccome E & completo, esiste il limite di (x,),. Sia
liTILn T, =x € FE.
Allora, essendo ¢ continua,
p(z) = p(limz,) = limp(z,) = limw,, =z,

il che dimostra che x € un punto fisso di ¢.

Resta da dimostrare che il punto fisso € unico. Supponiamo che z’ sia
anch’esso un punto fisso di . Allora

d(z,z') = d(p(x), p(z)) < ad(z, ),

e siccome « < 1, deve essere x = 2. [

3.3 Esistenza e unicita locale

Definizione 3 Diremo che la funzione continua f : Q — RY ¢ localmente
lipschitziana rispetto alla seconda variabile se per ogni compatto K C Q) (ossia
chiuso e limitato) esiste una costante Ly > 0 tale che

1f(t0) = ftw)l| < Licljo = wl],
per ogni (t,v) e (t,w) in K.

Si puo dimostrare la seguente



Proposizione 1 Ogni funzione di classe C* ¢ localmente lipschitziana.

Enunciamo ora il teorema che ci interessa.

Teorema 4 (di Cauchy—Lipschitz) Sia f : Q@ — RY wuna funzione conti-
nua, localmente lipschitziana rispetto alla seconda variabile. Allora per ogni
(to,up) € Q esiste un rog > 0 tale che il problema (PC) ha una ed una sola
soluzione u : [ty — ro,to + 10] — RYN. Inoltre, la successione di funzioni (uy)n,
definita da

t
uo(t) = ug, Unt1(t) = up + / f(s,un(s))ds,
to
¢ tale che lim,, u,, = u, uniformemente su [to — 1o, to + 7o)

Dimostrazione. Per semplicita, supporremo N = 1; il caso generale si tratta
in modo analogo. Siano r; > 0 e ro > 0 tali che

K =ty —ri,to+ 1] X [ug — 72, u0 +12] CQ,
sia L > 0 la relativa constante di Lipschitz, e sia
M = max{|f(t,u)| : (t,u) € K}.

Scegliamo 7y in questo modo:

. T2 1
T = min {7’1, U m} .
Poniamo [y = [tg — ro, to + 7o) ©
E={uecCy,RY): |lu—uplles <ra}.
(Qui ug denota la funzione costante con quel valore.) Essendo un sottoinsieme

chiuso di C(ly,RY), che & completo, risulta anch’esso completo. Sia ¢ la
funzione che associa ad ogni v € E la funzione ¢(v) : Iy — RY definita da

t
IO =+ [ F(s,0(s)) ds.
to
Dimostriamo che ¢(v) € E. Infatti, ¢(v) ¢ una funzione continua, e si ha

|[p(0)](#) = uo| =

S §M|t—t0’§7’2

/t:f(s,v(S))ds

/ F(s,0(s)] ds
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Quindi, abbiamo definito una funzione ¢ : E — E. Notiamo inoltre che, prese

v,w in F, si ha
le(v) — (W)l = sup{|lp(v)](t) — [p(w)](#)] : € Lo}
:te[o}
:tEIO}

~a{| (Fls.v(s)) — F(s,w(s))) ds
e 10}

to

<] [ P (svels)) — Fs,w(s))|ds
<sup {| [ Lalots) — wis)l s

to
< Lgrol|lv — wlso -

Ponendo o« = Lkry, si ha quindi che o < 1 e

lp(v) = p(w)lloe < aflv — w]loo -

La funzione ¢ : F — F & pertanto una contrazione, e per il Teorema delle
Contrazioni esiste un unico u € E tale che ¢(u) = u. Allora

t
u(t) = ug + / f(s,v(s))ds, perognitée ly,
to

per cui u : [ty — 7o, to + 7o) — RY & una soluzione del nostro problema. Il
Teorema delle Contrazioni assicura inoltre che la successione (u,), definita
iterativamente in F da wu,1 = ¢(u,) converge a u, uniformemente. ]

3.4 L’unicita in grande

Consideriamo il problema di Cauchy

Poiché u(0) = —1, per continuita la soluzione u ¢ negativa in un intorno di
to = 0; finché u(t) non si annulla si pud applicare il metodo di separazione
delle variabili, che ci porta alla formula

u(t) = —(t — 1)

Tale funzione si annulla per ¢ = 1, dunque il metodo fornisce una soluzione
definita nellintervallo | — oo, 1]. In tale intervallo la soluzione & unica. Nel
punto (1,0) il campo vettoriale cessa di essere localmente lipschitziano; da
tale punto si biforcano infinite soluzioni per ¢ > 1. In particolare, le funzioni

—(t—=1)% set<1
u(y)=4¢ 0 sel<t<c
(t—c)? set>c,
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al variare di ¢ > 1, sono tutte soluzioni del problema di Cauchy in oggetto.
Questo esempio dimostra che puo esserci unicita locale ma non globale. La
perdita dell'unicita nell’esempio precedente e dovuta al fatto che, pur essendoci
unicita locale in un intorno di ¢y, la traiettoria della soluzione passa per un
punto in cui si perdono la locale lipschitzianita del campo vettoriale e I'unicita
delle soluzioni ivi passanti.

Teorema 5 Sia f : Q — RY una funzione continua, localmente lipschitziana
e siano uy : I; = RN, uy : Iy = RY soluzioni del problema (PC), con I, I
intervalli aperti. Allora u; = ug su I N Is.

Dimostrazione. Sia J = {t € Iy N I : u1(s) = ua(s) per ogni s € [ty,t]}. Per
assurdo, sia t; = sup J < sup I1N 1y, per cui t; € I1NI,. Applicando il Teorema
di Cauchy-Lipschitz al problema di Cauchy con condizione iniziale u(t;) =
uy(t1), si trova una contraddizione. Si giunge poi ad un’analoga contradizione
anche se inf J > inf I1 N I5. [

4 Prolungabilita ed esistenza globale

Definizione 4 Siau : I — R una soluzione di (1). Diremo che una funzione
uy 2 I, = RY ¢ un “prolungamento” diu se I & un sottoinsieme proprio di I, e
uy € anch’essa una soluzione di (1). Si dice che u é una “soluzione massimale”
se non ammette prolungamenti. Il suo intervallo di definizione I viene allora
detto “intervallo massimale di esistenza” di u.

Proposizione 2 L’intervallo massimale di esistenza di una soluzione € un
intervallo aperto.

Dimostrazione. Se per assurdo l'intervallo massimale [ contenesse il suo
estremo destro b = max I, potrei considerare il problema di Cauchy

{ v = f(t,v)
v(b) = u(b)

e trovarne una soluzione v : [b — §,b + 6] — R per un certo § > 0. Sia allora
uy : TU b, b+ 0] — RY definita da

u(t) setel
u*(t)Z{ v(t) setelbb+d].

Si puo verificare che u, ¢ derivabile (anche nel punto b) ed & un prolungamento

di u, in contraddizione con l'ipotesi. Analogamente se I contenesse il suo
estremo sinistro. [
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Teorema 6 Sia f: Q — RY wuna funzione continua, localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile. Allora ogni soluzione u del problema (PC) si
puo prolungare in modo univoco a un intervallo massimale o, w[, con —oo <
a < w < 4o00.

Dimostrazione. Si consideri 'insieme S di tutte le possibili soluzioni del pro-
blema (PC'). Ogni u € S avra per dominio un intervallo, che indichiamo con
I,. Sia I, = Uyes, e si definisca u, : I, — R ponendo u,(t) = u(t) se t € I,.
Bisogna verificare che questa ¢ una buona definizione, cioe che il valore di
u(t) non dipende dalla scelta dell’intervallo I,, a cui ¢ appartiene. Sia dunque
tel,NI,, dovewu: I, = RN ev:I, = RY sono due soluzioni del problema
(PC). Per 'unicita, si ha che u = v su I, N I, per cui u(t) = v(t).

Se ora u* : I* — R & una soluzione che prolunga u, : I, — RY, allora
u* € §, percio per costruzione I* C [,. Quindi u, non ammette prolungamenti:
¢ una soluzione massimale. [ ]

Teorema 7 Sia f : Q@ — RY una funzione continua, localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile, e sia u soluzione del problema (PC') sul suo
intervallo massimale |a,w[. Allora per ogni compatto Ky C Q contenente
(to, uo) esistono un ag € |a, to] e un by € Jto, w| tali che

t €la,ag[Ulby,w] = (t,u(t)) ¢ K.

Per la dimostrazione di questo teorema, avremo bisogno del seguente risul-
tato preliminare.

Lemma 1 Sia f : Q — RY una funzione continua, localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile, e sia u soluzione del problema (PC') su un
intervallo Ja,bl. Se esiste una successione crescente (t,), in |to,b[ tale che
t, — b~ eu(t,) — u, per un certo u € RY, con (b, i) € Q, allora la soluzione
u € prolungabile all’intervallo ]a,b].

Dimostrazione. Definiamo la funzione @ :|a, b] — RY in questo modo:

(t)—{ u(t) set<b

U set=»=.

Siccome

mm:m+[U@wmw,

passando al limite per n — +o00 otteniamo

a@—w+4ﬁ@ww@—w+/3@mmm,

to
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e pertanto

(t) = ug + /t f(s,u(s))ds, perognit€la,b|.

Se dimostriamo che @ € continua, per il Teorema 1 avremo che essa ¢ soluzio-
ne del problema (PC') sull'intervallo ]a,b], quindi ¢ un prolungamento di u.
Faremo quindi vedere che @ ¢ continua anche in b, ossia che lim; ;- u(t) = u.

Siano r; > 0 e ry > 0 tali che
K :=[b—r,b+mr]x B(u,r) CQ,
e sia
M = max{||f(t,u)| : (t,u) € K}.

Fissiamo ¢ > 0 tale che ¢ < max{4Mry,r,}. Esiste un 7 tale che, se n > n,
allora

b—tn<ﬁ<r1, ||u(tn)—a||<§.

Vogliamo ora dimostrare che

teltmbl = llult) —ulta)] < -
Per assurdo, supponiamo che l'insieme

B ={t €ltn.bl: [lult) — u(ta)]| = 5 }

sia non vuoto, e poniamo 7 = inf E. Per la continuita, |lu(7) —u(tz)|| = 5, e
quindi 7 > t5;. Notiamo inoltre che

celtnrl = Ju@-utll<; = (Eue)ek.
Quindi,
lu(r) = ulta)|| < sup{[[u' ()] < & € [ta, T]}(T — t)
= sup{[|f(& w(€))l : € € [ta, 7]} (T — 1)
< M(1—t5) < M(b—t5) <Mﬁz%7
una contraddizione, essendo ||u(7) — u(tz)|| = 5. n

Naturalmente, vale un lemma analogo se t,, — a™.

Dimostrazione del Teorema 7. Se w = 400, basta prendere by > ty sufficiente-
mente grande. Se w € R, supponiamo che esista un compatto Ky C €2 e una
successione crescente (,,), in |tg, w| tale che t,, — w™ e (t,, u(t,)) € Ko. Per la
compattezza di Ky, esiste una sottosuccessione (t,, ) tale che (t,,,u(t,,)) —
(w,u) € Ky, per un certo & € RY. Per il Lemma 1, la soluzione u si puo
estendere a |, w], una contraddizione. Analogo ragionamento per «. ]
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Osserviamo che, anche quando l'insieme €2 ha una proiezione sulla coor-
dinata t che coincide con tutto R, l'intervallo di esistenza massimale ], w|
potrebbe essere un sottoinsieme proprio di R. Ad esempio, sia f : R — R
definita da f(u) = u®. Si verifica subito che il problema di Cauchy

u = u2
{ u(0) =1
ha come soluzione u(t) = (1 — )™, per cui |o,w[=] — 00, 1].

Per garantire 1’ “esistenza globale” della soluzione u, € necessario control-
larne la crescita in norma. Ad esempio, si puo dimostrare il seguente risultato,
dove 2 = R x RY.

Teorema 8 Sia f : R x RN — RY wuna funzione continua, localmente lipschi-
tziana rispetto alla seconda variabile. Se inoltre esiste una funzione continua
¢ :R — [0,+00] per cui

LF (& )] < @) ([lvfl + 1), (3)

per ogni (t,v) € R x RN, allora la soluzione del problema (PC) si puo prolun-
gare in modo univoco a tutto R.

Nella dimostrazione avremo bisogno del seguente

Lemma 2 (di Gronwall) Sia I C R un intervallo, to € I ev: 1 — [0, +0o0|
una funzione continua. Se esistono a, f € [0, 400| tali che

,  perognitel,

V(t) < o+ 5) /t: v(s) ds

allora
v(t) < ae’lt=l - per ognit e 1.

Dimostrazione del Lemma. Consideriamo dapprima l'intervallo I N [¢y, +00].
Fissiamo un € > 0 e definiamo la funzione ¢. : I N [ty, +00[— R ponendo

¢
6.(t) :a+5+6/ u(s) ds.
to
Si noti che ¢.(t) > v(t) > 0. Allora, per ogni t € I N [tg, +0o0],

¢(t) = Br(t) < Bo.(t),

per cui p
% In ¢£ (t) = 5
Integrando su [to, ],
In (ZE(% < Bt~ to).



da cuil
v(t) < ¢e(t) < elto)e” ™) = (a4 )71

per ogni t € I N [ty,+oo[ e ogni ¢ > 0. Passando al limite per ¢ — 07, si
ottiene
v(t) < a1 per ogni t € TN [ty, +00|.

Consideriamo ora l'intervallo IN] — 0o,%p]. Definiamo l'intervallo J =
{reR:7=2tg—t, cont € I} ela funzione w : J — [0, +oo| definita da
w(T) =v(2ty — 7). Set € IN] — 00, ty], allora 7 = 2ty —t € J N [ty, +o0[ e

w(rt)=v2ty—7)<a+p ! V(s)ds:a—l—ﬁ/Tw(a)da.
2to—T1 to

Per quanto visto sopra,
w(t) < a0 per ogni T € J N [to, +o0

per cui
v(t) < ae’™=  per ognit € IN] — oo, ty] .

La dimostrazione e cosi completa. [ ]

Dimostrazione del Teorema 8. Sia u : o, w|[— RY una soluzione del problema
(PC), definita sul suo intervallo massimale, con o < tg < w. Supponiamo per
assurdo che w € R, e poniamo

0y = max{{(t) : t € [to,w]}, R =[||uo|l + l1|w — to]] et

Preso il compatto Ky = [tg,w] x B(0, R), possiamo applicare il Teorema 7 e
trovare un by € |to, w| tale che

telbo,w| = ult) ¢ B(O,R).

D’altra parte, per ogni t € [ty,w],
a0 = o+ | s
< Jhuoll + / 17, u(s)) s
< Jhuoll + / () (lu(s)] + 1) ds

< [l + 6 = ta)] 61 [ o)l ds.

Per il Lemma di Gronwall, con v(t) = ||u(t)]||, abbiamo che, per ogni t € [ty, w|,
lu@®)]| < [[Juoll + €1 (w — to)]eh(tfto) <R,

una contraddizione. ]
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5 Dipendenza dai dati

Nelle applicazioni ¢ importante avere una “dipendenza continua” dai dati del
problema che si vuole studiare. Infatti, le misurazioni non sono mai esatte, ma
presentano delle piccole imprecisioni, che pero non dovrebbero influire troppo
sulle previsioni date dal modello matematico.

Nell’enunciato seguente, supponiamo per semplicita che sia = R x RV,

Teorema 9 Sia f : R x RY — RY wna funzione continua, localmente lip-
schitziana rispetto alla seconda variabile e sia £ : R — [0, 4+o00[ una funzione
continua tale che

1F (&)} < (@) (llvfl + 1), (4)

per ogni (t,v) € R x RN, Sia u la soluzione massimale del problema (PC').
Allora u ¢ definita su tutto R. Inoltre, fissati a,b tali che a <ty < b, per ogni
e > 0 esiste un 6 > 0 tale che, se (fy, i) € Rx RN e f: R x RN — RN
soddisfano 3

[to — tol + ll@o — woll + [If = flloc < 8,7

allora ogni soluzione massimale w del problema di Cauchy
=~ "= f(t w)
poy { =S
(P6) { u(to) = 1o
e definita su tutto R e
|la(t) —u(t)|| <e, per ognit € [a,b].

Dimostrazione. Per il Teorema 8, la soluzione u e definita su tutto R. Pren-
deremo inoltre 0 €10, 1], per “cui si trova facilmente una funzione continua
0:R — [0, +oo] tale che, se || f — fllo < 0, allora

()l < 2@) (o]l + 1),

per ogni (t,v) € RxRY. Tutte le soluzioni @ sono pertanto definite su tutto R,
e seguendo la dimostrazione del Teorema 8, ponendo ¢; = max{/(t) : t € [a, b]},
se tg € [a,b] e ||ty — up|| < 0 si ha che

la(e)] < [(luoll + 1)+ (b~ @) = R.

Sia K = [a,b] x B(0, R), un compatto, sia Lk la relativa costante di Lipschitz
di f su K e sia
M = max{|| f(t,v)|| : (t,v) € K}.

Siccome § < 1, abbiamo che

max{|| f(t,v)|| : (t,0) € K} < M +1.

2Qui |lglloo = sup{g(t,z) : (t,z) € R x RV}
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Scriviamo

o — o + / (F(s,uls)) — F(s.ii(s))) ds + / F(s,a(s)) ds

to to

+ [ 1Gsts) = Fs.atnlas+ | [ 1)l as

to
< oy = ol + L [ u(s) = Al ds + (6 = I — Sl + (M + Dt~ o]
0
Per il Lemma di Gronwall,
() = @)l < [lluo = ol + (b = @)lLf = Flloo + (M + Dt = To| e~
< [lluo = il + (b = @)f = Fllow + (M + Dtg — dof | e+~
Analogamente se t < ty. Da qui la conclusione. [ ]
Si potrebbe dimostrare un risultato piu generale, che qui solo enunciamo.

Teorema 10 Sia f : 2 — R una funzione continua, localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile. Indichiamo con w la soluzione del problema
(PC), definita sull’intervallo massimale |cv, B]. Allora per ogni e > 0 e ogni

intervallo compatto [a,b] C |, B[, contenente al suo interno to, esiste un d >0
tale che, se (ty, o) € Q e f € C(,RY) soddisfano

o — to| + l|tio — woll + |f — flloo <6,

allora ogni soluzione @ del problema di Cauchy

=4 = f(t,u)

poy | v=I

(7€) { u(to) = to
si puo estendere al dominio |a,b] e

|a(t) — u(t)|| <e, perognit € |a,bl.

6 Equazioni autonome: equilibri e stabilita

Consideriamo un’equazione differenziale autonoma



con f : Q — RN continua. Si dice che uy € € ¢ un “equilibrio” o “punto
stazionario” dell’equazione differenziale (5) se f(ug) = 0. In altri termini, la
funzione costante u(t) = ug ¢ una soluzione dell’equazione differenziale (5).

Definizione 5 Diremo che un punto di equilibrio uy € “stabile” se per ogni
e > 0 esiste un § > 0 con la sequente proprieta: se per una soluzione u e per
un certo T € R si ha che ||u(T) — wo|| < 6, allora

lu(t) —uo|| <e, perognit>r.

Diremo che un equilibrio ug € “asintoticamente stabile” se € stabile ed esiste
un &' > 0 con la sequente proprieta: se per una soluzione u e per un certo
7 € R si ha che ||u(T) — upl| < &', allora

tlgrnoo U(t) - Yo

Nel caso in cui f(u) = Au, con A una matrice N x N, vale il seguente
criterio per la stabilita dell’equilibrio ug = 0.

Teorema 11 Se gli autovalori della matrice A hanno tutti parte reale negativa,
allora 0 e un equilibrio asintoticamente stabile per [’equazione differenziale
u' = Au. Se esiste un autovalore con parte reale positiva, tale equilibrio non ¢é
stabile.

Nel caso in cui f: Q — RY sia di classe C!, abbiamo il seguente.

Teorema 12 (di linearizzazione) Sia uy un equilibrio per 'equazione diffe-
renziale (5). Se gli autovalori della matrice jacobiana J f(ug) hanno tutti parte
reale negativa, allora uy e asintoticamente stabile. Se esiste un autovalore con
parte reale positiva, tale equilibrio non e stabile.

6.1 Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti: clas-
sificazione dei punti di equilibrio nel caso planare

Assegnati a, b, ¢,d € R consideriamo il sistema

x' = ax + by
(SL) {y’ =cr+dy

II punto (0,0) & un punto critico e se ad — be # 0 'origine ¢ 'unico punto
critico. Osserviamo che se (z(t),y(t)) ¢ una soluzione del sistema (SL) allora
x(t) e y(t) sono soluzioni dell’equazione

(ED) 2" —(a+d)z'+ (ad — bc)z =0.
L’equazione caratteristica di (ED) é:

p(\) =X — (a+d)A+ (ad — bc) =0
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e p(A) coincide con il polinomio caratteristico associato alla matrice dei coef-

ficienti di (SL):
a—XA b
p(A)zdet( . d—)\)'

Dunque le radici dell’equazione caratteristica

(a+d=£+/(a—d)?+ 4bc)

sono gli autovalori della matrice

a b
A= .
Di conseguenza il comportamento delle soluzioni dipende da A\ e Ay e distin-
gueremo i casi in cui gli autovalori sono reali distinti, reali coincidenti oppure
complesso-coniugati.
Per descrivere il comportamento delle orbite in un intorno del punto critico

(0,0) conviene effettuare una trasformazione lineare che manda il sistema (SL)
nella forma canonica.

Ao =

N | —

Caso I: autovalori reali, distinti, non nulli. In questo caso (a — d)* +
4bc > 0. Supponiamo A; > Ay. Il sistema in forma canonica e

{f’sz
n = Xam,

con soluzioni

£(t) = CreMt (t) = Coe™',

dove C; e Cy sono due costanti reali.
Vogliamo rappresentare le orbite delle soluzioni nel piano delle fasi (&, 7).
Osserviamo che possiamo scrivere 7 in funzione di &:

n(t) = w(E(1) /™

con k= Cy/C} 2/ La forma dell’orbita dipende dunque dal quoziente Ay /M
e il verso di percorrenza dell’orbita dipende dal segno di \; e As.

Nel caso in cui A; e Ag hanno lo stesso segno il punto critico (0,0) si dice
nodo. Se all’aumentare di ¢ le orbite sono percorse verso 1’origine il nodo e
asintoticamente stabile, altrimenti esso ¢ instabile. Come orbite particolari
abbiamo le quattro semirette sugli assi cartesiani.

Se A1 e Ay hanno segno opposto l'origine si dice punto di sella ed ¢ instabile.
Gli assi coordinati contengono ognuno una coppia di orbite, orientate verso
I’'origine o in direzione opposta. Queste particolari orbite vengono chiamate
separatrici e ogni altra orbita ha le separatrici come asintoti.
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Caso II: un solo autovalore A = 1(a +d) # 0. In questo caso A =
(a —d)* +4bc = 0. Se b = c = 0 il sistema ¢ del tipo 2’ = Az, v/ = Ay e le
orbite sono rettilinee. Quando A < 0 l'origine ¢ asintoticamente stabile mentre
¢ instabile se A > 0.

Se invece b # 0 o ¢ # 0, con una trasformazione lineare il sistema viene
portato nella forma canonica

=X+
n = An,

con soluzioni
(t) = (c1 + cat)e™ n(t) = coe™ .

L’origine si dice in questo caso nodo improprio, ¢ stabile per A < 0 instabile
se A > 0.

Caso III: autovalori complessi. In questo caso A = (a — d)? + 4bc < 0.
Poniamo

)\1:Oé+’iﬂ /\QZOZ—Q:B

con o, B € Re g # 0. Con una trasformazione lineare il sistema viene portato
nella forma canonica:
{ = af — By

n = pE+an.
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E utile in questo caso passare alle coordinate polari
&=rcosb 7N =rsinf
perché le equazioni differenziali per r e 6 sono:
' =ar 0 =p5.

Troviamo dunque

r(t) = Cie™  (t) = Bt + Cy.

Se a # 0 le orbite sono delle spirali esponenziali. In questo caso si dice che
Iorigine ¢ un fuoco ed e asintoticamente stabile se a < 0, instabile per o > 0.

Se invece a = 0 le orbite sono delle circonferenze e si dice che 'origine e
un centro. In questo caso essa ¢ stabile ma non asintoticamente stabile. Le
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soluzioni sono periodiche di periodo 27/f5:

£(t) = Ch cos(fBt + Cy) n(t) = Cysin(pt + Cs) .

(b)

Questa sezione, incluse le figure, ¢ presa dal libro Analisi Matematica: Teorie
e applicazioni, di F. Conti, P. Acquistapace e A. Savojni.

7 Alcuni modelli che utilizzano le equazioni
differenziali

7.1 L’equazione del pendolo

Come primo esempio, analizziamo la ben nota equazione del pendolo matema-
tico
V' 4 e + %sinﬁl =0,

dove g ¢ la costante di gravita e ¢ ¢ la lunghezza del pendolo. Qui ¢ > 0 ¢ un
coefficiente di attrito.

Ponendo a = g/¢, passiamo al sistema equivalente nel piano delle fasi (z,y) =
(6,0
=y,
{ y = —cy —asinx.
Troviamo facilmente gli equilibri: sono i punti del tipo (k7,0), con k € Z.
Siccome la funzione seno ¢ 27-periodica, ci sono due punti di equilibrio geome-
tricamente distinti, (0,0) e (7, 0), mentre tutti gli altri si ottengono da questi

per 2m-periodicita. L’equilibrio (7,0) non & stabile, mentre ’equilibrio (0,0) &
stabile.

Definiamo la seguente “funzione hamiltoniana”

H(z,y) = 3y* —acosz.

r_
T _ya
y = —asinx
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e del tipo

/

y =—%(z,y).

{fZ%@w%

Esso e pertanto un “sistema hamiltoniano”. Per questo tipo di sistemi, se
(x(t),y(t)) & una qualunque soluzione, allora

S H (1), 9(1)) = ~ 2 (1), D) (1) + o (1) y(1))y (1)

dt
= /() (1) + (1) (1) = 0,

per cui H(z(t),y(t)) rimane costante al variare di t. Le orbite delle soluzioni
sono pertanto le linee di livello

{(z,y) e R*: H(x,y) = h},

dove h € R e una costante che puo assumere svariati valori; esse sono vi-
sualizzate in figura.  Siccome la funzione coseno e 2rw-periodica, le linee di
livello della funzione hamiltoniana presentano questo tipo di periodicita nella
variabile z.

Il punto di equilibrio (0,0) € un “centro”: tutte le soluzioni vicine sono
periodiche. Esso ¢ pertanto stabile. Se indichiamo con 7(«) il periodo della
soluzione con punto iniziale x(0) = «, y(0) = 0, si vede che, al variare di « in
10, 7], il periodo T(a) & strettamente crescente, e

2
li = — li = .
=g nrle) =t
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11 punto di equilibrio (7,0) ¢ una “sella”. Esso ¢ il punto di arrivo asintotico
di una soluzione (z*(t),y*(t)), detta “eteroclina”, per la quale si ha

lim z*(t) =—n, lim 2*(t)=m, e y*(t) >0, per ognit € R.

t——o0 t——+00

Abbiamo anche la soluzione eteroclina simmetrica (z.(t), y.(t)), tale che

li «(t) = li «(t) = —m, » i R.

Jim 2 (t)=m, t_gnoo:v(t) T, e y.(t) <0, perognite

Le soluzioni la cui orbita attraversa l'asse verticale al di sopra del valore 2/a
o al di sotto di —24/a non sono periodiche. Esse corrispondono alla situazione
fisica in cui il pendolo continua a ruotare in senso antiorario oppure orario,
rispettivamente.

7.2 Dinamica delle popolazioni

Vogliamo studiare alcuni modelli di distribuzione di specie (animali o vegetali)
in un ecosistema. Cominciamo esaminando la crescita della popolazione umana
mondiale negli ultimi due secoli.

Human Population Growth

Population / Billions

0
1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050
Year
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Una prima interpretazione, per quanto imprecisa, ci fa pensare a una crescita
di tipo esponenziale. Uno dei primi modelli di crescita, proposto da Malthus
nel 1798, prevede proprio questo tipo di sviluppo. Esso si basa sulla sem-
plice ipotesi che il tasso di crescita sia proporzionale alla numerosita della
popolazione.?

Indichiamo con u(t) una misura di densita della numerosita della specie u al
tempo t. Per poter trattare piu facilmente il problema con i metodi dell’analisi
matematica, si suppone che u(t) vari in modo continuo al variare di ¢. Questa
ipotesi potrebbe sembrare strana, visto che il numero di individui & sempre un
intero, ma diventa ragionevole se tale numero ¢ molto elevato e i cambiamenti
(nascite, morti o migrazioni) avvengono in modo casuale.

Il modello di Malthus ¢ allora esprimibile con ’equazione differenziale

v = au,

che, com’e noto, ha la soluzione
u(t) = upe™.

Una crescita di questo tipo si puo verificare in laboratorio osservando una
coltura di batteri. Questi si riproducono duplicandosi, a intervalli di tempo
regolari, pertanto il loro numero segue una legge di tipo esponenziale. A un
certo punto, pero, la loro quantita tende a stabilizzarsi verso un limite, noto
come capacita portante. Ecco che un modello piu preciso deve tener conto di
una competizione intraspecifica, dovuta alle risorse limitate. Nel 1838, Verhulst
ha proposto ’equazione differenziale

U
I = 1__>
U au( )

nota come equazione logistica. Essa si puo risolvere esplicitamente:

Kuge

u(t) = K+ ug(evt — 1)

e un possibile grafico e rappresentato nella sottostante figura.

I modelli fin qui descritti possono essere raffinati introducendo ulteriori
fattori che possono influenzare la crescita di una popolazione. In generale, le
equazioni differenziali presentano una forma del tipo

u'(t) = au(t) f(u(t)),

dove la funzione f : R — R puo essere anche molto articolata. Ma, volendo
essere piu precisi, il tasso di crescita potrebbe essere calcolato tenendo conto

3Questo modello si applica piuttosto bene a diverse situazioni, sia della biologia che di
altre discipline.
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anche di un certo ritardo nella riproduzione. Ecco allora che il modello diventa
un’equazione differenziale con ritardo, del tipo

u'(t) = au(t) f(u(t), u(t — 7)),

per un certo 7 > 0, dove f : R? — R va specificata. Ad esempio, un modello
da studiare potrebbe essere il seguente:

(1) = aufe) (1- =Y,

Se si volesse essere ancora piu precisi, bisognerebbe “pesare” il ritardo, per cui
il modello diventerebbe un’equazione integro-differenziale del tipo*

W'(t) = au 1——/ w(t — s)u )ds)

In generale, in tutti questi modelli non & possibile esplicitare le soluzioni in
termini analitici. Esse possono pero essere studiate numericamente.

Le equazioni con ritardo presentano spesso una caratteristica interessante:
le soluzioni possono essere oscillanti, e talvolta periodiche nel tempo. Per con-
cludere questa discussione, osserviamo che tutti i modelli presentati potrebbero
essere perfezionati introducendo dei fattori stagionali, ossia facendo variare i
parametri e le funzioni in dipendenza dal tempo. Ad esempio, potremmo avere
un’equazione di tipo logistico,

U (1) = a(t)ult) (1 - %) ,

dove a : R —- R e K : R — R sono due funzioni periodiche, il cui periodo
rispetta ’andamento delle stagioni di riproduzione o di abbondanza di risorse.

4Si noti che, se w(-) = §(- — 7), dove &(-) & la delta di Dirac, abbiamo

/t w(t—s)u(s)ds—/t 0t —T1—3s)u(s)ds =u(t—71),

— 00 — 00

e ritroviamo cosi ’equazione differenziale precedente.
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7.3 Interazione tra popolazioni

Passiamo ora a discutere un sistema in cui ci sia interazione tra diverse specie.
Si possono presentare diverse situazioni: le specie possono essere I'una preda
dell’altra, oppure competere per la sopravvivenza, o ancora cooperare, essere
in simbiosi. Analizzeremo questi tre casi separatamente supponendo dapprima
di avere a che fare con due sole specie. Anche in questa lezione supponiamo
che non ci sia dipendenza dalla posizione x.

1. Modello preda-predatore

Il primo modello che presentiamo, forse il piti semplice, e quello di Lotka—
Volterra per un sistema preda-predatore. Indichiamo con u(t) e v(t) la quantita
di prede e di predatori, rispettivamente. Il modello ¢ il seguente:

{ u =ula — fv),

V' =v(—y+du).

Qui le costanti a;, 3,7, 6 sono tutte positive. Notiamo che, in assenza di preda-
tori, le prede seguono 'equazione di Malthus v’ = au, per cui la loro crescita e
di tipo esponenziale. Introducendo i predatori, il fattore di interazione —fuv
limita la crescita delle prede. Al contrario, in assenza di prede, i predatori se-
guono 'equazione v' = —dw, per cui il loro numero decresce esponenzialmente,
e sono destinati a estinguersi. Qualora ci siano prede in giro, il fattore duv
ravviva i predatori, che possono cosi crescere di numero.

Esamineremo ora il sistema preda-predatore, limitandoci allo studio delle
soluzioni positive. Si osserva subito che esiste un punto di equilibrio, precisa-

mente v a
(575)-

Uno studio della matrice jacobiana in questo punto ci mostra che gli autovalori
hanno parte reale nulla. Per studiarne la stabilita, dobbiamo pertanto usare
qualche altro stratagemma.

Siccome abbiamo deciso di studiare le soluzioni con u(t) > 0 e v(t) > 0,
definiamo le funzioni wy (t) = Inwu(t), wa(t) = Inv(t). Abbiamo che

wi(t) = =a—fu(t) = a—fe,

wy(t) = = —y + u(t) = —y + der®

Per questo sistema c¢’e una funzione hamiltoniana:
H(wy,ws) = 6"t — ywy + e — aws .

Le soluzioni stanno sulle linee di livello di questa funzione, che sono tutte curve
chiuse. Possiamo visualizzare il comportamento di (u(t),v(t)) nel piano delle
fasi e un possibile grafico di u(t) e di v(t). Le soluzioni sono periodiche e
ruotano attorno al punto di equilibrio, in senso antiorario.
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Questo semplice modello, formulato intorno al 1920, puo essere reso piu
realistico usando le idee introdotte nello studio di una singola popolazione.
Ad esempio, la crescita alla Malthus delle prede potrebbe essere sostituita con
una crescita alla Verhulst, o con funzioni di crescita piu sofisticate. Potrebbero
essere introdotti anche un ritardo, costante o di tipo integrale, e perturbazioni
stagionali. Lo stesso vale per i predatori, naturalmente. Questi modelli sono in
fase di studio e alimentano molta ricerca attuale. Si possono trovare soluzioni
periodiche, o quasi periodiche, studiarne la stabilita al variare dei parametri
e delle condizioni iniziali. In alcuni casi si e persino evidenziato il fenomeno
del caos, parola usata in situazioni di estrema instabilita, per cui piccolissi-
me variazioni iniziali possono portare a un evolversi delle soluzioni del tutto
imprevedibile.

Risulta molto importante, in questo contesto, il problema della persistenza
di tutte le specie. Le oscillazioni osservate potrebbero infatti portare, nella
realta, all’estinzione delle prede o dei predatori.

2. Due specie in competizione

Supponiamo di avere due specie che competono per la sopravvivenza (ad esem-
pio, hanno le stesse risorse di nutrimento, che sono limitate). Possiamo assume-
re che, in assenza dell’altra specie, ciascuna abbia una crescita di tipo logistico.
Un modello plausibile e il seguente:

:c’—ax(l——x+b12y>
1 Kl )
,:a <1_M>
Yy 2y i, .

Anche qui le costanti aq, as, K1, K5, bia, b1 sono tutte positive. In particolare,
bio misura l'effetto della specie v sulla crescita di u, mentre by; misura l'effetto
di u sulla crescita di v. A seconda dei parametri

possono verificarsi essenzialmente quattro situazioni diverse.

I caso: a1 < 1 e ag < 1. Quic’e un equilibrio stabile nel primo quadrante
del piano delle fasi: le due specie possono coesistere.
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IT caso: a;o > 1 e as; > 1. Anche qui ¢’e¢ un equilibrio, ma e instabile. A
seconda delle condizioni iniziali, una delle due specie si estinguera.

Nelle figure che seguono sono evidenziate le null clines, ossia le linee in cui
le componenti del campo vettoriale si annullano.

III caso: a2 < 1 e as; > 1. Non ci sono equilibri nel primo quadrante, la
specie v si estingue, mentre la u si stabilizza verso la sua capacita portante K.

IV caso: a;p > 1 e as; < 1. Anche qui non ci sono equilibri nel primo
quadrante, la specie u si estingue, mentre la v si stabilizza verso la sua capacita
portante K.

7.4 Diffusione di epidemie

Nel 1927 Kermack e McKendrick introdussero il cosiddetto modello SIR con lo
scopo di studiare 1’epidemia di peste presentatasi a Bombay nel 1905-1906.
Esso prende il nome dai compartimenti i cui si suddivide la popolazione:
suscettibili, infetti e rimossi. Essi fecero le seguenti ipotesi:

- tutti gli individui suscettibili sono infettabili nello stesso modo;
- le persone infette sono tutte ugualmente contagiose;
- una volta rimosse esse risultano immuni alla malattia.

Consideriamo malattie per le quali il contagio possa avvenire solo tramite
contatto diretto tra due persone (una infetta e una suscettibile) e supponiamo
che l'essere infetto non modifichi le abitudini del soggetto (non diminuiranno,
quindi, i contatti con altre persone). Studieremo inoltre un’epidemia che si
sviluppi in un periodo di tempo relativamente breve, per trascurare il numero
di nascite o morti naturali.

Denotando con S(t) il numero di suscettibili al tempo ¢, con I(¢) il numero
degli infetti e con R(t) il numero dei rimossi (che comprende sia i guariti che
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i morti), il modello proposto ¢ il seguente:

S'(t) = —aS()I(t)
I'(t) = aS(H)I(t) — BI(t)
R(t) = BI(t).

Studiando le soluzioni di questo sistema si puo osservare che, partendo da un
numero basso di infetti, la malattia solitamente si sviluppa fino a che il numero
di infetti raggiunge un massimo, per poi tendere a zero. Nel frattempo, molti
suscettibili si ammalano, ma la cosa sorprendente e che un certo numero di
essi non verra mai contagiato, rimanendo quindi sempre sano. Questo fatto
si puo osservare dalla figura seguente, dove vengono rappresentate la curve
(S(t),1(t)) con diversi valori iniziali. Le orbite vengono percorse da destra a
sinistra e, dopo aver raggiunto il loro massimo, tendono ad avvicinarsi all’asse
orizzontale, in un punto che rappresenta la fine dell’epidemia.

N
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