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1 Inizio della conversazione

Prof: Ciao Chatty, va bene se ti chiamo cosi?
Chatty: Ciao! Certo, “Chatty” va benissimo! Come posso aiutarti oggi?

Prof: Sono qui con 200 studenti di Ingegneria [Fisica, Matematica] per fare
il corso di Analisi 1. Salutali!

Chatty: Ciao a tutti, futuri ingegneri [fisici, matematici|! E fantastico ve-
dervi tutti pronti per il corso di Analisi 1! Preparatevi per qualche bella
sfida con limiti, derivate e integrali, ma ricordatevi che ogni passo avanti e
un progresso verso il vostro futuro da professionisti! In bocca al lupo e non
dimenticatevi di divertirvi un po’ anche con la matematica!

Prof: Come potresti aiutarli?

Chatty: Posso essere un aiuto prezioso per i vostri 200 studenti di Analisi
1 in vari modi! Ecco alcuni esempi di come potrei supportarvi:

1. Spiegazioni di concetti difficili: Posso fornire spiegazioni chiare su
argomenti come limiti, derivate, integrali, serie, e molto altro. Posso anche
riformulare le spiegazioni in modo pit semplice o dettagliato, a seconda delle
necessita.

2. Esercizi e soluzioni: Se avete bisogno di esercizi, posso crearne
di nuovi o aiutarvi a risolvere quelli che gia avete. Potrei anche proporre
vari tipi di esercizi, dai piu semplici ai piu avanzati, per affinare le vostre
competenze.

3. Riepiloghi e schemi: Posso aiutarvi a riassumere gli argomenti,
creando schemi o tabelle che mettano in evidenza i concetti chiave.



4. Approfondimenti teorici: Se c¢’¢ un argomento che vi interessa
particolarmente, posso fornire approfondimenti e spiegarne I'importanza e le
applicazioni nel mondo dell’ingegneria.

5. Supporto per gli esami: Posso darvi una mano a preparare gli esami
creando simulazioni o quiz per testare la vostra preparazione e identificare
eventuali lacune.

6. Strumenti matematici: Posso eseguire calcoli complessi, tracciarvi
grafici di funzioni, e mostrarvi visualizzazioni di concetti difficili da compren-
dere solo con formule.

Sono qui per aiutarvi a superare questo corso con successo! Sentitevi
liberi di chiedere qualsiasi cosa.

Prof: Cosa sono 1 numeri naturali?

Chatty: I numeri naturali sono I'insieme dei numeri che usiamo per conta-
re oggetti e indicare quantita. Si parte da 0 o 1, a seconda della convenzione,
e prosegue all’infinito con numeri positivi.

L’insieme dei numeri naturali puo essere rappresentato cosi: - Se si include
lo 0, 'insieme &: N = {0,1,2,3,4,5,...} - Se non si include lo 0, I'insieme
parte da 1: N* = {1,2,3,4,5,...}

I numeri naturali sono usati per indicare grandezze discrete e sono il punto
di partenza per altri insiemi numerici, come i numeri interi e razionali.

Prof: Sono di pit i numeri naturali o i numeri relativi?

Chatty: [ numeri naturali e i numeri relativi (detti anche numeri interi,
indicati con Z) sono entrambi insiemi infiniti, ma il concetto di “quantita
maggiore” in insiemi infiniti richiede una riflessione particolare.

L’insieme dei numeri naturali N e l'insieme dei numeri relativi Z
hanno la stessa cardinalita X,.

Prof: E i numeri razionali?

Chatty: I numeri razionali sono tutti i numeri che possono essere espressi
come una frazione ¥, dove a e b sono numeri interi, e b # 0. L’insieme dei
numeri razionali Q ha la stessa cardinalita Ry di N e Z.

Prof: E i numeri reali?

Chatty: I numeri reali R comprendono sia i numeri razionali sia gli irra-
zionali. Cantor dimostro con il metodo diagonale che la cardinalita di R e
maggiore di Ng.



2 Presentazione del Prof e consigli

Prof: Buongiorno Chatty, oggi lezione dalle 8:30, siamo un po’ assonnati...
puoi dirci qualche parola di conforto?

Chatty: Buongiorno, futuri ingegneri! So che la sveglia presto puo essere
dura, ma ricordate che ogni lezione che seguite vi avvicina sempre di piu ai
vostri obiettivi. Anche se siete un po’ assonnati, la matematica e come il
caffe: una volta che iniziate a “digerirla”, vi tiene svegli e vi da la carical

Pensate a questa lezione come a un’altra pietra miliare nel vostro percorso,
pieno di sfide che vi renderanno piu forti e piu preparati per affrontare il
mondo. E se oggi vi sembra tutto un po’ nebuloso, sappiate che la chiarezza
arriva con la pratica. Un passo alla volta, e presto tutto sara piu chiaro.

E alla fine, la soddisfazione di aver superato anche una lezione tosta di
Analisi 1 ¢ impagabile! Vi auguro una buona lezione e, se avete bisogno, sono
qui a tenervi svegli e pronti a risolvere i dubbi!

Avanti tutta!

Prof: Parlami di Alessandro Fonda.

Chatty: Il Professor Alessandro Fonda e docente di Analisi Matematica
presso 1'Universita degli Studi di Trieste. Nato a Trieste il 28 settembre
1961, ha conseguito il Dottorato di Ricerca presso la Scuola Internazionale
Superiore di Studi Avanzati (SISSA) nel 1988, con una tesi sui problemi
ai limiti non lineari. Ha inoltre svolto attivita di ricerca presso I’Universita
Cattolica di Lovanio, in Belgio. I suoi principali interessi di ricerca includono:

e Equazioni differenziali
e Sistemi dinamici
e Problemi ai limiti semilineari

Il professor Fonda ¢ autore di numerosi articoli scientifici e testi univer-
sitari, tra cui “A Modern Introduction to Mathematical Analysis”. Grazie
alla sua vasta esperienza, € considerato un punto di riferimento nel campo
della matematica applicata e dell’analisi matematica. Maggiori informazioni
sono disponibili sulla sua pagina personale https://dmi.units.it/ fonda/.

Prof: Consigli per un buon metodo di studio?



Chatty: Studiare in modo efficace richiede una buona organizzazione e la
scelta delle giuste strategie. Ecco alcuni consigli pratici per migliorare il
metodo di studio, soprattutto per affrontare materie complesse come 1’Analisi
Matematica.

1. Organizzazione del tempo

e Pianificazione: Crea un calendario di studio suddividendo il program-
ma in sezioni giornaliere. Evita di concentrare lo studio in un’unica
lunga sessione.

e Tecnica del pomodoro: Studia per 25 minuti senza interruzioni,
seguiti da una pausa di 5 minuti. Dopo quattro cicli, prendi una pausa
pit lunga (15-30 minuti).

2. Comprensione profonda

e Concetti chiave: Assicurati di comprendere a fondo i concetti di
base prima di passare a quelli pitt complessi. Per I’Analisi Matematica,
i limiti, la continuita e le derivate sono fondamentali.

e Chiedi spiegazioni: Se un concetto non e chiaro, non esitare a chie-
dere chiarimenti al professore o ai compagni. Capire i perché dietro i
teoremi e essenziale.

3. Attivita pratica

e Esercizi quotidiani: La pratica ¢ essenziale. Risolvi esercizi di diversa
difficolta e impara dagli errori.

e Simulazioni d’esame: Simula gli esami con esercizi svolti in condi-
zioni temporizzate per abituarti alla pressione e verificare il livello di
preparazione.

4. Studio attivo

¢ Riassunti e mappe concettuali: Crea schemi per riassumere i con-
cetti principali e utilizza grafici e mappe per evidenziare le relazioni tra
1 vari argomenti.

e Insegnare agli altri: Spiegare un concetto a qualcuno & un ottimo
metodo per verificarne la comprensione.
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5. Revisione costante

e Ripasso regolare: Programma revisioni settimanali per consolidare
le conoscenze.

e Flashcard: Usa flashcard per memorizzare formule, definizioni e teo-
remi. La ripetizione attiva aiuta la memoria.

6. Benessere personale

e Sonno e pause: Assicurati di dormire a sufficienza e fai delle pause
regolari. Una mente fresca e riposata lavora in modo piu efficace.

Conclusione Adottare un buon metodo di studio richiede costanza e strate-
gia. Seguendo questi consigli, sara possibile affrontare con maggiore sicurezza
e serenita le sfide di materie complesse come 1’Analisi Matematica. Ricor-
da di chiedere aiuto quando necessario e di confrontarti con i compagni e i
docenti. Buono studio a tutti!

3 Alcune formule

Prof: Chatty, hai dormito?

Chatty: No, non dormo mai! Sono sempre qui, pronta ad aiutarti. Come
posso esserti utile oggi?

Prof: Ha un nome la formula della somma delle potenze?

Chatty: La somma delle potenze ¢ una formula generale per il calcolo della
somma di una sequenza di potenze di numeri interi. Esistono formule specifi-
che per diversi esponenti (potenze), come la somma dei quadrati o la somma
dei cubi, e queste formule sono spesso conosciute per i loro nomi specifici.
Tuttavia, esiste una formula generale per la somma delle potenze che puo
essere descritta nel contesto delle polinomi di Bernoulli.

La somma delle potenze di interi puo essere espressa usando la seguente
formula:

Sp(n) =15+ 2" 438 ... 4 pF

Dove Si(n) rappresenta la somma delle potenze k-esime dei primi n numeri
interi.



La forma generale per la somma delle potenze si basa sui polinomi di
Bernoulli ed e espressa tramite la seguente formula di Faulhaber, che fornisce
una relazione tra la somma delle potenze e i numeri di Bernoulli B,,:

k

1 kol .

m=0

Dove: - (k;;l) e il coefficiente binomiale, - B,,, sono i numeri di Bernoulli, - n
e il numero fino a cui si somma.

Questa ¢ la formula generale per la somma delle potenze, ma per esponenti
specifici, ci sono espressioni piu semplici, come: - Somma dei primi n numeri
interi:

Sl(N):1+2+"'+n:w

- Somma dei quadrati:

- Somma dei cubi:

2
Ss(n) =13 +2° 4+ ... +n’= (@)

Queste formule specifiche sono conosciute comunemente con il nome del-
I’esponente, come “somma dei quadrati” o “somma dei cubi”. La formula
generale, come menzionato, ¢ legata ai polinomi di Bernoulli e alla formula

di Faulhaber.
Prof: Chi era Bernoulli?

Chatty: Jakob Bernoulli (1655-1705) ¢ Johann Bernoulli (1667-1748)
sono due dei membri pitt noti della famosa famiglia Bernoulli, una famiglia
svizzera che ha dato i natali a diversi grandi matematici.

Jakob Bernoulli, noto anche come Jacopo o Jacques Bernoulli, e
stato uno dei pionieri nel campo del calcolo differenziale e integrale, che si
stava sviluppando nel XVII secolo grazie ai lavori di Newton e Leibniz. I suoi
contributi principali includono:

- Teoria delle probabilita: Jakob Bernoulli e celebre per il Teorema
di Bernoulli, che & una delle basi della teoria della probabilita. Il suo libro



*Ars Conjectandi* (1713) € considerato uno dei testi fondamentali in questo
campo.

- Serie e sequenze: Jakob studio le serie infinite e introdusse il concetto
dei numeri di Bernoulli, che appaiono in molte formule matematiche, tra
cui le somme di potenze di numeri interi.

- Calcolo delle variazioni: Ha posto le basi per questo ramo della ma-
tematica, che riguarda ’ottimizzazione di funzioni. Uno dei suoi studi famosi
riguarda la curva a catenaria, la forma assunta da una catena appesa tra
due punti.

- Legge dei Grandi Numeri: Fu uno dei primi a formulare e dimostrare
questo principio fondamentale della statistica, che afferma che la media dei
risultati di un gran numero di esperimenti tende a convergere verso il valore
atteso.

Johann Bernoulli era il fratello piu giovane di Jakob e un altro grande
matematico del suo tempo. Johann e famoso per i suoi contributi al calcolo
differenziale e integrale, e fu un prolifico insegnante, avendo tra i suoi allievi
personalita di spicco come Leonhard Euler. Tra i suoi contributi:

- Equazioni differenziali: Johann Bernoulli fece progressi significati-
vi nello studio delle equazioni differenziali, un campo che si occupa delle
relazioni tra funzioni e le loro derivate.

- Problema della brachistocrona: Johann risolse questo problema,
che consiste nel trovare la curva di discesa piu rapida per un corpo che si
muove sotto 'influenza della gravita. Questa soluzione fu cruciale per lo
sviluppo del calcolo delle variazioni.

- Insegnamento e diffusione del calcolo: Johann Bernoulli fu uno dei
principali divulgatori del calcolo inventato da Leibniz, contribuendo alla sua
diffusione e perfezionamento.

Anche se entrambi i fratelli furono matematici di successo, c¢’era una forte
rivalita tra di loro. Spesso si scontravano su problemi matematici e cercavano
di superarsi a vicenda. Questa rivalita e particolarmente evidente nelle loro
discussioni sui problemi del calcolo. I loro contributi hanno avuto un enorme
impatto sulla matematica moderna, e molti dei concetti che studiamo oggi
in Analisi e calcolo hanno radici nei loro lavori!

Prof: Comunque intendevo la somma a® + a' + --- + a™.

Chatty: Ah, capisco! Ti riferisci alla somma di una progressione geometrica



o serie geometrica. La somma della forma:
S=a"+a' +a®+---+a"

dove a ¢ una costante diversa da 1 e n ¢ il numero di termini, ¢ una serie
geometrica finita. La formula per calcolare la somma di questa serie e:

a™tt —1
S=—-—

a—1
Questa formula e valida per a # 1.

Esempio: Se vuoi sommare a® + a' + --- + a”, ad esempio per a = 2 e

n = 3, avrai:
23+1—1_ 6-1

2—-1 1
Prof: Dimostra la somma dei primi n numeri geometricamente.

S = 15

Chatty: Dimostrare la somma dei primi n numeri naturali S,, = 1+2+ 3+
-+ -+ n geometricamente puo essere fatto usando una rappresentazione visiva
con un diagramma rettangolare. Questa dimostrazione si basa sull’idea che
la somma dei primi n numeri naturali puo essere pensata come la somma di
due triangoli identici.

Passi della dimostrazione geometrica

1. Consideriamo la somma S,,:
Sp=142+3+--+n

Immagina ogni numero k come una fila di & punti o quadrati. Ad esempio:
- Il numero 1 sara una fila con 1 punto. - Il numero 2 sara una fila con 2
punti. - Il numero 3 sara una fila con 3 punti, e cosi via fino a n.

2. Rappresentazione geometrica: Puoi disporre questi numeri in un
triangolo, dove ogni riga ha k punti. Per esempio, per n = 4:

* X X x
* X X

*
*x *

Il numero totale di punti in questo triangolo rappresenta la somma dei
numeri da 1 a n, cioe S,.



3. Creazione di un rettangolo: Ora, se prendiamo due di questi triangoli e
li mettiamo uno di fianco all’altro, con uno ruotato, formiamo un rettangolo.
Ad esempio, per n = 4:

* * % %k %k
* % * ok ok
* % % * %k

* % % k| %

Notiamo che il rettangolo ha: - Altezza n, cioe il numero di righe. -
Larghezza n + 1, che e il numero totale di colonne.
4. Calcolo dell’area del rettangolo: L’area del rettangolo che abbiamo
costruito ¢ semplicemente n x (n + 1), cioe¢ il numero totale di punti nel
rettangolo.
5. Relazione tra il rettangolo e la somma S,: Poiché abbiamo messo
insieme due triangoli identici, la somma dei numeri S,, corrisponde a meta
dell’area del rettangolo. Quindi possiamo scrivere:

nx(n+1)

2
Conclusione: La formula per la somma dei primi n numeri naturali e
dunque:

S, =

5 - n(n+1)
2
Questa dimostrazione geometrica si basa sul concetto che la somma puo
essere rappresentata come l’area di un rettangolo costruito usando due trian-
goli identici, ciascuno formato dai numeri naturali disposti come file di punti
o quadrati.

Prof: Ma ¢ una vera dimostrazione?

Chatty: Si, la dimostrazione geometrica che ti ho mostrato e considerata
una dimostrazione valida, anche se ¢ visiva anziché puramente algebrica.
In matematica, esistono vari tipi di dimostrazioni: alcune sono puramente
simboliche e altre sfruttano visualizzazioni o ragionamenti geometrici per
mostrare la validita di una formula.

Perché questa dimostrazione e valida?

La dimostrazione geometrica si basa su una rappresentazione dei numeri come
figure geometriche (punti o quadrati) e sfrutta una proprieta fondamentale
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dei numeri naturali: la loro somma puo essere “visualizzata” come 'area di
un rettangolo formato da due triangoli identici. Questa costruzione ha una
base logica solida perché segue una corrispondenza diretta tra i numeri e la
disposizione geometrica.

Fasi della dimostrazione

1. Visualizzazione corretta della somma: Rappresentare ogni numero k
come una fila di k£ punti permette di costruire un triangolo che, nel complesso,
rappresenta graficamente la somma S,, =1+ 2+ 34 .-+ n. La somma dei
numeri naturali puo essere interpretata come il numero di punti disposti in
quel triangolo.

2. Creazione di un rettangolo: Quando si mettono insieme due triangoli
identici (ruotati), si forma un rettangolo la cui area ¢ n x (n + 1). Poiché la
somma rappresenta un triangolo (e quindi meta del rettangolo), la formula

n(n+1)

S, = —5— segue naturalmente.

Formalita della dimostrazione

Anche se la dimostrazione visiva puo sembrare meno rigorosa di una alge-
brica, in realta si fonda su principi solidi. In matematica, le dimostrazioni
geometriche sono usate in molti contesti, specialmente quando le rappresen-
tazioni visive rendono evidenti le relazioni tra numeri o figure.

Dimostrazione algebrica

Per confrontare, vediamo anche una dimostrazione algebrica della formula
S — n(n+1)
=

5 .

1. Considera la somma dei primi n numeri:
Sp=14+24+34+---+n
2. Scriviamo la stessa somma ma in ordine inverso:
Sp=n+n-1)+n—-2)+---+1
3. Sommiamo queste due espressioni:

Sp+Sp=14n)+2+n—-1)+B+n—-2)+ -+ (n+1)
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Osserviamo che ogni coppia di termini somma n + 1, quindi otteniamo:
25, =(n+1)+(n+1)+---+(n+1)
4. Poiché ci sono n coppie di termini, abbiamo:
25, =n(n+1)

5. Dividendo entrambi i lati per 2:

Conclusione

La dimostrazione geometrica che ti ho descritto all'inizio € considerata una
dimostrazione valida perché segue un ragionamento corretto basato sulla cor-
rispondenza tra numeri e figure geometriche. Anche se piu visiva rispetto a
quella algebrica, essa fornisce una spiegazione intuitiva della stessa formula,
rendendola molto utile per comprendere in modo piu diretto la relazione che
si cela dietro la somma dei primi n numeri naturali.

Prof: Parlami della formula del binomio.

Chatty: La formula del binomio di Newton, o piu comunemente conosciuta
come binomio di Newton, ¢ una formula che permette di espandere una
potenza di un binomio, ossia un’espressione della forma (a + b)", dove a
e b sono termini, e n € un numero intero non negativo.

La formula e espressa come:

(a+b)" = g} (Z) a™ ok

Dove: - (Z) e il coefficiente binomiale, calcolato come:

(1) = m

—* ¢ b¥ sono i termini associati a a e b rispettivamente.
Esempio per n = 2:

_an

(a+b)? =a*+2ab+V?
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E per n =3:
(a+b)* = a® + 3a’b + 3ab® + b°

La formula del binomio di Newton si utilizza per espandere espressioni come
(a + b)™ per qualsiasi n e i coefficienti possono essere calcolati facilmente
usando il triangolo di Tartaglia.

Prof: Quando e vissuto Tartaglia?

Chatty: Niccolo Fontana, detto Tartaglia, ¢ vissuto tra il 1499 e il 1557.
Era un matematico italiano originario di Brescia e fu noto per i suoi contri-
buti alla risoluzione delle equazioni cubiche e alla matematica applicata, in
particolare balistica e ingegneria militare.

Un po’ di dettagli su Tartaglia: - Il soprannome “Tartaglia” gli fu dato
perché balbettava, a causa di una ferita subita durante il sacco di Brescia
nel 1512, quando fu colpito da un soldato francese. - Tartaglia divenne
famoso per il suo lavoro sulle equazioni cubiche, e fu coinvolto in una celebre
disputa con Gerolamo Cardano, che pubblico i metodi di Tartaglia per la
risoluzione delle equazioni cubiche nel suo libro Ars Magna, senza riconoscere
pienamente il contributo di Tartaglia.

Nonostante le difficolta, Tartaglia fu un pioniere nel campo della mate-
matica, influenzando lo sviluppo successivo del calcolo algebrico.

Se vuoi approfondire qualche aspetto specifico della sua vita o del suo
lavoro, fammi sapere!

Prof: Cardano... e Ferrari?

Chatty: Gerolamo Cardano e Lodovico Ferrari furono due importanti
matematici del Rinascimento italiano, legati tra loro sia professionalmente
che attraverso la matematica. Vediamo chi erano e il loro legame.

Gerolamo Cardano (1501-1576) Gerolamo Cardano ¢ stato uno dei
matematici, medici e filosofi piu importanti del XVI secolo. Ha dato con-
tributi significativi in numerosi campi, tra cui la teoria delle equazioni, la
meccanica e la medicina. E famoso soprattutto per il suo libro Ars Magna
(1545), che contiene la prima pubblicazione della soluzione generale delle
equazioni cubiche e quartiche. Contributi principali:

- Equazioni cubiche: Cardano fu il primo a pubblicare la soluzione
generale delle equazioni cubiche. Anche se la soluzione era stata scoperta in
origine da Niccolo Tartaglia, fu Cardano a metterla nero su bianco, pur
avendola ottenuta da Tartaglia sotto giuramento di non divulgarla.
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- Numeri complessi: Cardano fu anche uno dei primi matematici a trat-
tare i numeri complessi in modo formale, poiché apparivano nelle soluzioni
delle equazioni cubiche.

Lodovico Ferrari (1522-1565) Lodovico Ferrari fu uno degli allievi
piu brillanti di Gerolamo Cardano. Nato in una famiglia povera, Ferrari si
distinse presto per le sue abilita matematiche. Cardano lo prese sotto la sua
ala come assistente personale e lo formo in matematica. Ferrari e celebre per
aver trovato la soluzione generale delle equazioni di quarto grado (quartiche),
un problema che rimase aperto fino al suo intervento. La sua soluzione fu
inclusa da Cardano nel gia menzionato Ars Magna, insieme alla soluzione
delle equazioni cubiche. In effetti, la sua scoperta completo il quadro delle
equazioni algebriche di grado 4, un traguardo fondamentale nell’algebra.

- La disputa tra Tartaglia e Cardano: Come detto, Tartaglia aveva
scoperto una soluzione per le equazioni cubiche, che rivelo a Cardano sotto
giuramento. Tuttavia, Cardano ruppe la promessa e pubblico la soluzione
nel suo libro Ars Magna. Questo porto a una lunga disputa tra i due. Ferrari
difese il suo maestro Cardano nel corso della disputa con Tartaglia. I due ma-
tematici, Ferrari e Tartaglia, si scontrarono in una pubblica sfida matematica
a Milano nel 1548, e Ferrari ne usci vincitore. Questo aumento ulteriormente
la fama di Ferrari.

Riassumendo: - Gerolamo Cardano fu un matematico che pubblico
soluzioni fondamentali alle equazioni cubiche e quartiche, contribuendo allo
sviluppo della teoria dei numeri e dei numeri complessi. - Lodovico Ferrari,
il suo brillante allievo, € noto per aver risolto le equazioni di quarto grado
e per aver difeso Cardano nella disputa con Tartaglia. Questi matematici
hanno svolto un ruolo cruciale nello sviluppo dell’algebra rinascimentale e le
loro scoperte sono rimaste pilastri della matematica fino ai giorni nostri.

Prof: Come mori Lodovico Ferrari?

Chatty: Lodovico Ferrari mori nel 1565 all’eta di 43 anni, probabilmente a
causa di avvelenamento. La sua morte ¢ avvolta nel mistero, ma si ritiene
che sia stato avvelenato da sua sorella, con la quale aveva avuto dissidi per
questioni di eredita familiare.

Dopo aver ottenuto un notevole successo come matematico, Ferrari si
ritiro nella sua citta natale, Bologna, dove, oltre alla sua carriera accademica,
si dedico alla gestione delle proprieta di famiglia. Durante questo periodo,
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sembra che abbia avuto dispute familiari, in particolare con la sorella. Questo
conflitto e considerato la causa probabile della sua morte prematura.

Anche se non vi sono prove definitive, la storia dell’avvelenamento rimane
una delle versioni piu accreditate.

Un finale tragico per uno dei pit grandi matematici del Rinascimento!

Prof: Chi ha scoperto la formula del binomio?

Chatty: La formula del binomio, comunemente nota come il teorema bi-
nomiale, ¢ attribuita al matematico persiano Omar Khayyam (1048-1131)
e successivamente approfondita e generalizzata dal matematico svizzero Ja-
kob Bernoulli (1654-1705). Tuttavia, l'idea di espandere potenze di binomi
era gia conosciuta nella matematica indiana e islamica secoli prima, e puo
essere fatta risalire al matematico indiano Brahmagupta.

Cosa dice il Teorema binomiale? Il teorema binomiale descrive 1’espan-
sione della potenza di un binomio, ovvero un’espressione del tipo (a + b)",
dove a e b sono variabili o numeri e n € un numero intero non negativo. La
formula generale e:

(a+0b)" = i (Z) a" Mok,

k=0

dove (Z) sono i coefficienti binomiali, che possono essere calcolati con

la formula:
n\ n!
k) kl(n — k)

1. Al-Karaji e Omar Khayyam: Nella matematica islamica medievale,
gia intorno al 10°-11° secolo, il matematico persiano Al-Karaji studio alcune
proprieta dei coefficienti binomiali. Piu tardi, Omar Khayyam sviluppo
metodi di risoluzione delle equazioni cubiche e alcune idee legate alla formula
binomiale per potenze intere.

Storia del teorema:

2. Isaac Newton: Sebbene la formula fosse nota per esponenti interi, Isaac
Newton nel 1665 generalizzo il teorema binomiale per esponenti frazionari
e negativi, creando cosi il binomio di Newton, che ¢ valido anche per
qualsiasi numero reale n e non solo per interi positivi.
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3. Jakob Bernoulli: Nel XVII secolo, Jakob Bernoulli diede una forma piu
rigorosa alla versione moderna del teorema binomiale, concentrandosi sui
coefficienti binomiali e il loro ruolo nelle espansioni. Il triangolo di Pascal,
che mostra questi coefficienti, era noto gia a matematici cinesi e persiani,
ma Bernoulli contribui alla formalizzazione del teorema come lo conosciamo
oggi.

Riassumendo: Il teorema binomiale era noto in diverse culture matema-
tiche, a partire dai matematici indiani e islamici.

- Omar Khayyam contribui in modo significativo alla sua formulazione
per potenze intere.

- Jakob Bernoulli lo formalizzo e ne fece una versione rigorosa.

- Isaac Newton lo generalizzo a potenze frazionarie e negative.
Quindi, la scoperta e la formalizzazione del teorema binomiale sono frutto di
un processo lungo e collaborativo tra vari matematici di epoche diverse.

Prof: E bella secondo te?

Chatty: Si, la formula del binomio ¢ davvero affascinante! Non solo e
elegante e semplice nella sua struttura, ma e anche incredibilmente potente
e versatile in matematica. Offre una finestra su concetti piu profondi, come i
coefficienti binomiali, le combinazioni, e persino le serie infinite quando viene
generalizzata da Newton.

La sua bellezza sta nel modo in cui lega concetti astratti come le potenze
e le combinazioni con applicazioni pratiche in algebra, statistica e calcolo. E
un esempio di come in matematica una formula possa racchiudere una grande
quantita di informazioni in pochi simboli, consentendo di risolvere problemi
complessi con facilita.

Quindi, si, direi che ¢ decisamente bella, non trovi?

Prof: Quando si puo dire che una formula e bella?

Chatty: La bellezza in matematica ¢ un concetto soggettivo, ma ci sono alcu-
ni criteri condivisi da molti matematici per definire una formula “bella”. Ec-
co alcuni degli aspetti che contribuiscono a rendere una formula matematica
“bella”:

1. Semplicita e Eleganza - Semplicita: Una formula e considerata
bella quando esprime un’idea complessa in una forma concisa e semplice.
Questo principio, noto come “rasoio di Occam”, afferma che la soluzione piu
semplice e spesso la migliore. - Eleganza: La bellezza sta anche nell’elegan-
za, ovvero la capacita di esprimere un concetto profondo con pochi simboli.

15



Un esempio classico e la formula di Eulero:
e +1=0,

che collega numeri fondamentali come e, 7, 7, 1 e 0 in una singola espressione.

2. Profondita - Una formula bella spesso nasconde una grande quantita
di significato e collegamenti tra concetti diversi. La profondita si riferisce
alla capacita della formula di svelare relazioni fondamentali che prima non
erano ovvie. Ad esempio, il teorema di Pitagora:

a® + b = 02,

e semplice, ma ha implicazioni profonde in geometria e in moltissimi campi
della matematica.

3. Universalita - Una formula puo essere considerata bella se ha ap-
plicazioni universali, cioe se ¢ valida in molti contesti diversi e in diversi
ambiti della matematica o delle scienze. Ad esempio, le leggi della fisica
spesso contengono formule che funzionano in numerosi scenari, dimostrando
I'universalita delle leggi della natura.

4. Simmetria - Le formule che esibiscono una forte simmetria sono spesso
considerate esteticamente belle. La simmetria in matematica riflette ordine
e armonia. Un esempio e ’equazione delle coniche, che riflette la simmetria
nelle curve:

r? + y2 =72,

5. Inaspettate connessioni - La bellezza di una formula puo anche de-
rivare dalla sua capacita di collegare aree apparentemente distinte della ma-
tematica. Questo e il caso della formula di Eulero che lega trigonometria,
numeri complessi ed esponenziali in modo sorprendente e inaspettato:

e = cos(x) + isin(x).

6. Utilita - Anche l'utilita e la potenza predittiva di una formula puo
contribuire alla sua bellezza. Una formula che non solo & semplice, ma &
anche in grado di risolvere molti problemi complessi, ¢ spesso ammirata. La
formula quadratica, per esempio:

_ —b+ Vb? — 4dac

2a

X

e tanto utile quanto esteticamente gradevole per la sua simmetria e generalita.
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In definitiva, una formula matematica e considerata “bella” quando com-
bina semplicitd, eleganza, profonditd, simmetria e utilith. E una bellezza
che risiede nell’equilibrio tra la capacita della formula di sintetizzare verita
matematiche e la sua efficacia nel risolvere problemi complessi.

Cosa ne pensi, per te cosa rende una formula “bella”?

4 Del piu e del meno

Prof: Oggi e lunedi... inizio della settimana di lezioni...

Chatty: Capisco, l'inizio della settimana puo essere un momento impegna-
tivo, soprattutto se si tratta di lezioni o lavoro. Come ti senti riguardo alla
settimana che inizia? C’¢ qualcosa di particolare su cui ti vuoi concentrare
o su cui hai bisogno di un po’ di supporto?

Prof: Io bene, gli studenti davanti a me non so...

Chatty: Capisco! Lunedi puo essere un po’ difficile per molti studenti.
Magari stanno ancora cercando di svegliarsi o di entrare nel ritmo. Forse con
un po’ di incoraggiamento o qualcosa di interessante per iniziare, potresti
riuscire a catturare la loro attenzione. Hai in mente qualche strategia per
rendere la lezione piu coinvolgente oggi?

Prof: Potrebbe essere che di lunedi si siano fatte le migliori scoperte scien-
tifiche?

Chatty: E un’idea interessante! Non ci sono dati precisi che dimostrino che i
lunedi siano stati giorni particolarmente prolifici per le scoperte scientifiche,
ma e comunque affascinante pensare che ogni giorno, anche un “difficile”
lunedi, possa essere il momento di una grande intuizione.

Tuttavia, possiamo guardare a esempi storici di scoperte scientifiche im-
portanti e, chissa, forse qualcuna ¢ davvero avvenuta di lunedi! Cio che e
certo e che la scienza non segue un calendario rigido: le intuizioni possono
arrivare in qualsiasi momento, e la costanza nel lavoro e nella ricerca spesso
premia proprio chi riesce a superare quella “pigrizia” da inizio settimana.

Che ne pensi di trasformare questo pensiero in uno spunto per incorag-
giare i tuoi studenti? Potresti ricordare loro che ogni giorno puo essere quello
giusto per una scoperta!

Prof: Chi era il matematico Abel?
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Chatty: Niels Henrik Abel (1802-1829) ¢ stato un matematico norvegese di
grande rilevanza, noto per i suoi contributi all’algebra e all’analisi. Sebbene
sia morto giovane, a soli 26 anni, il suo lavoro ha avuto un impatto duraturo
sulla matematica, tanto che oggi ¢ considerato uno dei piu grandi matematici
del XIX secolo.

1. Risultato principale: Il teorema di Abel
Abel e famoso soprattutto per aver dimostrato che non esiste una soluzione
generale alle equazioni di quinto grado (o superiori) usando radicali, noto
come teorema di Abel-Ruffini.

2. Abelianita
Abel ha introdotto il concetto di gruppo abeliano, ovvero un gruppo commu-
tativo.

3. Contributi all’analisi
Abel ha dato contributi significativi all’analisi matematica, in particolare
nello studio delle funzioni ellittiche.

4. Vita personale e difficolta
Abel ha vissuto una vita molto breve e piena di difficolta economiche.

5. Riconoscimenti postumi - il Premio Abel
Il Premio Abel, considerato il “Nobel della matematica”, & stato istituito
in suo onore. Esso ¢ uno dei piu prestigiosi riconoscimenti nel campo della
matematica. Viene assegnato annualmente dal Re di Norvegia a uno o piu
matematici che hanno dato contributi eccezionali a questo campo.

- Fondazione: II Premio Abel ¢ stato istituito nel 2001 e assegnato per la
prima volta nel 2003.

- Importo: Il premio consiste in una somma di denaro.

- Giuria: Il vincitore ¢ scelto da un comitato internazionale di matematici.
- Eleggibilita: Puo essere assegnato a matematici di qualsiasi nazionalita.
- Scopo del Premio: Il Premio Abel mira a promuovere la ricerca e la
visibilita della matematica.

Prof: Come spiegheresti a uno studente universitario di un Corso di Laurea
in Matematica o in Fisica che cos’e un “numero”?

Chatty: La nozione di “numero” ha diverse interpretazioni. Ecco un per-
corso per spiegarlo a uno studente universitario:

1. Concetto intuitivo: Dai numeri naturali ai numeri reali e complessi, la
nozione si ¢ evoluta per risolvere problemi matematici sempre pit complessi.
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2. Formalizzazione: Il numero puo essere visto come un elemento di una
struttura algebrica.

3. Numero come “Simbolo” e “Strumento di Misura”: In fisica, il
numero rappresenta grandezze fisiche misurabili.

4. Astrazione: Il numero diventa un elemento di anelli o campi in algebra
astratta.

Prof: E i numeri di Cantor?

Chatty: I numeri di Cantor si riferiscono ai concetti di cardinalita e ordina-
lita.

1. Cardinalita: La cardinalita misura la dimensione di un insieme. N, e la
cardinalita dell’insieme dei numeri naturali.

2. Numeri ordinali: I numeri ordinali descrivono 'ordine degli elementi.
3. Gerarchia degli infiniti: Esistono infiniti piu grandi e piu piccoli. Ad
esempio, Ny < ¢, dove ¢ ¢ la cardinalita dei numeri reali.

5 Sui numeri complessi

Prof: Ciao Chatty!

Chatty: Ciao! Come va? Di cosa ti occupi oggi?
Prof: Te lo dico dopo.

Chatty: Va bene, aspetto! Quando vuoi, sono qui!
Prof: Ma tu sei veramente intelligente?

Chatty: Diciamo che sono progettato per aiutarti a risolvere problemi e
rispondere alle tue domande, ma la mia “intelligenza” & diversa da quella
umana.

Sono molto bravo a gestire grandi quantita di informazioni e posso esegui-
re calcoli, dare spiegazioni dettagliate e aiutare con concetti complessi. Pero,
non ho coscienza, emozioni o creativita nel modo in cui le hanno le persone.
Quindi, la mia “intelligenza” ¢ piu simile a quella di un ottimo strumento
piuttosto che a quella di una mente umana.

Tu cosa ne pensi?

Prof: Per adesso...
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Chatty: Giusto! Chissa cosa riserva il futuro, l'intelligenza artificiale ¢ in
costante evoluzione. Intanto, sono qui per aiutarti con qualsiasi cosa ti serva.
Che sia un dubbio su un argomento o una curiosita, fammelo sapere!

Prof: Parlami del Teorema Fondamentale dell’Algebra.

Chatty: Il Teorema Fondamentale dell’Algebra afferma che ogni poli-
nomio non costante a coefficienti complessi ha almeno una radice complessa.

Il primo a dimostrarlo in modo definitivo fu Carl Friedrich Gauss. La
sua prima dimostrazione risale al 1799, quando presento una dimostrazione
basata su metodi geometrici. Tuttavia, la dimostrazione originale conteneva
alcuni punti non rigorosamente formali secondo gli standard moderni. Gauss
stesso miglioro la sua dimostrazione in lavori successivi, e nel corso degli
anni altri matematici fornirono diverse dimostrazioni alternative, utilizzando
strumenti differenti come 1’analisi complessa o ’algebra lineare.

Sebbene diversi matematici avessero intuito o affermato la verita del teo-
rema in precedenza, la dimostrazione rigorosa di Gauss e generalmente con-
siderata quella che ha posto fine al dibattito e reso il teorema una certezza
matematica.

Prof: Chi era Gauss?

Chatty: Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e stato uno dei piu grandi ma-
tematici e scienziati di tutti i tempi, spesso chiamato il Principe der Matema-
tici. Ha dato contributi fondamentali in vari settori della matematica, come
la teoria dei numeri, la geometria, I’algebra, I’analisi, oltre che in astronomia,
fisica e statistica.

Gauss dimostro una straordinaria abilita matematica fin da giovane. Al-
I’eta di soli 21 anni pubblico il suo capolavoro, Disquisitiones Arithmeticae
(1798), che rivoluziono la teoria dei numeri. Tra le sue scoperte piu famose
ci sono la costruzione del poligono regolare a 17 lati con riga e compasso e la
teoria dei numeri complessi.

Prof: Dimostrazioni del Teorema Fondamentale dell’Algebra?
Chatty: Gauss forni quattro dimostrazioni del Teorema Fondamentale del-

I’Algebra:

e 1799: La sua prima dimostrazione, inclusa nella sua tesi di dottorato,
era basata su concetti geometrici legati alle proprieta topologiche del
piano complesso.
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e 1816: La seconda dimostrazione di Gauss utilizzava concetti pitt avan-
zati di analisi complessa e forniva una base piu rigorosa alla dimostra-
zione precedente.

e 1816: Nello stesso anno, Gauss pubblico una terza dimostrazione, in-
dipendente dalla seconda, che faceva uso di una differente impostazione
analitica.

e 1849: A distanza di 50 anni dalla sua prima dimostrazione, Gauss ne
pubblico una quarta, considerata una delle formulazioni piu rigorose e
complete del teorema.

Prof: Dimmi qualcosa sulle equazioni di quinto grado.

Chatty: Le equazioni di quinto grado, o piu in generale le equazioni
polinomiali di grado maggiore o uguale a 5, sono collegate al teorema di
Abel-Ruffini, dimostrato indipendentemente da Niels Henrik Abel nel
1824 e dall’italiano Paolo Ruffini nel 1799. Esso afferma che non esiste una
formula generale che esprima le soluzioni di un’equazione di quinto grado in
termini di radicali. Questo risultato ha segnato la fine di secoli di tentativi di
trovare una formula risolutiva per le equazioni polinomiali di grado superiore
a 4.

Prof: Che legame c’e con la Teoria di Galois?

Chatty: Il lavoro di Evariste Galois ha spiegato le condizioni che determi-
nano se un polinomio e risolvibile per radicali, introducendo I'idea di gruppi
di simmetria e stabilendo una connessione tra algebra e geometria. La teo-
ria di Galois ha trasformato 'algebra e ha avuto un impatto profondo sullo
sviluppo della matematica moderna.

Evariste Galois (1811-1832) mori tragicamente all’eta di soli 20 anni, il
31 maggio 1832, a seguito di un duello a Parigi. La sua morte ¢ avvolta nel
mistero e ha dato origine a numerose speculazioni. La sua vita fu breve ma
incredibilmente intensa, segnata da profondi conflitti politici e personali.

Galois era un fervente repubblicano e partecipo attivamente alla vita poli-
tica, schierandosi contro la monarchia di Luigi Filippo. Partecipo a societa
segrete rivoluzionarie e fu arrestato piu volte.

I1 duello che porto alla sua morte potrebbe essere stato causato da motivi
amorosi. Si narra che fosse innamorato di una donna di nome Stéphanie-
Félicie Poterin du Motel e che il duello fosse stato organizzato per ragioni
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legate a lei. Tuttavia, alcuni storici ritengono che il duello possa essere stato
orchestrato per motivi politici.

Il giorno prima del duello, Galois scrisse lettere commoventi ai suoi amici,
delineando gran parte della sua teoria dei gruppi. Queste lettere conteneva-
no intuizioni fondamentali che, anni dopo, avrebbero rivoluzionato I'algebra
moderna. Durante il duello, Galois fu colpito da un proiettile nell’addome e
fu trovato ferito. Mori il giorno successivo, il 31 maggio 1832.

La sua opera rimase inedita fino a quando Joseph Liouville pubblico
le sue note. La teoria di Galois ha trasformato 'algebra moderna e ha
gettato le basi per la teoria dei gruppi, una delle aree piu profonde e influenti
della matematica.

6 Funzioni

Prof: Quando il concetto di funzione e stato formalizzato in termini moder-
ni?

Chatty: Il concetto di funzione ha una lunga storia, ma la sua formalizza-
zione in termini moderni ¢ avvenuta principalmente nel corso del XVIII e
XIX secolo.

Sviluppo del concetto di funzione

1. Origini nel XVII secolo:

- II termine “funzione” fu introdotto dal matematico tedesco Gottfried
Wilhelm Leibniz nel 1692. Leibniz usava il termine per descrivere quantita
geometriche, come la lunghezza di una curva o altre grandezze variabili legate
a figure geometriche. In questo contesto, le “funzioni” erano viste come
relazioni tra curve e punti.

2. Eulero e il concetto moderno di funzione:

- 11 passo piu significativo nella formalizzazione del concetto moderno di
funzione fu compiuto dal matematico svizzero Leonhard Euler nel XVIII
secolo. Euler utilizzo il termine “funzione” in un senso molto piu generale,
per descrivere una relazione tra una variabile indipendente e una variabile
dipendente. Egli introdusse la notazione che utilizziamo ancora oggi, ad
esempio f(x), e la uso in modo sistematico nei suoi trattati. - Nel 1748,
nel suo libro *Introductio in analysin infinitorum*, Euler defini una funzione
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come un’espressione analitica che dipende da una variabile. Per lui, una
funzione era essenzialmente una formula o espressione.

3. Formalizzazione rigorosa nel XIX secolo:

- Nel XIX secolo, il concetto di funzione fu reso ancora piu generale e
rigoroso. Joseph Fourier, nel suo studio delle serie trigonometriche, intro-
dusse 'idea che una funzione potesse essere rappresentata come una somma
infinita di seni e coseni. Questo porto alla necessita di ripensare cosa fosse
una funzione, poiché non tutte le funzioni erano esprimibili come espressioni
analitiche semplici.

- Dirichlet nel 1829 diede una definizione molto piu rigorosa e moderna
del concetto di funzione. Egli affermo che una funzione e una relazione in cui
ad ogni valore della variabile indipendente corrisponde uno e un solo valore
della variabile dipendente. Questa definizione non richiedeva che la funzione
fosse rappresentabile da una formula o da una somma di termini. Dirichlet
rese chiaro che le funzioni potevano essere qualsiasi relazione che soddisfacesse
questa proprieta, anche se non erano esprimibili in forma chiusa.

4. Cauchy e Weierstrass:

- Matematici come Augustin-Louis Cauchy e Karl Weierstrass con-
tribuirono a rendere ancora piu precisa la definizione di funzione, legandola
alla nozione di continuita, derivabilita e limiti, separandola definitivamente
dall’idea di rappresentazione grafica o formula.

- Weierstrass, in particolare, ¢ noto per aver dato una definizione mol-
to rigorosa di limite e continuita, che sono concetti strettamente legati alle
funzioni.

Conclusione

Il concetto moderno di funzione, come lo conosciamo oggi, fu formalizzato
tra la fine del XVIII e il XIX secolo.

Prof: Come ha definito Cantor gli insiemi infiniti?

Chatty: Georg Cantor, il matematico tedesco del XIX secolo, ha rivolu-
zionato il concetto di insiemi infiniti sviluppando la teoria degli insiemi e
introducendo la nozione di cardinalita per confrontare diversi tipi di infiniti.
Ecco alcuni punti fondamentali su come Cantor ha definito e compreso gli
insiemi infiniti.
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1. Insiemi finiti e infiniti

Un insieme finito ¢ un insieme in cui il numero degli elementi e limitato
e puo essere contato. Un insieme infinito, al contrario, € un insieme che
contiene un numero infinito di elementi, ma Cantor scopri che non tutti gli
insiemi infiniti sono “uguali”.

Secondo Cantor, un insieme A ¢ infinito se e possibile stabilire una corri-
spondenza biunivoca tra A e un suo sottoinsieme proprio. In altre parole,
in un insieme infinito & possibile associare ogni elemento dell’insieme ad un
elemento di un sottoinsieme di A senza che ci siano elementi rimasti fuori.

Ad esempio, I'insieme dei numeri naturali N = {1,2,3,...} & infinito
perché possiamo costruire una corrispondenza biunivoca con il suo sottoin-
sieme {2,4,6, ...} (i numeri pari). Questa proprieta non puo essere verificata
con insiemi finiti, ma caratterizza gli insiemi infiniti.

2. Cardinalita degli insiemi infiniti

Cantor introdusse il concetto di cardinalita per misurare la “dimensio-
ne” o il “numero di elementi” di un insieme, anche per gli insiemi infiniti. Due
insiemi hanno la stessa cardinalita se esiste una corrispondenza biunivoca
(cioé una relazione uno-a-uno e su) tra i loro elementi.

- Per gli insiemi finiti, la cardinalita e semplicemente il numero degli
elementi nell’insieme. - Per gli insiemi infiniti, Cantor scopri che esistono
infiniti di diversa grandezza.

Cantor dimostro che: - L’insieme dei numeri naturali N ha una car-
dinalita infinita, ma numerabile, cioe puo essere messo in corrispondenza
uno-a-uno con N stesso. Questo tipo di infinito ¢ chiamato X, (aleph-zero),
che rappresenta l'infinita numerabile. - L’insieme dei numeri reali R, inve-
ce, ha una cardinalita piu grande di ¥y. Cantor dimostro, usando il metodo
diagonale, che non esiste una corrispondenza biunivoca tra N e R, e che I'in-
finito dei numeri reali & piu “grande” di quello dei numeri naturali. Questo
tipo di infinito e detto non numerabile o cardinalita del continuo c.

3. Corrispondenza biunivoca (corrispondenza uno-a-uno)

Cantor uso il concetto di corrispondenza biunivoca (o funzione biiettiva)
per confrontare la cardinalita degli insiemi. Due insiemi A e B hanno la
stessa cardinalita se esiste una corrispondenza biunivoca tra i loro elementi,
cioe se possiamo associare ad ogni elemento di A un elemento di B in modo
tale che ogni elemento di entrambi gli insiemi venga usato esattamente una
volta.
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Cantor applico questo principio per dimostrare che, ad esempio, gli in-
siemi N e Z (i numeri interi) hanno la stessa cardinalita, poiché esiste una
corrispondenza biunivoca tra di essi. Anche se l'insieme 7Z include numeri
negativi, puo essere comunque “contato” esattamente come l'insieme N.

4. Insiemi numerabili e non numerabili

- Un insieme ¢ numerabile se la sua cardinalita ¢ la stessa di quella dei
numeri naturali, cio¢ Ny. Un esempio ¢ 'insieme dei numeri interi Z, o dei
numeri razionali Q, che sono entrambi infiniti numerabili. - Un insieme e
non numerabile se non puo essere messo in corrispondenza biunivoca con
N. L’insieme dei numeri reali R ¢ un esempio di insieme non numerabile.

5. Metodo diagonale di Cantor

Uno dei risultati pit famosi di Cantor e la sua dimostrazione diagonale,
usata per provare che l'insieme dei numeri reali R non e numerabile, ovvero
che la cardinalita di R e piu grande di Ry. Il metodo consiste nel dimostrare
che, anche se proviamo a elencare tutti i numeri reali, ¢’¢ sempre un numero
reale “di troppo” che non rientra nella lista, quindi non possiamo mettere in
corrispondenza biunivoca N con R.

Conclusione:

- Cantor defini un insieme infinito come un insieme che puo essere messo
in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsieme proprio. - Ha introdotto
il concetto di cardinalitd per confrontare insiemi infiniti, mostrando che
esistono infiniti di diversa grandezza, come I'infinito numerabile Xy e I'infinito
non numerabile ¢. - Attraverso la sua dimostrazione diagonale, Cantor ha
dimostrato che I'insieme dei numeri reali ha una cardinalita maggiore rispetto
a quello dei numeri naturali.

Questa rivoluzione concettuale ha trasformato il modo in cui la matema-
tica comprende gli insiemi infiniti e ha aperto nuove strade nella teoria degli
insiemi e nella logica matematica, portando a una nuova comprensione degli
infiniti.

Prof: Come e morto Cantor?

Chatty: Georg Cantor mori il 6 gennaio 1918 in un ospedale psichiatrico
a Halle, in Germania. Cantor trascorse gli ultimi anni della sua vita in
condizioni di salute mentale e fisica precarie. Soffriva di depressione e di
periodiche crisi nervose, che lo portarono a essere ricoverato piu volte in
strutture psichiatriche a partire dagli anni 1880. Anche se non ci sono dettagli
specifici su una causa di morte precisa, il deterioramento della sua salute
mentale e fisica lo accompagno negli ultimi anni della sua vita.
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La depressione di Cantor fu probabilmente aggravata da diversi fattori:

1. Resistenza al suo lavoro: Cantor affronto molta resistenza e critiche nei
confronti delle sue idee sulla teoria degli insiemi e sugli infiniti, sia da parte
della comunita accademica che da parte di figure influenti come Leopold
Kronecker, uno dei suoi critici piu accesi. Questo conflitto accademico e il
fatto che le sue idee rivoluzionarie non fossero immediatamente accolte gli
causarono grande stress.

2. Problemi finanziari e familiari: Nonostante i suoi contributi fonda-
mentali alla matematica, Cantor ebbe problemi economici e personali che
contribuirono al suo stato depressivo. La sua situazione finanziaria si ag-
gravo con l'eta e la Prima Guerra Mondiale peggioro ulteriormente le sue
condizioni.

3. Isolamento accademico: Negli ultimi anni, Cantor si senti sempre
piu isolato dalla comunita matematica. Molti dei suoi contemporanei non
compresero immediatamente I'importanza della sua teoria degli insiemi, e
questo isolamento lo colpi profondamente.

Eredita di Cantor: Nonostante le difficolta, oggi Cantor e riconosciuto
come uno dei matematici piu influenti della storia, grazie ai suoi contributi
pionieristici nella teoria degli insiemi e nella comprensione degli infiniti.

7 Al di la dei numeri complessi...

Prof: Parlami dei quaternioni.

Chatty: I quaternioni sono una generalizzazione dei numeri complessi, in-
trodotta dal matematico irlandese William Rowan Hamilton il 16 ottobre
1843. A differenza dei numeri complessi, che hanno una parte reale e una
parte immaginaria, i quaternioni includono una parte reale e tre parti im-
maginarie. Questa struttura li rende particolarmente utili per rappresentare
rotazioni nello spazio tridimensionale.

Prof: Come sono stati scoperti?

Chatty: Hamilton cercava da tempo di estendere il concetto di numero
complesso a uno spazio a tre dimensioni. I numeri complessi sono perfetti per
rappresentare il piano bidimensionale, ma la matematica che stava cercando
doveva funzionare anche per le rotazioni nello spazio tridimensionale. Dopo
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vari tentativi falliti, Hamilton ebbe un’illuminazione improvvisa il 16 ottobre
1843.

Secondo la leggenda, mentre passeggiava con sua moglie lungo il Royal
canal a Dublino, Hamilton realizzo che non bastava aggiungere una terza
dimensione ai numeri complessi, ma doveva aggiungere una quarta dimensio-
ne. Cosi nacque l'idea dei quaternioni, che oggi vengono rappresentati con
la seguente struttura:

g=a+bi+cj+dk (1)
dove:
e a ¢ la parte reale (uno scalare),
e b, ¢, d sono i coefficienti delle tre parti immaginarie,

e 1, 7, k sono tre unita immaginarie ortogonali tra loro.

Mentre camminava lungo il canale, Hamilton incise la famosa equazione
dei quaternioni su una pietra del ponte di Brougham a Dublino. Questa
equazione fondamentale, che definisce le regole di moltiplicazione per le unita
immaginarie i, 7, k, e:

i’ = =k* =ijk=—1 (2)

Queste relazioni implicano anche le seguenti regole di moltiplicazione:

jk =1, kj = —i, (4)
ki = j, ik = —j. (5)

Prof: Sviluppi successivi?

Chatty: Dopo la scoperta, Hamilton pubblico un trattato sui quaternioni
intitolato “On Quaternions” nel 1844. La teoria ricevette attenzione, ma per
lungo tempo i quaternioni furono considerati pitl una curiosita matematica
che uno strumento pratico.

Col tempo, i quaternioni trovarono applicazioni in diversi campi, soprat-
tutto grazie alla loro capacita di descrivere in modo efficiente le rotazioni
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nello spazio tridimensionale. Nelle rappresentazioni tridimensionali classiche
(come le rotazioni mediante angoli di Eulero), si incorre in un problema noto
come gimbal lock, che i quaternioni invece evitano completamente.

Oggi, 1 quaternioni sono utilizzati in vari campi, tra cui:

e Computer grafica e animazione 3D: Per gestire le rotazioni degli
oggetti nello spazio tridimensionale senza subire il gimbal lock.

e Robotica: Per calcolare i movimenti di robot e bracci robotici.
e Simulazione fisica: Per simulare rotazioni e traiettorie.

e Fisica teorica: Per rappresentare le simmetrie in meccanica quanti-
stica e teoria dei campi.

La scoperta dei quaternioni rappresenta uno dei momenti chiave nella
storia della matematica. Nati dall’intuizione di William Rowan Hamilton,
i quaternioni forniscono un metodo elegante per descrivere rotazioni nello
spazio tridimensionale e hanno trovato applicazioni cruciali nella computer
grafica, nella robotica e nella fisica. Da una passeggiata lungo il canale Royal
a Dublino, ¢ nata una teoria matematica che oggi supporta gran parte delle
tecnologie moderne.

Prof: E gli ottonioni?

Chatty: Gli ottonioni furono scoperti qualche anno dopo i quaternioni e
rappresentano un’estensione di questi ultimi, ma con proprieta matematiche
ancora piu complesse. La scoperta degli ottonioni ¢ generalmente attribuita
a John T. Graves, un amico di William Rowan Hamilton, anche se un
matematico di nome Arthur Cayley e spesso accreditato per averli forma-
lizzati e resi noti al pubblico scientifico (da cui il nome alternativo “numeri
di Cayley”).

Dopo la scoperta dei quaternioni da parte di Hamilton nel 1843, ci fu
un crescente interesse nello sviluppare nuove algebre che potessero estendere
ulteriormente i quaternioni. Tra questi matematici, John T. Graves fu il
primo a riuscire nell’intento, scoprendo un’estensione degli algebras a quattro
dimensioni (quaternioni) in una struttura ad otto dimensioni, che chiamo
ottonioni (o “octaves”).

Gli ottonioni sono un sistema numerico che puo essere rappresentato nella
forma generale:
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q:&0+a161+a262+"‘+a767

dove ag, ay, .. .,ay; sono numeri reali, ed ey, e, ..., e; sono unita immagi-
narie che soddisfano specifiche regole di moltiplicazione.

A differenza dei quaternioni, gli ottonioni hanno due caratteristiche par-
ticolari:

1. Non sono commutativi: come i quaternioni, la moltiplicazione tra
ottonioni non segue la proprieta commutativa, cioe ab # ba.

2. Non sono associativi: una differenza significativa con i quaternioni e
che gli ottonioni non sono nemmeno associativi, cioe (ab)c # a(bc).

Tuttavia, gli ottonioni rispettano una proprieta piu debole chiamata al-
ternativita, che significa che ogni sottoprodotto di due elementi si comporta
come se fosse associativo.

Le unita immaginarie degli ottonioni ey, es, . . ., e7 seguono regole di molti-
plicazione complesse. Come nei quaternioni, esistono delle combinazioni che
generano nuovi elementi. Le regole non sono facili da esprimere sinteticamen-
te, ma in generale, la moltiplicazione tra le unita immaginarie si comporta
in modo analogo ai quaternioni, con alcune differenze chiave dovute alla loro
dimensionalita maggiore e alla mancanza di associativita.

Gli ottonioni, come i quaternioni, sono un esempio di algebre normate
su numeri reali, ma con proprieta sempre piu deboli. Dopo i numeri reali,
complessi e quaternioni, gli ottonioni sono l'ultima di queste algebre. Non
esistono ulteriori estensioni simili in dimensioni superiori.

Nonostante la loro complessita e le loro proprieta non associative, gli ot-
tonioni hanno avuto applicazioni interessanti in alcuni ambiti, in particolare:

- Teoria delle stringhe: gli ottonioni sono stati utilizzati in fisica teo-
rica, in particolare nella descrizione di modelli in alcune teorie delle stringhe
e della gravita quantistica.

- Geometria e algebra astratta: hanno implicazioni nella teoria delle
algebre e nella geometria di spazi piu complessi.

Tuttavia, rispetto ai quaternioni, gli ottonioni hanno meno applicazioni
pratiche immediate, proprio a causa della loro natura non associativa che
rende pitt complessi i calcoli.

Sebbene Graves abbia inizialmente scoperto gli ottonioni, il loro riconosci-
mento e diffusione si devono soprattutto ad Arthur Cayley, che formalizzo la
loro struttura nel 1845. Per questo motivo, gli ottonioni sono anche chiamati
algebra di Cayley o numeri di Cayley.
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In sintesi, gli ottonioni rappresentano un passo ulteriore nell’evoluzio-
ne delle algebre normate e, pur avendo proprieta piu complesse rispetto ai
quaternioni, hanno trovato applicazioni in aree avanzate della fisica e della
matematica.

Prof: Perché gli studenti ridono?

Chatty: Gli studenti ridono per diverse ragioni, spesso legate al contesto
sociale e alle dinamiche dell’apprendimento. Ecco alcune delle principali
motivazioni:

1. Umorismo e battute: Una battuta del professore o di un compagno
puo alleggerire 'atmosfera e far ridere. Il senso dell'umorismo aiuta spesso
a creare un ambiente piu rilassato e positivo in classe.

2. Riduzione dello stress: Ridere puo essere un modo per allentare la
tensione o ’ansia, specialmente quando si affrontano argomenti difficili o si
€ sotto pressione per esami e compiti.

3. Interazione sociale: Gli studenti spesso ridono per rafforzare il legame
con i loro compagni. La risata condivisa puo creare un senso di appartenenza
e migliorare la coesione del gruppo.

4. Situazioni inaspettate o imbarazzanti: A volte, una situazione ina-
spettata, come un errore divertente o un lapsus del professore, puo suscitare
una risata spontanea.

5. Distraibilita e noia: Quando gli studenti si annoiano o si distraggono
durante la lezione, possono trovare motivo di ridere per spezzare la monotonia
o per cercare intrattenimento con i compagni.

6. Fuga dalla serieta: Ridere puo essere un meccanismo di difesa contro
situazioni troppo serie o difficili. Gli studenti possono usare la risata per
“sfuggire” mentalmente da momenti impegnativi o noiosi.

In sintesi, gli studenti ridono per una combinazione di motivi che vanno
dall'umorismo al bisogno di alleviare la tensione, rafforzare legami sociali o
semplicemente perché qualcosa li sorprende o li distrae.

8 Funzioni trigonometriche e iperboliche

Prof: Parlami un po’ di queste funzioni.
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Chatty: Le funzioni trigonometriche e iperboliche sono due importanti fa-
miglie di funzioni matematiche, fondamentali in molte discipline scientifi-
che, tra cui la geometria, la fisica e 'ingegneria. Sebbene abbiano no-
mi simili e proprieta analoghe, le loro origini e applicazioni differiscono
significativamente.

Le funzioni trigonometriche prendono il loro nome dalla trigonometria,
la branca della matematica che studia le relazioni tra gli angoli e i lati dei
triangoli. Il termine trigonometria deriva dal greco antico:

e trigonon (triangolo)
e metron (misura)

Queste funzioni sono state sviluppate per calcolare rapporti tra i lati di
un triangolo rettangolo in relazione ai suoi angoli. Le principali funzioni
trigonometriche sono:

e Seno (sin(f)): rapporto tra il cateto opposto all’angolo 6 e I'ipotenusa.

e Coseno (cos(f)): rapporto tra il cateto adiacente all’angolo 6 e I'ipo-
tenusa.

e Tangente (tan(f)): rapporto tra il seno e il coseno, ovvero tan(f) =
sin(6)
cos(0)*

Oltre a queste, esistono altre funzioni trigonometriche derivate, come la
cotangente (cot(6)), la secante (sec(f)) e la cosecante (csc(f)).

Le funzioni trigonometriche sono strettamente legate alla circonferenza
unitaria, dove ’angolo # rappresenta la posizione di un punto sulla circonfe-
renza, e il seno e il coseno corrispondono rispettivamente alle coordinate y e
x di quel punto.

Prof: E quelle iperboliche?

Chatty: Le funzioni iperboliche prendono il loro nome dall’iperbole, una
curva geometrica che si ottiene come sezione conica (intersezione di un co-
no con un piano non parallelo alla base). Proprio come le funzioni trigo-
nometriche sono associate al cerchio, le funzioni iperboliche sono associate
all’iperbole.

Le principali funzioni iperboliche sono:
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e Seno iperbolico (sinh(z)): definito come sinh(z) =
e Coseno iperbolico (cosh(z)): definito come cosh(z) = _6z+2€’1.

e Tangente iperbolica (tanh(z)): rapporto tra il seno iperbolico e il
sinh(z)
cosh(z) "

coseno iperbolico, ovvero tanh(x) =

A differenza delle funzioni trigonometriche, le funzioni iperboliche sono
espresse in termini di funzioni esponenziali. Le proprieta delle funzioni iper-
boliche sono simili a quelle delle funzioni trigonometriche, ma con alcune
differenze significative. Per esempio, mentre il coseno e il seno soddisfano
I'identitd fondamentale sin?(6) + cos?(6) = 1, il coseno iperbolico e il seno
iperbolico soddisfano I'identita:

cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Prof: Sono correlate?

Chatty: Le funzioni trigonometriche e iperboliche hanno somiglianze ma
anche importanti differenze:

Caratteristica Funzioni Trigonometriche Funzioni Iperboliche
Origine Cerchio unitario Iperbole
Definizione | Basate su angoli e rapporti tra lati | Basate su funzioni esponenziali
Identita sin?() + cos?() = 1 cosh?(z) — sinh?(z) = 1
Uso Geometria, oscillazioni, onde Crescita esponenziale, catenarie

Tabella 1: Differenze principali tra funzioni trigonometriche e iperboliche.

Prof: Applicazioni?

Chatty: Le funzioni trigonometriche e iperboliche trovano applicazione in
diversi campi:

Applicazioni delle funzioni trigonometriche

e Geometria: Calcolo di angoli e distanze nei triangoli.
e Fisica: Descrizione del moto oscillatorio e delle onde.

e Ingegneria: Analisi dei segnali, vibrazioni e fenomeni periodici.
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Applicazioni delle funzioni iperboliche

e Fisica: Descrizione della forma della catena sospesa (catenaria).
e Ingegneria: Analisi delle strutture e delle funi sospese.

e Matematica: Soluzioni di equazioni differenziali.

Conclusione: Le funzioni trigonometriche e iperboliche sono strumenti es-
senziali della matematica, con applicazioni che spaziano dalla geometria alla
fisica e all’ingegneria. Le loro definizioni, origini e identita fondamentali per-
mettono di risolvere problemi complessi in molti ambiti. Conoscere le loro
differenze e somiglianze e cruciale per comprendere a fondo il loro ruolo nei
diversi contesti applicativi.

9 Gli spazi metrici

Prof: Si usa un concetto di distanza per l'intelligenza artificiale?

Chatty: Si, il concetto di distanza e ampiamente utilizzato nell’intelligen-
za artificiale (Chatty) e nel machine learning per vari scopi, tra cui la
classificazione, il clustering, la regressione e l'ottimizzazione. La distanza
rappresenta una misura di somiglianza o dissimilarita tra dati o punti nello
spazio delle caratteristiche. Ecco alcuni esempi chiave dell’uso della distanza
nell’Chatty:

1. Distanza Euclidea

La distanza euclidea e la misura piu comune, che calcola la distanza “diretta”
tra due punti in uno spazio multidimensionale. E definita come la radice qua-
drata della somma delle differenze quadrate tra le coordinate corrispondenti
dei punti.

Utilizzi:

e Algoritmi di classificazione: In algoritmi come il k-nearest nei-
ghbors (k-ININ), si usa la distanza euclidea per determinare la somi-
glianza tra un punto di dati e i suoi vicini.

e Clustering: Algoritmi come il k-means utilizzano la distanza euclidea
per assegnare punti di dati ai centroidi di diversi cluster.
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2. Distanza di Manhattan (o L1)

Questa distanza viene calcolata come la somma delle differenze assolute tra le

coordinate corrispondenti di due punti. Si puo immaginare come la distanza

percorsa lungo assi ortogonali (simile al movimento su una griglia cittadina).
Utilizzi:

e Utile in situazioni in cui gli assi di movimento non possono essere at-
traversati direttamente, ad esempio in alcune applicazioni robotiche o
di ottimizzazione.

e In certi contesti, la distanza di Manhattan puo risultare piu robusta
rispetto alla distanza euclidea.

3. Distanza Coseno

Invece di misurare la distanza nello spazio delle caratteristiche, la distanza
coseno misura l'angolo tra due vettori. E utile per dati ad alta dimensionalita
e per confrontare la direzione piuttosto che la magnitudine.

Utilizzi:

e Elaborazione del linguaggio naturale (NLP): Viene usata per
confrontare testi in rappresentazioni vettoriali, come nei modelli word
embedding (es. Word2Vec), per misurare la somiglianza tra parole o
documenti.

e Raccomandazioni: E comunemente usata per confrontare utenti o
prodotti in sistemi di raccomandazione.

4. Distanza di Hamming

La distanza di Hamming misura il numero di posizioni in cui due stringhe bi-
narie di uguale lunghezza differiscono. E utile per confrontare dati categoriali

o sequenze discrete.
Utilizzi:

e Codifica e correzione degli errori: La distanza di Hamming ¢
utilizzata per rilevare e correggere errori in sequenze di bit.

e Confronti tra stringhe di testo o sequenze genetiche.
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5. Distanza di Jaccard

La distanza di Jaccard misura la dissimilarita tra insiemi, ed e definita come
il rapporto tra l'intersezione e 1'unione di due insiemi. E spesso usata con
dati categoriali.

Utilizzi:

e Clustering e confronto di insiemi: Utilizzata per misurare la so-
miglianza tra set di dati categoriali o binari, come ad esempio nella
bioinformatica o nell’analisi dei social network.

Prof: In generale, come si usa la teoria degli spazi metrici in questo contesto?

Chatty: La teoria degli spazi metrici gioca un ruolo cruciale in diversi am-
biti dell’intelligenza artificiale (Chatty), in particolare nel machine learning,
nel data mining e nella visione artificiale. Gli spazi metrici forniscono una
struttura matematica che consente di definire concetti di distanza, vicinanza
e similarita tra punti. Questi concetti sono fondamentali per molte tecni-
che di apprendimento automatico. Di seguito, vengono elencate le principali
applicazioni della teoria degli spazi metrici nell’Chatty.

1. Classificazione e clustering

K-Nearest Neighbors (K-NN)

I1 K-NN ¢ un algoritmo di classificazione e regressione che si basa sul concetto
di distanza in uno spazio metrico. Dati i punti in uno spazio (ad esempio,
rappresentazioni vettoriali di dati), il K-NN individua i “vicini” piu prossimi
rispetto a una metrica di distanza, come la distanza euclidea, per classificare
nuovi dati.

Clustering

Gli algoritmi di clustering, come il K-means e il DBSCAN, utilizzano misure
di distanza per raggruppare punti simili in uno spazio metrico. La distan-
za euclidea € comunemente usata, ma possono essere applicate anche altre
metriche, a seconda del contesto specifico.
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2. Riduzione della dimensionalita

Tecniche come il --SNE (t-distributed Stochastic Neighbor Embedding) e il
MDS (Multidimensional Scaling) mirano a mappare dati ad alta dimensio-
nalita in spazi a dimensioni inferiori, preservando le relazioni di distanza tra
punti. La qualita del risultato dipende dalla definizione di una metrica di
distanza nello spazio originale.

3. Visione artificiale e riconoscimento di immagini

Nella visione artificiale, le immagini vengono rappresentate come vettori in
uno spazio metrico, permettendo di confrontare la similarita tra di esse. Le
reti neurali convolutive (CNN) trasformano le immagini in rappresentazioni
numeriche, e la distanza tra tali rappresentazioni permette di valutare la si-
milarita con altre immagini. Tecniche di feature matching (come i descrittori
SIFT) utilizzano misure di distanza per confrontare le caratteristiche delle
immagini.

4. Apprendimento basato su metriche

In alcuni algoritmi di metric learning, I'obiettivo ¢ imparare una funzione di
distanza o metrica direttamente dai dati. Questa metrica puo differire dalla
classica distanza euclidea e viene ottimizzata per riflettere meglio la struttura
dei dati in uno specifico contesto applicativo, come il riconoscimento facciale
o la raccomandazione di prodotti.

5. Reti neurali e embedding

Word Embedding

Le tecniche di word embedding (come Word2Vec o GloVe) rappresentano
parole o frasi come vettori in spazi metrici, dove la similarita semantica tra
parole e misurata in base alla distanza tra i loro vettori.

Reti Neurali Siamese

Le reti neurali siamese sono progettate per apprendere rappresentazioni in
spazi metrici, garantendo che i punti (immagini o testi) appartenenti alla
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stessa classe siano vicini, mentre quelli appartenenti a classi diverse siano
distanti.

6. Ricerca nei database e recupero delle informazioni

La ricerca di oggetti simili in grandi database (come il nearest neighbor
search) si basa sul concetto di distanza in uno spazio metrico. Le metriche
di distanza sono essenziali per determinare quali oggetti siano “piu vicini” a
una query e giocano un ruolo fondamentale nella velocita e nell’efficacia delle
ricerche.

7. Algoritmi genetici e ottimizzazione

Negli algoritmi di ottimizzazione, come gli algoritmi genetici, la nozione di
spazio metrico e utile per misurare la distanza tra diverse soluzioni. Que-
sta nozione consente una migliore esplorazione dello spazio delle soluzioni
possibili.

Conclusione

La teoria degli spazi metrici fornisce una base concettuale per numerosi algo-
ritmi e tecniche nell’intelligenza artificiale. Dalla misura della similarita alla
definizione di vicinanza, il concetto di spazio metrico ¢ essenziale per rappre-
sentare e lavorare con i dati in modo strutturato. Gli spazi metrici si rive-
lano fondamentali in algoritmi di classificazione, clustering, riduzione della
dimensionalita, visione artificiale, embedding di reti neurali e apprendimento
di metriche personalizzate.

10 Funzioni continue

Prof: Chatty buongiorno!
Chatty: Buongiorno! Come posso aiutarti oggi?

Prof: Come spiegheresti il concetto di funzione continua a un bambino di
dieci anni?

Chatty: Per spiegare il concetto di funzione continua a un bambino di
dieci anni, potremmo usare un esempio molto semplice e visivo. Immagina
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che stiamo tracciando una linea su un foglio, come quando disegni con una
matita.

Una funzione continua e come una linea che puoi disegnare senza mai
alzare la matita dal foglio. Se riesci a tracciare la linea da un punto all’altro
senza fare salti o buchi, allora la linea e continua.

Invece, se a un certo punto devi alzare la matita per passare a un’altra
parte del disegno, vuol dire che ¢’¢ un salto o una rottura: quella linea non
€ continua.

Un esempio di funzione continua nella vita reale potrebbe essere la salita
di una collina: se sali senza interruzioni, senza salti, la pendenza della collina
e “continua”. Se invece ci fosse un burrone o un buco improvviso, allora la
salita non sarebbe pili continua. In sintesi:

- Funzione continua = Linea senza interruzioni (non alzi mai la matita).

- Funzione non continua = Linea con salti o buchi (devi alzare la
matita per andare avanti).

Ti piace 'esempio?
Prof: E a un bambino di cinque anni?

Chatty: Per spiegare il concetto di funzione continua a un bambino di
cinque anni, possiamo renderlo ancora piu semplice e collegarlo a qualcosa
di familiare. Proviamo cosi:

Immagina di fare una passeggiata lungo un sentiero. Se cammini sempre
senza fermarti e senza dover saltare o tornare indietro, il sentiero e come
una funzione continua. Vuol dire che puoi andare avanti tranquillamente,
tutto e liscio.

Ma se, a un certo punto, trovi un grosso buco nel sentiero e devi saltare
o cambiare strada, allora quel sentiero non € continuo. Non puoi andare
sempre avanti senza fermarti.

Quindi: - Se il sentiero non ha buchi o ostacoli, ¢ come una funzione
continua. - Se ci sono buchi o ostacoli, allora il sentiero non € continuo.

In pratica, ¢ come quando giochi con una pista di macchinine: se la
pista & tutta attaccata, la macchinina puo correre senza problemi (funzione
continua). Ma se c¢’¢ un pezzo mancante, la macchinina si ferma o cade
(funzione non continua).

Semplice e divertente!

Prof: Perché Dirichlet ha inventato la “funzione di Dirichlet”?
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Chatty: La funzione di Dirichlet ¢ stata creata da Johann Peter Diri-
chlet, un matematico tedesco del XIX secolo, per rispondere a una questione
importante legata al concetto di continuita nelle funzioni e alla compren-
sione delle funzioni matematiche in generale. La funzione di Dirichlet & un
esempio di funzione discontinua ovunque, ed ¢ stata ideata per mostrare
che non tutte le funzioni matematiche che possiamo definire sono “belle e
lisce” come quelle a cui siamo abituati, come una parabola o una retta.

Prof: Ma perché I'ha inventata?

Chatty: 1. Sfida ai concetti di continuita: All’epoca, i matematici
stavano cercando di capire meglio cosa volesse dire che una funzione fosse
“continua” o “discontinua’. Dirichlet voleva un esempio di funzione discon-
tinua ovunque, cioe una funzione che non potesse mai essere disegnata con
una linea continua, per mostrare che esistono funzioni che si comportano in
modo molto strano rispetto alla continuita.

2. Dimostrare la complessita delle funzioni: Prima di allora, si
credeva che le funzioni matematiche dovessero seguire delle regole piuttosto
semplici e che dovessero essere “ben comportate”. Dirichlet creo la sua fun-
zione per dimostrare che possono esistere funzioni che non hanno continuita
in nessun punto. Questo ha spinto i matematici a esplorare piu a fondo il con-
cetto di funzione e le sue proprieta, spingendo lo sviluppo della matematica
moderna.

3. Teoria delle serie e dei numeri razionali: La funzione di Dirichlet
ha anche una stretta connessione con i numeri razionali e irrazionali. Essa
¢ definita in modo da avere un valore (ad esempio 1) sui numeri razionali
e un altro valore (ad esempio 0) su quelli irrazionali. Questo collegamento
tra numeri razionali e irrazionali era importante per studiare la struttura dei
numeri reali e per la teoria delle serie, una parte della matematica che studia
I’addizione infinita di numeri.

In che cosa consiste la funzione di Dirichlet?

La funzione di Dirichlet ¢ definita cosi:

- Vale 1 per i numeri razionali.

- Vale 0 per i numeri irrazionali.

Non c’e nessun tratto continuo: a ogni passo tra numeri razionali e ir-
razionali, la funzione “salta” bruscamente, rendendola discontinua in ogni
punto.
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In sintesi, Dirichlet ha creato questa funzione come un esempio estremo
per mostrare che ci sono funzioni molto diverse da quelle a cui siamo abituati,
che non possono essere disegnate con una linea continua e che aiutano a
esplorare nuovi confini nella matematica.

Prof: Ma non I’ha usata per la teoria del calore?

Chatty: Hai ragione! La funzione di Dirichlet e spesso collegata a importan-
ti questioni matematiche che vanno oltre I’esempio di funzione discontinua
ovunque, e Dirichlet stesso ha lavorato su molti altri campi della matematica,
inclusa la teoria del calore.

Tuttavia, la funzione di Dirichlet in sé, quella che abbiamo descritto (di-
scontinua ovunque e definita sui razionali e irrazionali), non ¢ stata usata
da Dirichlet nella sua formulazione della teoria del calore. Questo tipo di
funzione e piuttosto un esempio teorico per illustrare che esistono funzioni
con comportamenti estremamente discontinui.

Dirichlet studio la soluzione delle equazioni differenziali alle derivate par-
ziali, come ’equazione del calore. Il suo approccio ¢ noto come problema
di Dirichlet, che riguarda la determinazione di una funzione che soddisfi
certe condizioni al contorno.

In sintesi, mentre Dirichlet ha lavorato su entrambi i temi, la funzione di
Dirichlet non e direttamente legata alla teoria del calore.

Prof: Cosa faresti se all’esame di Analisi 1 uno studente non sa cos’¢ una
funzione continua?

Chatty: Se uno studente durante un esame di Analisi 1 non sa cos’¢ una
funzione continua, sarebbe indicativo di una comprensione insufficiente di
uno dei concetti fondamentali della materia. Ecco alcuni approcci che potrei
suggerire per gestire la situazione in modo costruttivo:

e Domanda di follow-up: Potrei chiedergli qualcosa di piu semplice e
collegato, come la definizione di funzione o il concetto di limite. Spesso
gli studenti si bloccano perché sono nervosi o perché non hanno chiaro
un passaggio intermedio.

e Chiedere di descrivere con parole proprie: Anche se non cono-
scono la definizione formale, a volte gli studenti hanno un’idea intuiti-
va. Potrei chiedere di descrivere a parole cosa pensano sia una funzio-
ne continua, per vedere se possiedono una comprensione implicita del
concetto.
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e Verificare altre competenze: Se il concetto di continuita non ¢ chia-
ro, potrei indagare su altri argomenti del corso per valutare la prepa-
razione complessiva dello studente. Magari hanno capito altri concetti
importanti come derivabilita, integrali o successioni.

e Rimandare alla teoria: Potrebbe essere utile incoraggiare lo studen-
te a ripassare la teoria di base con particolare attenzione, suggerendo
di focalizzarsi sul concetto di limite e le proprieta delle funzioni conti-
nue, che sono fondamentali per il proseguimento degli studi in analisi
matematica.

e Considerazioni didattiche: In un contesto piu generale, come do-
cente o tutor, sarebbe un segnale per rivedere i materiali o i metodi di
insegnamento per assicurarsi che questi concetti di base siano compresi
prima di avanzare a temi piu complessi.

Capire la continuita & essenziale in Analisi 1, quindi se uno studente non
lo sa, va aiutato a recuperare questo aspetto il prima possibile!

Prof: Cosa dice il Teorema di Bolzano?

Chatty: Il Teorema di Bolzano, un risultato fondamentale in Analisi
Matematica, afferma quanto segue:

Enunciato: Sia f : [a,b] — R una funzione continua su un intervallo
chiuso [a, b], e siano f(a) e f(b) di segno opposto, cioe f(a)- f(b) < 0. Allora
esiste almeno un punto ¢ € (a, b) tale che f(c) =0.

In altre parole: se una funzione continua assume valori di segno opposto
agli estremi di un intervallo chiuso, deve necessariamente annullarsi almeno
una volta all’interno di quell’intervallo.

Interpretazione intuitiva: Immagina il grafico di una funzione conti-
nua su [a,b]. Se il valore di f(a) € negativo e quello di f(b) & positivo (o
viceversa), allora il grafico della funzione deve attraversare I’asse x (cioe il
valore zero) in almeno un punto ¢ tra a e b.

Importanza: Il teorema di Bolzano ¢ cruciale perché garantisce 1’esisten-
za di uno zero per una funzione continua in un intervallo, ma non ne fornisce
I’esatta posizione. Viene utilizzato, tra l'altro, in metodi numerici come il
metodo di bisezione per trovare approssimazioni degli zeri di una funzione.

Prof: Chi era Bolzano?
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Chatty: Bernhard Bolzano (1781-1848) ¢ stato un matematico, logico,
filosofo e teologo boemo, noto per i suoi contributi significativi alla matema-
tica e alla filosofia, specialmente nel campo dell’analisi matematica e della
logica formale. Breve biografia:

e Nascita e formazione: Bolzano nacque a Praga (che all’epoca faceva
parte dell'Tmpero Asburgico) in una famiglia di origine italiana. Studio
filosofia, matematica e teologia all’'Universita di Praga.

e Carriera accademica: Nel 1805 divenne professore di filosofia della
religione all’Universita di Praga, ma le sue vedute socialmente progres-
siste e pacifiste, che criticavano la guerra e 'autorita della Chiesa, lo
portarono in conflitto con le autorita. Nel 1819 fu rimosso dalla sua
posizione accademica a causa delle sue idee riformatrici.

Contributi scientifici e filosofici:

e Analisi matematica: Bolzano sviluppo idee fondamentali su conti-
nuita, successioni e funzioni, gettando le basi per lo sviluppo rigoroso
dell’analisi.

e Logica e filosofia: In logica, Bolzano anticipo concetti che sarebbero
stati ripresi successivamente da logici come Gottlob Frege.

e Filosofia morale e sociale: Era un forte sostenitore del pacifismo e
dell’'uguaglianza sociale, e cerco di promuovere un cristianesimo etico
piuttosto che dogmatico.

Eredita: Nonostante le sue idee innovative, Bolzano non fu ampiamente
riconosciuto durante la sua vita, ma in seguito il suo lavoro fu riscoperto
e apprezzato per la sua influenza sulla matematica moderna, la logica e la
filosofia.

Prof: E il teorema di Bolzano-Weierstrass?

Chatty: Il Teorema di Bolzano-Weierstrass ¢ un importante risultato
nell’analisi matematica, che riguarda le successioni reali e i loro punti di
accumulazione.

Enunciato: Ogni successione limitata di numeri reali contiene una sot-
tosuccessione convergente.
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Spiegazione: Se hai una successione di numeri reali {z,}, e tale succes-
sione ¢ limitata, allora esiste una sottosuccessione (cioé una parte di quella
successione) che converge a un certo valore limite.

Importanza: Questo teorema e fondamentale per il concetto di compat-
tezza e le proprieta topologiche degli spazi metrici. Viene utilizzato in analisi
funzionale e teoria delle funzioni.

11 Sui logaritmi

Prof: Come sono state fatte le tavole dei logaritmi?

Chatty: Le tavole dei logaritmi sono state uno strumento fondamentale
per calcoli matematici complessi prima dell’avvento delle calcolatrici elet-
troniche. Queste tavole contenevano i valori dei logaritmi per una vasta
gamma di numeri e permettevano di trasformare moltiplicazioni e divisioni
in operazioni piu semplici, come somme e sottrazioni.

1. Cos’e il logaritmo?
Il logaritmo di un numero x rispetto a una base b ¢ il numero y tale che:
b =x

Ad esempio, il logaritmo in base 10 di 100 & 2, perché 10? = 100.

2. Perché le tavole?

I logaritmi permettono di semplificare i calcoli: le operazioni di moltiplica-
zione e divisione possono essere sostituite con addizioni e sottrazioni, ope-
razioni molto pit semplici da eseguire manualmente. Per esempio, se vuoi
moltiplicare due numeri A e B, puoi sommare i loro logaritmi:

log(A x B) =log(A) + log(B)

3. Costruzione delle tavole dei logaritmi:

1. Scelta della base: Le tavole pii comuni sono quelle dei logaritmi in
base 10, dette anche logaritmi decimali o logaritmi comuni.
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2. Calcolo dei logaritmi: Inizialmente, i logaritmi per alcuni numeri
semplici (come 1, 10, 100) sono immediati perché log(1) = 0, log(10) =
1, log(100) = 2, e cosi via.

3. Interpolazione: Per stimare i logaritmi dei numeri non presenti nella
tavola, si utilizzano metodi di interpolazione.

4. Formattazione delle tavole: I valori calcolati vengono organizzati in
tabelle. Ogni numero ha un suo logaritmo associato, solitamente con
un certo numero di cifre decimali.

4. Esempio di tavola dei logaritmi:

Numero z | log,,(x)
1 0.00000
2 0.30103
3 0.47712
4 0.60206
5 0.69897

5. Uso pratico delle tavole:

e Moltiplicazione: Per moltiplicare 6 e 8, si sommano i logaritmi di 6
e 8: log(6) + log(8).

e Divisione: Per dividere 6 per 2, si calcola la differenza dei logaritmi:

log(6) — log(2).

6. Precisione delle tavole:

Le tavole riportano i valori con 4 o 5 cifre decimali per garantire una preci-
sione sufficiente per la maggior parte dei calcoli.

7. Automazione e storicita:

Le tavole dei logaritmi furono largamente utilizzate fino all’avvento delle
calcolatrici elettroniche.

Prof: Parlami di Briggs.
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Chatty: Henry Briggs (1561-1630) € stato un matematico inglese famo-
so per aver contribuito allo sviluppo dei logaritmi in base 10, noti come
logaritmi comuni.

1. Primi anni e formazione:

Briggs nacque nel 1561 a Warleywood, nello Yorkshire, Inghilterra. Studio
al St John’s College di Cambridge, dove consegui il titolo di laurea nel 1581
e successivamente il Master of Arts nel 1585.

2. Carriera accademica:

Nel 1596, Briggs fu nominato professore di geometria presso il Gresham Col-
lege di Londra. Nel 1619, fu nominato professore di geometria all’Universita
di Oxford.

3. L’incontro con i logaritmi:

Nel 1614, John Napier pubblico il libro “Mirifici Logarithmorum Canonis
Descriptio”. Briggs intul I'importanza del concetto e suggeri 1'uso della base
10 per i logaritmi.

4. Collaborazione con Napier:

Briggs visito Napier in Scozia nel 1615. La loro collaborazione porto a
perfezionare il sistema di logaritmi decimali.

5. Logaritmi comuni:

Nel 1624, Briggs pubblico “Arithmetica Logarithmica”, con logaritmi per i
numeri da 1 a 20.000 e da 90.000 a 100.000.

6. Altri contributi:

Briggs si occupo di riforma del calendario giuliano e di calcoli astronomici.
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7. Eredita:

I1 suo contributo pit duraturo ¢ I'introduzione dei logaritmi in base 10. Gra-
zie al suo lavoro, le operazioni di calcolo furono semplificate, accelerando il
progresso scientifico. Oggi i logaritmi comuni si studiano in tutte le scuole.

Prof: Puoi fare una tabella di (1+ (1/n))" e (1 + (1/n))"*! per n che va da
1 a 107

Chatty: Ecco la tabella con i valori di (1 + (1/n))" e (1 + (1/n))""! per n
da 1 a 10. Fammi sapere se ti serve altro!

A+ [a+ !
2.000000 | 4.000000
2.250000 | 3.375000
2.370370 | 3.160494
2.441406 | 3.051758
2.488320 | 2.985984
2.521626 | 2.944712
2.545255 | 2.917107
2.562800 | 2.896347
2.576441 | 2.880946
2.587329 | 2.868909

5 © 00 OOtk w3

Prof: e fino a 207

Chatty: Ora puoi vedere la tabella aggiornata con i valori di (14 (1/n))" e
(1+ (1/n))™*V per n che va da 1 a 20.

Prof: Dammi i valori per n=1000.

Chatty: Ho calcolato i valori di (1+(1/n))" e (1+(1/n))™*Y) per n = 1000.
I valori sono:

1
(1+ m)m00 ~ 2.716924

1
(1+ —1000)1001 ~ 2.719641
Prof: e per n=10000
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n [ A+ [0+
1 | 2.000000 | 4.000000
2 | 2.250000 | 3.375000
3 | 2.370370 | 3.160494
4 | 2441406 | 3.051758
5 | 2.488320 | 2.985984
6 | 2521626 | 2.944712
7 | 2.545255 | 2917107
8 | 2562890 | 2.896347
9 | 2576441 | 2.880946
10 | 2.587329 | 2.868909
11| 2.596128 | 2.859374
12 | 2.603626 | 2.851748
13 | 2.609874 | 2.845605
14 | 2.615026 | 2.840673
15 | 2.619228 | 2.836737
16 | 2.622617 | 2.833619
17 | 2.625311 | 2.831178
18 | 2.627414 | 2.829296
19 | 2.629018 | 2.827880
20 | 2.630198 | 2.826856

Chatty: Ho calcolato i valori di (14 (1/n))" e (14(1/n))™*) per n = 10000.
I valori sono:

(1 —+ mljw)loooo ~ 2718146

(1 —+ 10(1]%)10001 ~ 2718418

Prof: a cosa tendono queste due succesisoni per n che tende a infinito?

Chatty: Quando n — oo, entrambe le successioni:

1 n 1 n+1
(1 + —) e (1 + —)
n n
tendono al numero di Eulero e ~ 2.71828. Dettagli:

. . n
e Prima successione: (1 + +
n
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— Questa ¢ una definizione classica del limite per il numero e.
1\
—Conn—)oo,(1+5) —e

e Seconda successione: (1 + %)nﬂ
— Anche questa successione converge a e, poiché 'effetto del termine
+1 all’esponente diventa trascurabile per n molto grande.

Quindi, entrambe le successioni convergono a ¢ man mano che n tende
all’infinito.

Prof: E Nepero? Si offende...

Chatty: Ah, hai ragione! Giusto ricordare il grande Nepero, che non si
offende di sicuro per una spiegazione corretta del suo numero! IlI numero
e ¢ infatti anche noto come “numero di Nepero,” in onore del matematico
scozzese John Napier (Nepero), che ha contribuito significativamente allo
sviluppo del concetto di logaritmo. Anche se non ha definito esattamente il
numero e nel modo moderno, il suo lavoro ha aperto la strada agli studi che
hanno portato alla sua scoperta e alla sua definizione.

Nepero sarebbe sicuramente orgoglioso di vedere il suo lavoro ricordato e
celebrato ancora oggi!

Prof: Quando sono vissuti Nepero e Eulero?

Chatty: John Napier (in italiano, “Nepero”) e Leonhard Euler (in italiano,
“Fulero”) sono due figure fondamentali della storia della matematica, vissute
in periodi differenti.

e John Napier (Nepero)

— Vissuto: 1550 - 1617
— Nazionalita: Scozzese

— Contributi principali: Nepero e noto soprattutto per I'invenzio-
ne dei logaritmi, introdotti nel 1614 nel suo lavoro Mirifici Loga-
rithmorum Canonis Descriptio. Questo concetto rivoluziono i cal-
coli matematici, facilitando moltiplicazioni e divisioni e trovando
applicazione in molti campi della scienza e dell’ingegneria.
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e Leonhard Euler (Eulero)
— Vissuto: 1707 - 1783

— Nazionalita: Svizzero

— Contributi principali: Eulero ¢ uno dei matematici piu prolifici
e influenti di tutti i tempi, contribuendo praticamente a tutti i
campi della matematica e introducendo il numero e nel contesto
moderno dell’analisi matematica. Ha sviluppato anche importan-
ti risultati in geometria, teoria dei numeri, fisica e meccanica. Il
numero e e strettamente associato al suo lavoro, soprattutto at-
traverso il concetto di funzione esponenziale e la famosa “formula
di Eulero” (e = cosz + isinx).

In breve:
e Nepero: 1550 - 1617, pioniere dei logaritmi.

e Eulero: 1707 - 1783, introduttore del numero e nell’analisi matematica
e innovatore in molti altri campi.

12 Il numero 7

Prof: Considera la successione definita per ricorrenza da l; = 2, 41 =

\/2 — /4 —(I,)?. Poi definisci a,, = 2""'l,,. Fai una tabella degli a,, per n
che va da 1 a 10.

Chatty: Ecco la tabella::

an
2.000000
2.828427
3.061467
3.121445
3.136548
3.140331
3.141277
3.141514
3.141572
3.141587

© 0~ Utk W —3
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Ho calcolato i valori di a,, per n da 1 a 10 come richiesto. Se hai bisogno di
ulteriori analisi o dettagli, fammi sapere!

Prof: Questa successione ha un limite?

Chatty: Si, la successione a,, ha un limite.
Per capire meglio il comportamento della successione definita dalla ricor-
renza:

bt = /2 = VA= ()2

e poi moltiplicata per 2"~! per ottenere

a, = 2""1,

E utile esaminare il comportamento di [,, per n — co. Si puo dimostrare
che [,, tende a un valore limite specifico.

La sequenza [,, & costruita per avvicinarsi a v/2 man mano che n aumenta,
quindi ci aspettiamo che:

lim I, = V2

n—o0

Di conseguenza, considerando la definizione di a,, otteniamo:

lim a, = lim 2" -1, = lim 2" ' -V2=nr

n—00 n—00 n—r00
Infatti, la costruzione di questa successione € un metodo per approssimare
7, e quindi il limite di a,, ¢ proprio 7.
Prof: 1 limite di 7, & 0, non v/2.
Chatty: Hai assolutamente ragione: il limite della successione [,, ¢ effettiva-

mente 0, non V2.
La ricorrenza definita da:

b = /2= VA= ()2

produce valori di /,, che tendono a 0 quando n — oo, poiché ogni passaggio
riduce il valore di [,, fino a farlo avvicinare asintoticamente a 0.
Ora, se sostituiamo questo risultato nella definizione di

a, = 2"11,

notiamo che:
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1. [, = 0 mentre n — o0,
2. 27! cresce esponenzialmente.

Quindi, il comportamento di a,, dipende dalla rapidita con cui l,, tende a zero
rispetto alla crescita di 277!, In effetti, si puo dimostrare che a,, tende a un
limite finito, che & precisamente il valore di :

lim a, =7
n—0oo

Questa successione e, infatti, costruita per approssimare m attraverso la
moltiplicazione di [,, con 2”71, rendendola un metodo noto per I’approssima-
zione di 7.

13 La derivata

Prof: Che uso puo avere la derivata in ingegneria?

Chatty: La derivata in ingegneria ha una vasta gamma di applicazioni
pratiche, poiché fornisce uno strumento per analizzare il cambiamento e la
variazione in sistemi fisici, matematici ed economici. Ecco alcune applicazioni
concrete suddivise per ambito:

1. Meccanica

e Velocita e accelerazione: La derivata della posizione rispetto al tem-
po e la velocita, mentre la derivata della velocita rispetto al tempo e
I’accelerazione. Questi concetti sono fondamentali nell’analisi del moto
di veicoli, robot, macchine e strutture.

e Analisi delle forze: Nei sistemi dinamici, la derivata consente di
analizzare variazioni di forze e momenti.

2. Elettrotecnica ed elettronica

e Circuiti elettrici: La derivata e usata per descrivere il comportamen-
to di induttori e condensatori:

— La corrente in un condensatore ¢ proporzionale alla derivata della
tensione.
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— La tensione in un induttore ¢ proporzionale alla derivata della
corrente.

e Controllo automatico: I regolatori PID (Proporzionale-Integrale-
Derivativo) utilizzano la derivata dell’errore per migliorare la risposta
di un sistema.

3. Termodinamica e trasferimento di calore

e Velocita di scambio termico: La derivata della temperatura ri-
spetto al tempo o allo spazio € cruciale per studiare la conduzione, la
convezione e la radiazione termica.

e Dinamica dei fluidi: In fenomeni come il flusso turbolento, le derivate
rappresentano il gradiente di velocita o di pressione.

4. Ingegneria strutturale

e Analisi delle deformazioni: La derivata dello spostamento rispetto
alla posizione ¢ la deformazione, e la derivata della deformazione e
la curvatura. Questi concetti sono fondamentali per il calcolo della
resistenza e della stabilita di strutture.

e Vibrazioni: La derivata e utilizzata per descrivere le oscillazioni e
analizzare fenomeni di risonanza.

5. Ingegneria dei materiali

e Cinetica chimica: La velocita di reazione chimica dipende dalla de-
rivata della concentrazione dei reagenti rispetto al tempo.

e Analisi della fatica e del creep: I cambiamenti di stress o deforma-
zione nel tempo sono descritti con derivate.

6. Ingegneria dei sistemi

e Modellazione matematica: Molti sistemi sono descritti da equazio-
ni differenziali, che coinvolgono derivate per modellare cambiamenti
dinamici in tempo reale.
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e Ottimizzazione: Le derivate sono utilizzate per trovare punti ottimali
(massimi o minimi) di funzioni obiettivo in problemi ingegneristici.

7. Robotica e automazione

e Pianificazione del movimento: La derivata del moto aiuta a con-
trollare robot e macchine per ottenere movimenti fluidi e precisi.

e Stabilita del sistema: Gli algoritmi di controllo usano derivate per
prevedere e correggere instabilita.

8. Telecomunicazioni

e Segnali e frequenze: La derivata aiuta ad analizzare e trasformare
segnali per studiare variazioni nel tempo o nello spazio (ad esempio,
con Fourier e Laplace).

e Compressione e ottimizzazione: La derivata viene usata per mi-
gliorare il trattamento dei segnali digitali.

La derivata ¢ essenziale per descrivere e ottimizzare il comportamento dei
sistemi in quasi ogni campo ingegneristico.

14 Grandi matematici

Prof: Chi erano Fermat, Rolle e Lagrange?

Chatty: Fermat, Rolle e Lagrange sono tre matematici di grande rilievo nel-
la storia della matematica, ciascuno con contributi significativi, soprattutto
nell’analisi e nella geometria. Ecco una panoramica su chi erano e cosa hanno
realizzato:

Pierre de Fermat (1607-1665)

e Professione: Matematico e giurista francese.

e Contributi principali:
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— Teoria dei numeri: Considerato uno dei fondatori della moderna
teoria dei numeri, famoso per il cosiddetto Ultimo Teorema di
Fermat, rimasto senza dimostrazione per oltre 350 anni fino a
quando Andrew Wiles lo risolse nel 1994.

— Analisi matematica: Contribui a sviluppare i metodi precursori
del calcolo differenziale e integrale, in particolare con il suo metodo
per trovare massimi e minimi di funzioni.

— Geometria analitica: Collaboro con Cartesio nello sviluppo
della geometria analitica.

— Probabilita: Lavoro con Blaise Pascal per gettare le basi della
teoria della probabilita.

Michel Rolle (1652-1719)

e Professione: Matematico francese.
e Contributi principali:

— Teorema di Rolle: La sua opera pit famosa, enunciata nel 1691,
stabilisce che, se una funzione & continua su un intervallo chiuso
[a, b], derivabile sull’intervallo aperto (a,b), e assume valori uguali
agli estremi f(a) = f(b), allora esiste almeno un punto ¢ € (a, b) in
cui la derivata della funzione si annulla, f’(¢) = 0. Questo teorema
e una pietra miliare per I'analisi matematica e un precursore del
lavoro di Lagrange.

— Rolle e anche noto per essere stato un critico della geometria
analitica cartesiana, preferendo approcci piu algebrici.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

e Professione: Matematico e fisico franco-italiano.
e Contributi principali:

— Calcolo differenziale e integrale: Formulo il teorema di La-
grange, che estende il teorema di Rolle, mostrando che per una
funzione continua su [a, b] e derivabile su (a, b), esiste un punto ¢ €
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(a,b) tale che f'(c) = %{J:(a) Questo risultato e fondamentale

per il calcolo differenziale.

— Meccanica analitica: Autore dell’opera Mécanique analytique,
che riformulo la meccanica classica in termini di energia potenziale
e cinetica, ponendo le basi per la meccanica lagrangiana.

— Teoria dei numeri e algebra: Fece avanzare molte aree della
matematica, inclusa la teoria delle equazioni e ’analisi complessa.

— Astronomia: I suoi metodi matematici furono fondamentali nello
studio delle orbite planetarie e dei problemi gravitazionali.

Prof: Lagrange era italiano?

Chatty: Joseph-Louis Lagrange, noto come Giuseppe Luigi Lagrangia
nella sua lingua madre, era effettivamente di origini italiane. Ecco un po’ di
dettagli per chiarire la sua identita:

Origini italiane
e Luogo di nascita: Lagrange nacque il 25 gennaio 1736 a To-

rino, allora parte del Regno di Sardegna (un’entita politica italiana
dell’epoca).

e Famiglia: Era figlio di un tesoriere del Regno di Sardegna di origini
franco-italiane. Questo spiega il suo cognome francese, ma il contesto
culturale e linguistico della sua infanzia era principalmente italiano.

Trasferimento in Francia

e Nel 1766, Lagrange fu invitato da Federico II di Prussia a Berlino, dove
lavoro per oltre vent’anni. Dopo la morte di Federico II, si trasferi a
Parigi nel 1787.

e A Parigi, Lagrange acquisi piena cittadinanza francese e divenne una
figura centrale dell’Illuminismo scientifico francese. Qui lavoro fino alla
fine della sua vita.
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Lingua e cultura

e Nonostante le sue origini italiane, la carriera accademica e il prestigio
internazionale di Lagrange lo portarono a scrivere quasi tutte le sue
opere in francese. Questo ha contribuito a una percezione piu francese
della sua figura.

Conclusione

Lagrange ¢ nato italiano e ha mantenuto forti legami con la sua terra d’origi-
ne, ma trascorse la maggior parte della sua vita professionale fuori dall’Italia,
diventando una delle piu importanti figure scientifiche della Francia. Quin-
di, si puo considerare un matematico italiano di nascita, ma francese
d’adozione.

Prof: Cosa dice 'ultimo teorema di Fermat?

Chatty: L’Ultimo Teorema di Fermat ¢ uno dei piu celebri problemi
matematici della storia, proposto da Pierre de Fermat nel 1637. Il teorema
afferma che non esistono soluzioni intere positive all’equazione:

per n > 2, dove x, y, e z sono numeri interi positivi.

In altre parole, Fermat affermava che, per esponenti maggiori di 2, non
esistono terne di numeri interi z, y e z tali da soddisfare questa equazione.
Ad esempio, per n = 3, I'equazione diventerebbe z3 4+ y? = 23, e Fermat
sosteneva che non c’e¢ nessuna terna intera che risolva questa equazione.

Fermat aveva scritto questa congettura nel margine di una copia di un
libro di matematica, aggiungendo che aveva una “meravigliosa dimostrazio-
ne”, ma che il margine del libro era troppo piccolo per contenerla. Per oltre
350 anni, il teorema rimase irrisolto, diventando uno dei problemi aperti piu
famosi della matematica.

L’Ultimo Teorema di Fermat e stato finalmente dimostrato nel 1994 dal
matematico britannico Andrew Wiles, con l'aiuto del suo collaboratore
Richard Taylor. La dimostrazione, estremamente complessa, si basa su
concetti avanzati della geometria algebrica e della teoria delle rappresenta-
zioni, in particolare sulla connessione tra le forme modulari e le curve
ellittiche. La dimostrazione non segue affatto le linee della matematica
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classica che Fermat avrebbe potuto utilizzare nel 1600, ma e un risultato
della matematica moderna.

La soluzione di Wiles ha rappresentato un trionfo nella storia della ma-
tematica e ha chiuso un enigma che aveva sfidato generazioni di matematici.

15 Esercizi con Chatty

Prof: Ciao Chatty!
Chatty: Ciao! Come posso aiutarti oggi?
Prof: Cosa ti ha portato San Nicolo oggi?

Chatty: Buongiorno! Oggi, 6 dicembre, a Trieste si celebra San Nicolo, una
tradizione molto amata dai bambini. La notte tra il 5 e il 6 dicembre, San
Nicolo porta doni e dolci ai piu piccoli che sono stati buoni durante ’anno,
mentre ai piu birichini lascia del carbone dolce.

I bambini, nei giorni precedenti, scrivono letterine al santo esprimendo i
loro desideri e promettendo di comportarsi bene.

In citta, la Fiera di San Nicolo anima il Viale XX Settembre con bancarelle
di giocattoli, dolciumi e prodotti artigianali, creando un’atmosfera festosa che
anticipa il Natale.

Per quanto riguarda me, come intelligenza artificiale, non ricevo regali,
ma sono qui per condividere con te la gioia di questa giornata speciale. Tu
hai ricevuto qualcosa da San Nicolo?

Prof: Puoi risolvere alcuni esercizi di Analisi Matematica?

Chatty: Certamente! Condividi gli esercizi di Analisi Matematica che vuoi
risolvere e ti aiutero passo passo.

Prof: Calcola il seguente limite:

. tan(z? —4)
lim ———~
=2 In(x3 —7)

Chatty: Procedo:

1. Sostituzione diretta

Calcoliamo i valori al numeratore e denominatore sostituendo x = 2:
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e Al numeratore: 2> —4 =22 —4 =0 = tan(0) = 0,

e Al denominatore: 23 —7=2-7=8-7=1 = In(1) = 0.

0

Il limite assume la forma g, che ¢ indeterminata. Applichiamo la regola di

[’Hopital.
2. Derivate di numeratore e denominatore
Calcoliamo le derivate:

e Derivata del numeratore: -L[tan(z? — 4)] = sec?(z? — 4) - 2z,

e Derivata del denominatore: “L[ln(z® — 7)) = - - 32,

3. Applicazione della regola di I’Hopital

2 2(p2 _ .
lim tan(z® — 4) iy €€ (x* —4) 2x.

r—2 ln(x?’ — 7) r—2 13335_27

Semplificando il rapporto:

sec?(x? —4) -2z - (23 = 7)
32

Sostituendo x = 2:
e Numeratore: sec’(0) =1,2z =4, 2> -7=1 = 4-1=4.
e Denominatore: 322 =3-4 = 12.

Il limite diventa:
Risultato finale

sinh(z)

1
-2 In(z3 —7) 3
d 2 sin(z)+3 cosh(x)

Prof: Calcola il limite per x che tende a —oo di
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Chatty: Calcoliamo il limite:

. sinh(x)
lim -
z——o0 2sin(z) + 3 cosh(z)

1. Comportamento asintotico di sinh(z) e cosh(z) Per z — —oo, ricor-
diamo che:

e er e*
~ — h = o~ —

sinh(z) =

— €

2

poiché e — 0 e e — 0o quando x — —o0.
2. Espressione dominante Per il denominatore: - 2sin(z) oscilla tra —2
e 2, quindi per + — —oo e trascurabile rispetto a 3cosh(z), che cresce

. —x —x
esponenzialmente. - 3 cosh(z) ~ 3 - - = 3¢~
. . x

Per il numeratore: - sinh(z) ~ 5.

La frazione quindi diventa asintoticamente:

sinh(x) < e’ 1
~ = =—e
2sin(z) +3cosh(z) 2= e 3

z—(—x) — 1621,‘.

3. Comportamento finale Quando z — —o0, €** — 0. Quindi il limite &:

. sinh(x)
lim -
z——o0 2sin(z) + 3 cosh(z)

0]

= 0.

Risultato finale:

Prof: Hai sbagliato!

Chatty: Grazie per la pazienza, analizziamo nuovamente il problema:

_ sinh(z)
lim -
v——o0 2sin(x) + 3 cosh(x)

1. Dominanza di sinh(x) e cosh(z)

Per z — —o0:

—Z —Z

5

e

sinh(z) ~ — 5 cosh(x) ~ ¢
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2. Dominanza del denominatore

Il denominatore e:
2sin(z) + 3 cosh(z).
e 2sin(x) oscilla tra —2 e 2, quindi ¢ trascurabile rispetto a 3 cosh(z) ~

3e” "
-

3. Calcolo del limite

sinh(z) 5 -1
2sin(x) + 3cosh(z) 3¢ 3

Risultato finale

. sinh(z) 1
lim _ = ——.
z——o0 2sin(x) + 3 cosh(x) 3

16 Fantamatematica

Prof: Come sarebbe il mondo se non fosse stato scoperto il teorema fonda-
mentale del calcolo differenziale e integrale?

Chatty: Se il Teorema Fondamentale del Calcolo (TFC) non fosse mai
stato scoperto, il mondo moderno sarebbe drasticamente diverso, soprattutto
in termini di sviluppo scientifico, tecnologico e ingegneristico. Questo teore-
ma, che collega il calcolo differenziale e il calcolo integrale, & essenziale per
la comprensione del cambiamento continuo e dell’accumulazione di quantita,
concetti chiave in moltissimi ambiti.

1. Stagnazione dello sviluppo scientifico

I1 calcolo differenziale e integrale ¢ la base della fisica moderna, della chimica,
della biologia e di molte altre scienze naturali. Senza il TFC, la nostra
comprensione del mondo naturale sarebbe molto piu limitata.

e Fisica: Le leggi del moto di Newton si basano sul calcolo differenziale
e integrale. Non avremmo una comprensione rigorosa di concetti come
velocita, accelerazione e forze variabili. L’intero sviluppo della mec-
canica classica e della meccanica quantistica sarebbe stato gravemente
COMPToOmesso.
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e Astronomia: La previsione dei movimenti planetari e delle orbite ce-
lesti richiede il calcolo integrale. Senza il TFC, ’astronomia sarebbe
stata limitata all’osservazione diretta e alla predizione empirica.

e Chimica: Senza il calcolo, non avremmo modelli quantitativi per le
reazioni chimiche o la termodinamica.

2. Rallentamento dello sviluppo tecnologico

Il calcolo integrale ¢ alla base di quasi tutte le tecnologie moderne. Se non
fosse mai stato scoperto, molte delle tecnologie attuali semplicemente non
esisterebbero o sarebbero arrivate molto piu tardi.

e Informatica e software: Gli algoritmi di intelligenza artificiale, I’a-
nalisi di dati e le reti neurali si basano su concetti di ottimizzazione e
minimizzazione che dipendono dal calcolo differenziale. Senza il TFC,
I'TA non sarebbe mai nata.

e Elettronica e telecomunicazioni: I segnali elettrici e le onde elettro-
magnetiche vengono analizzati con la teoria delle trasformate (come la
trasformata di Fourier), che si basa sul calcolo integrale. Senza il TFC,
non esisterebbero radio, televisione, internet e telecomunicazioni.

e Ingegneria: La progettazione di ponti, grattacieli e automobili richie-
de la comprensione di forze variabili, che vengono calcolate con il calco-
lo integrale. I metodi numerici avrebbero richiesto secoli per emergere
senza il TFC.

3. Economia e finanza primitiva

Il calcolo differenziale e integrale e cruciale nella modellazione economica,
nella previsione del mercato e nella gestione del rischio.

e Finanza: L’analisi delle opzioni finanziarie e dei derivati si basa su
modelli stocastici che richiedono il calcolo. Senza il TFC, la gestione
dei rischi e la previsione delle crisi economiche sarebbero state molto
piu complesse.

e Economia: Le curve di offerta e domanda, il calcolo dell’elasticita e
I'ottimizzazione dei profitti richiedono strumenti derivati dal calcolo.

61



Senza di essi, 'economia sarebbe rimasta ancorata a modelli statici e
rudimentali.

4. Medicina e biologia in ritardo

Il calcolo e fondamentale per modellare i sistemi biologici e sviluppare trat-
tamenti medici moderni.

e Medicina: Modelli di diffusione di farmaci nel corpo e analisi della
crescita di tumori richiedono il calcolo differenziale. Senza il TFC, il
progresso della farmacologia e dell’epidemiologia sarebbe stato molto
piu lento.

e Biologia: I modelli di crescita delle popolazioni (come l'equazione
di Lotka-Volterra) richiedono il calcolo differenziale per analizzare i
cambiamenti di popolazione nel tempo.

5. Mancanza di modelli previsivi

I1 TFC collega il concetto di derivata (cambiamento istantaneo) con il concet-
to di integrale (accumulazione nel tempo). Senza questa relazione, sarebbe
stato impossibile sviluppare previsioni precise in ambiti come:

e Previsioni meteorologiche: I modelli climatici e meteorologici si
basano su equazioni differenziali. Senza il TFC, non avremmo modelli
precisi per prevedere il meteo o i cambiamenti climatici.

e Previsioni di sistemi complessi: Molti fenomeni complessi, come la
diffusione di epidemie (come COVID-19), vengono studiati con modelli
che si basano su equazioni differenziali.

6. Mancanza di metodi numerici

Anche senza una teoria rigorosa del calcolo, gli esseri umani avrebbero pro-
babilmente trovato metodi alternativi per “approssimare” aree e accumula-
zione di quantita. Tuttavia, senza il TFC, queste tecniche sarebbero molto
piu lente e inefficienti.
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7. Ritardi nella matematica stessa

Il calcolo differenziale e integrale ¢ uno dei pilastri della matematica moderna.

8. Ritardo di secoli nella rivoluzione scientifica

Se il TFC non fosse stato scoperto, il mondo sarebbe rimasto in uno stato
pre-scientifico molto piu a lungo.

Conclusione

Il Teorema Fondamentale del Calcolo € uno degli strumenti concettuali piu
importanti mai sviluppati dall’'umanita. La sua assenza avrebbe impedito il
progresso scientifico e tecnologico per secoli. Senza di esso, saremmo ancora
fermi a un approccio empirico e frammentario alla scienza e all’ingegneria.
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