
Fononi

M. Peressi
Lezione 16/12/2024

slides adattate da Butov e completate
– vedere cap. 22 di  A&M -

Attenzione al contesto: in alcuni casi la notazione U è usata per l’energia potenziale 
totale, in altri per il potenziale di coppia



VIBRAZIONI RETICOLARI

Assumiamo che 

- la posizione di eq. di ogni ione sia un sito di un 
reticolo di Bravais

- Lo spostamento di ogni ione dalla sua posizione 
di equilibrio sia «piccolo» rispetto alle distanze 
interatomiche tra primi vicini



VIBRAZIONI RETICOLARI

Assumiamo che 

- la posizione di eq. di ogni ione sia un sito di un 
reticolo di Bravais

=> NO DIFFUSIONE
- Lo spostamento di ogni ione dalla sua posizione 

di equilibrio sia «piccolo» rispetto alle distanze 
interatomiche tra primi vicini

=> APPROSSIMAZIONE ARMONICA

r 𝐑 = 𝐑 + 𝐮(𝐑)

Per ogni ione, ad un dato tempo t :



Φ

U(r) è un potenziale di coppia effettivo
Energia totale = somma di potenziali di coppia
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Step by step we now face:
- Normal modes of a 1D monoatomic

Bravais lattice
- Normal modes of a 1D Bravais lattice with 

basis
- Generalization



A chain of N particles linked by springs
(one-dimensional analogue of atoms in a crystal)

Linear interaction (Hooke’s law): 
analytical solution

- There are N 'normal' modes 
(i.e., patterns of motion in which all parts of the system oscillate with the same frequency 

and with a fixed phase relation)

- The energy given to a single 'normal' mode 
always remains in that mode.

(force)



Example with 2 oscillators:
'normal' modes 

More on: https://fisicaondemusica.unimore.it/Catena_di_Fermi-Pasta-Ulam.html

http://fisicaondemusica.unimore.it/Oscillatori_accoppiati.html





(typical behaviour of a sound wave)



Substituting and setting to 0 the determinant of 
the homogeneous system :



Two solutions for each value of k => 2N normal modes:



Monoatomic 3D Bravais lattice:

Exploiting symmetry properties of the dynamical matrix:

1)

2)

3)



These symmetries allow to simplify the eqs.

We seek for a solution of the form:

Polarization vector of the normal mode 
(the direction in which the ion moves)

Substituting we obtain:

with



normal modes of a 3D lattice 

3D lattice with monoatomic basis:

for each k there are 3 acoustic modes

1 longitudinal and 2 transverse

longitudinal wave

transverse wave

3D lattice with p atoms in the basis:

for each k there are 3p modes

3 branches are acoustic

and 3p F 3 branches are optical

correspond to 3 translational and 3p F 3 vibrational 

degrees of freedom of a p atomic molecule

LA

TA
TA

LO
TO

with p atoms per primitive cell and N primitive cells 

there are pN atoms 

3 degrees of freedom for each atom, one for each direction:

a total 3pN degrees of freedom for the crystal

the number of allowed k in a single branch 

for one Brillouin zone is N:

3p phonon branches accommodate 3pN degrees of freedom

This picture is for 2-ions basis





(Bose-Einstein)
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