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. Data la funzione
F(z,y) = (42° — 2)(y — 29°) ,
disegnare l'insieme di livello
%o = {(z,y) : F(z,y) =0},
individuare l'insieme {(z,y) : F(z,y) > 0}, determinare tutti i punti stazionari di
F' e studiarne la natura.

. Data la serie:
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trovare 'insieme di convergenza puntuale, I'insieme di convergenza uniforme e la
somma, ove possibile.

. Trovare ’area della superficie o che ha come supporto la regione del piano di equa-
zione z =y delimitata dal paraboloide z = 2% + y2.

. Sia w la forma differenziale definita su R? \ {(0,0)} da
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Dire se w e chiusa e se w ¢ esatta, giustificando la risposta.
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Ficura 1. L’insieme Y ¢ dato dalle rette evidenziate, i punti in rosso
corrispondono a zone dove F e positiva, quelli in blu a zone dove F &
negativa, i punti in nero sono i punti stazionari

SOLUZIONI
Esercizio 1. Osserviamo che
F(z,y) = (42° — 2)(y — 20°) = 22z — 1)(2z + 1)y (1 — 2y),

quindi F(z,y) =0sexz =00z = :i:% oy=0o0y= % La funzione F' ha segno costante in
ciascuna delle zone del piano delimitate dalle rette che compongono . L’insieme {(z,y) :
F(z,y) > 0} corrisponde alle zone dove si trovano i punti indicati in rosso nella figura.
Infatti, osserviamo che F(1,1) = 3(—2) < 0 e nel passare da una zona all’altra la funzione
cambia segno.

I punti stazionari sono i punti dove si annulla il gradiente. Si ha

VE(z,y) = ((122° — 1)y(1 — 2y), z(42® — 1)(1 — 4y)) .
Dobbiamo risolvere il sistema

(1222 — 1)y(1 —2y) =0

z(4z? — 1)(1 — 4y) = 0.
Le soluzioni sono (i%ﬁ,i), (0,0), (0, %), (i%,O), (i%,%) I punti (0,0), (0, %), (i%,O),
(£2,1) sono situati all’intersezione di due delle rette che compongono ¥y e in ciascun
intorno di questi punti troviamo sia punti in cui F' e positiva che punti dove F' & negativa,
per cui questi punti non sono punti di massimo o di minimo relativo per F' (essi vengono

chiamati punti di sella). I punti (:I:T}/g, i) si trovano all’interno delle zone limitate in cui

F ha segno costante all’interno ed & nulla sul bordo. Di conseguenza (
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relativo mentre (— ) & di massimo relativo.



Esercizio 2. Possiamo scrivere la serie come:
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Osserviamo che si tratta di una serie di potenze di centro xg = 0 e raggio di convergenza

R =1 essendo lim,, 4o ¥ % = 1. Quindi la serie data converge puntualmente in (—1,1)

n+
e uniformemente in qualsiasi intervallo del tipo [—r,7] con 0 < r < 1. Osserviamo che
la serie converge in x = —1 per il criterio di Leibniz, mentre non converge in x = 1 per

confronto asintotico con la serie armonica Y-, +. Quindi la serie converge puntualmente in
[-1,1) e si puo dimostrare che converge uniformemente in [—1,r] per ogni 0 < r < 1.

Per determinare la somma della serie osserviamo che %Hx”*l € una primitiva di x™. Per
il teorema di passaggio al limite sotto il segno dell’integrale applicato alla serie geometrica

Yoo oa™ la cui somma & uguale a ﬁ troviamo che la somma della serie data ¢ uguale a

1
a;g/l dr = —2*In(1 — ), per —1 <z <1.
—x
Esercizio 3. Il supporto della superficie ¢ il grafico della funzione f(z,y) = y definita

sul cerchio B che ha come frontiera la circonferenza di equazione y = 2% + y%. Possiamo
scrivere quindi o : B — R?, o(z,y) = (v,y, f(x,y)). Abbiamo quindi

area(o) = /B V1+ [Vf2dedy = V2 area(B) = V21 /4.

Esercizio 4. La forma differenziale w ¢ chiusa se dw = 0. Basta quindi calcolare

o y3 B 3y2(x2 + y6) _ 6y3y5 - 3x2y2 _ 3y8
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0 ¢ 3xy® \  3y%(a® +y%) —62%y?  —3x%y? +3y°
%(wz—kyﬁ’) B (22 +y5)2 (22 +y5)?

e osservando che le due derivate sono uguali concludiamo che w & chiusa.

Per stabilire se ¢ esatta o no non si puo applicare il teorema di Poincaré perché il dominio
di definizione di w, R2?\ {(0,0)}, non & stellato. Calcoliamo Iintegrale di w lungo un
cammino che gira attorno a (0,0), per esempio 2% + y® = 1 che possiamo scrivere come
v : [0,27] = R2, y(t) = (cost, V/sint) = (x(t),y(t)). (Si osserva che v ¢ un incollamento
di due curve regolari, una definita su [0, 7], laltra su [r,27] con la stessa espressione.)



Otteniamo

_ [T y(t?® Se(ty(t)?
fe= f s s o )

/2“ (—sint)(—sint) + 3 cos? t(sin t)2/3%(sin t)=2/3
0

cos2t +sin?t

dt =21 #0,

per cui w non ¢ esatta.



