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Introduzione

Studieremo 1l transitorio nel dominio del
tempo dei circuitt LDI

Come transitorio intendiamo 1’evoluzione
dinamica del circuito da uno stato prefissato,
dovuto alle condizioni 1niziali dei
componenti dinamici, allo stato di regime,
dovuto alle sorgenti indipendenti

L’ordine del circuito ¢ dato dal numero di
elementi dinamici indipendenti presenti nel
circuito. Come “indipendenti” s1 intende che
non c1 sono relazioni lineari che legano tra
loro le variabili di stato. In tal caso il
circuito ¢ detto degenere

C1 concentreremo sui circuiti del I ordine,
con condensatore o induttore. Accenneremo
alla soluzione dei circuiti di II ordine e di
ordine superiore



-
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Equazione differenziale del | ordine

~

/

* Consideriamo la seguente equazione

differenziale del I ordine lineare a
coefficient1 costanti con condizione
iniziale X,

x(1) | x,(2)

x(t) = ——=+
) T T
x(0) = X,

La soluzione generale di questa
equazione differenziale ¢ costituita da
una famiglia di funzioni x(¢). S1 puo
dimostrare che esiste una sola
soluzione di1 questa famiglia che ha
come condizione 1niziale X,



Equazione omogenea associata

Definiamo come “omogenea associata”
I’equazione differenziale ottenuta ponendo a
zero 1l termine noto x (7) (forzante), ovvero

() - X0

La soluzione dell’omogenea associata €:

t

x°(t) = K e

La differenza di due soluzioni € ancora
soluzione della omogenea associata

4 !

() =Ke®, x()=K,er-
K

= x'(0)—x0(0) = (K, — K, )e °
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Differenza di soluzioni

Supponiamo che x,(?) € x,(#) siano due
soluzioni generali della famiglia, allora la loro
differenza sara comunque soluzione
dell’omogenea associata

xl(t) — 'xl(t) + XS(Z)

T T
%) = — xzr(t) % ;t)

(xl () — x, (t))

T

d —f—
= (x,(6) = x,(2)) =

Quindi

4

X (1) = x,(1) = x°(t) = K'e ©
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Soluzione generale

* La soluzione generale dell’equazione

differenziale sara data dalla soluzione
dell’omogenea associata sommata a
una soluzione qualsiasi, detta
particolare, della equazione completa

t

x(t) = Ke 7 + x” (1)

e Infatti s1i ha

t

x, (1) —x,(¢t) = Kle_; + x7(t) —

- [Kze; + xp(t)j —

4 4

- (K, -K,)e " =K'e *




Soluzione generale (2)

-

* [a costante K viene determinata
imponendo la condizione iniziale,
OVVero:

x(0) =X, =K +x"(0)
= K =X, —x"(0)

* Da cui la soluzione generale per ¢ > 0
con condizione iniziale X, €

x(t) = (X, - xp(O))e_é 0
(>0



Soluzione generale (3)

Se I’equazione differenziale non
contiene termine forzante, la soluzione
generale con condizione 1niziale X, e:

t

x(t) = X, e’

Questo caso corrisponde, come
vedremo, alla scarica di un
condensatore o di un induttore su una
resistenza

Altrimenti, 1n altra forma, la soluzione
generale si pu(‘) trovare con:

du

x(t)zXOe g j




Circuiti RC del | ordine
\ J

* Possiamo applicare alla parte resistiva di un
circuito LDI RC del I ordine (a1 morsett del
condensatore) 1l teorema di Thevenin

e ]

LRI | C ::T 0

+
v () (D C::Tvc(t)

* Quindi questo semplice circuito RC riassume
1l comportamento di tutti 1 circuitt LDI RC del
I ordine

* Prima troveremo v(#), pol vedremo come
determinare le altre variabili del circuito




{ Equazione differenziale }

* Scriviamo I’equazione differenziale del
circuito pert = 0 e v(0) = ¥,
veq (t) — Reqi(t) T VC (t)
dv.(?)
dz

i(t) = C

* Definendo la “costante di tempo™ come
Tc =R ,C [s]
* Si1ottiene per >0
(
. t v,
Vc(t) — _VC( ) 4+ q( )
3 Tc T
LVC (O) — VO




Equazione omogenea

* Se 1l circuito ¢ omogeneo € non c1 Sono
sorgenti indipendenti (v, (¢) = 0), allora
I’equazione differenziale diventa

i(f)
>

R., C—— | v?)

* La soluzione rappresenta la scarica di
un condensatore su una resistenza con
condizione iniziale ¥V,

4

ve(t) =V, e_;



Soluzione generale

* Nel caso 1n cui c1 s1ano delle sorgenti
indipendenti attive, la soluzione
generale con condizione iniziale V, €

ve(®) = (7, = v2(0))e  +vE(r) V
t >0

* Dove la soluzione particolare v ()
dipende dal tipo di sorgente.



Circuiti RL del I ordine
\ J

* Possiamo applicare alla parte resistiva di un
circuito LDI RL del I ordine (a1 morsetti
dell’induttore) 1l teorema di Norton

i(7)

)10 6,= (L) Tv(t)
i(t

* Quindi questo semplice circuito RL riassume
i1l comportamento di tutti 1 circuiti LDI RL del
I ordine

* Prima troveremo i, (¢), pol vedremo come
determinare le altre variabili del circuito



{ Equazione differenziale }

* Scriviamo I’equazione differenziale del
circuito pert = 0 e i (0) = [,

g () = G V(1) +1,.(2)

_ o di (@)
v(t) =L i

>i ()=G,L d’éf ) vi ()

* Definendo la “costante di tempo™ come
L= GeqL [S]
* Si1ottiene per >0
(" .
: () 1,
o 0 i
< T, T,

kiL (O) — ]0




Equazione omogenea

* Se 1l circuito ¢ omogeneo € non c1 Sono
sorgenti indipendenti (i, (¢) = 0), allora
I’equazione differenziale diventa

A

G, L& |v(?)
i,(?)

l:L(t) - = iL(t)

(33

* La soluzione rappresenta la scarica di
un induttore su una resistenza con
condizione 1niziale [,

4

i(t)=1Ie™



Soluzione generale

* Nel caso in cui ci1 siano delle sorgenti
indipendenti attive, la soluzione
generale con condizione 1niziale /, €

t

i, (6) = (I, =i (0))e ™ +i’(t) A
(>0

* Dove la soluzione particolare 7, ()
dipende dal tipo di sorgente



Concetto di stabilita

La soluzione dell’omogenea associata ¢ detta
anche soluzione libera del circuito, in quanto
dipende solo dalle condizioni 1niziali

Un circuito con le sorgenti indipendenti poste
a zero ¢ “‘stabile” se la soluzione libera tende
a Zero per t =

Essendo la soluzione libera uguale a
t

x“()y=X Oe_;
“stabile” 2 t>0

Un circuito s1 dice invece instabile se: © <0,
quindi la soluzione x°%(f) = oo

In un circuito stabile, ’energia
immagazzinata nel circuito viene dissipata
fino ad annullarsi per t 2 o

I circuiti che esamineremo saranno stabili



{ Stabilita nei circuiti nonlineari }

* Consideriamo 1l seguente circuito
i(?)
<o

NRI Tv(t) — )

* La caratteristica del bipolo NRI ¢

AA’
<o yﬂ
% -
Vo




Stabilita nei circuiti nonlineari (2)

- /

* L’ equazione di stato del circuito ¢

{i _ %&2@ RO —%g(\/) Y

* La tensione ¢ la corrente del
condensatore sono vincolati alla
caratteristica del bipolo, detta dynamic
route. I tre punti di equilibrio v,, v, € v,
s1 ottengono ponendo:

vii)=0—->g(v)=0 ((E=0)

* Corrispondono con le intersezioni della
caratteristica g(v) con 1’asse delle
asc1Sse



Stabilita nei circuiti nonlineari (3)

Facendo riferimento all’equazione non-
normale del condensatore, s1 possono
distinguere sulla dynamic route due
diversi andamenti della soluzione

semipiano superiore ;i > 0 —> v < (
semipiano inferiore :i <0 —> v > 0

Partendo da una qualsiasi condizione
iniziale v,, la soluzione seguira 1l verso
delle frecce, come disegnato 1n figura

Risulta quindi che la soluzione andra
sempre verso uno dei due punti di
equilibrio d1 ascissa v, € v;, mentre si
allontanera dal punto v,

Diciamo allora che 1 punti di equilibrio
v, € v; sono stabili, mentre 1l punto v, €
instabile



Stabilita nei circuiti nonlineari (4)

Per 1 circuiti nonlineari s1 puo parlare
di stabilita globale e di stabilita locale

Un circuito ¢ globalmente stabile se la
soluzione non va mai all’infinito,
instabile altrimenti

La stabilita locale riguarda invece 1
punti d1 equilibrio (circuiti del primo
ordine)

Il circuito appena visto ¢ globalmente

stabile, mentre due punti di equilibrio
sono stabili e uno instabile

Nei circuiti lineari la caratteristica €
una retta e esiste solo un punto di
equilibrio, per cui 1 due concetti di
stabilita locale e globale coincidono




Soluzioni particolari

* Esaminiamo ora le soluzioni particolari
per una limitata classe di forzanti,
ovvero per quelle che hanno la derivata
della loro stessa forma funzionale.

* Le forzanti in questione sono:
1) Costante
2) Sinusoidale
3) Esponenziale
4) Polinomiale

* Per queste forzanti troveremo la
soluzione particolare con il metodo di
somiglianza.



Condensatore: sorgente costante

* Poniamo: v, () =V, > W) =V,
Ricordando che
. v (1) + Veq(t)

‘.)C(t) —
Tc Tc
e Si ottiene
N
0=—-——LL4+—25 Vp =V,
e T¢

* La soluzione generale perz >0 ¢

t _r ot
vet) =V, =V,)e © +V, =V,e © m{l—e “

* Aregime:
—>v.()=0->i(t)=Cv.(¢t) =0

* Il condensatore ¢ equivalente a un circuito
aperto



Induttore: sorgente costante

* Poniamo: i, (¢) = I, 2 P,(1) = I

Ricordando che

: (1) 1, (¢
iL(t):—lL()+ q()
T, T,
e Si ottiene
1
0=— p+IS -1, =1
t, 7

* La soluzione generale perz >0 ¢

t ~ t
iL(l‘)Z([O—[p)e L -I-[p :[Oe L +Ip{le TLJ

* Aregime:
i, () =i (1) = l,
=i, 0)=0->v(F)=Li,(t)=0

* L’induttore ¢ equivalente a un corto circuito



Condensatore: sorgente sinusoidale

* Poniamo: v, (1) = V cos(wt + @)
2> W)=V, cos(wt + @,)

* Trattandosi di una soluzione particolare
(0 a regime) sinusoidale, possiamo
utilizzare 1 fasor1 (valore massimo per
1l modulo) per 1l suo calcolo

1
1 +p ¢ 1+joR,C *
joC
dove: V =Ve'”

eq S

7




/

-

Condensatore: sorgente sinusoidale
(2)

~

/

Per la antitrasformazione, servono 1l
modulo e la fase di1 VP

7| =

\/1 + a)zR C2

LV? =@ - arctg(o R C) + 2kr
Infine s1 ottiene VP (7)
va(t) = ‘17(;’9‘ cos(a)t + 417(}”)

La soluzione generale perz >0 ¢

t

V() = (VO — ‘17(;”‘ COS(ZVCP ))e_; +
+ ‘17({" cos(a)t + LI7CP)



Induttore: sorgente sinusoidale

* Poniamo: i, (¢) = I cos(of + @)
2 P(0) =1, cos(wt + ¢,)

* Trattandosi di una soluzione particolare
(0 a regime) sinusoidale, possiamo
utilizzare 1 fasor1 (valore massimo per
1l modulo) per 1l suo calcolo

b
7 JoL _
1 + G, “ 1+ joG,L

joL ¢

dove: I =1¢'"

eq S




Induttore: sorgente sinusoidale (2)

/

Per la antitrasformazione, servono 1l
modulo e la fase di I P

£ = ¢ — arctg(w G, L)+ 2kr
Infine si1 ottiene P, (7)
i/ (1) = ‘I_f‘ cos(a)t + AI_I{’)

La soluzione generale perz >0 ¢

t

iL(t) = ([0 — ‘i]f?‘ COS(Z]_{7 ))e_Z +

+‘]_f‘cos(a)t+ 4]_1{’)



Sorgente esponenziale

* Poniamo per un condensatore:
t t

veq(t) =Ve " >vit)y=Ve "™ 1, #1,

* Per trovare V, si puo soltanto sostituire
W (?) nella equazione differenziale
(deve essere: 1. # T,)

t t
A A
—Le" =—YLe" + 2" V¢t
T T, T,

* Semplificando I’esponenziale (sempre
# 0), st ottiene una equazione in V,

Vs
V, =

Tol — — —
TC TS




Sorgente esponenziale (2)

* La soluzione generale pert>0 ¢

4 4

V() = (VO — Vp)e_; +V,e ™

* Per gli induttor1 vale un discorso
analogo per cui

4 ¢

1, (@) =1ge b0l (t) = I e YT o#T,




Sorgente polinomiale

* Consideriamo una generica sorgente
(per ’esempio di grado 2)

2
X, (1) = a, + at + ayt
— xP(t) = k, + kit + k,t’

* Per I’equazione differenziale

#(t) = —%t) i 2

» Sostituendo la soluzione particolare si
trova

2
APV S TR ¥
T T T

_|_

2
a at a,t
+ 4+ L+ =2
T T T

V't




-

Sorgente polinomiale (2)

 Dal momento che abbiamo scritto una

identita, perche sia valida per ogni ¢
dobbiamo eguagliare 1 coefficient: dei
singoli monomi, 1l che equivale a
scrivere un sistema di 3 equazioni in 3
incognite, ovvero 1 parametri k,, k, € k,

k a
kl :__O_|__O
T T

k a
T T

k a
O___2_|__2
T T

* La soluzione generale pert>0 ¢

t

x(t) = (X, —k,))e ™ +k, + kit + k,t°




4 ™
Principio di sovrapposizione delle

soluzioni particolari
\_ J

* Prendiamo ad esempio un circuito RC
del I ordine con 2 sorgenti indipendenti

& i)
SN A
SO S

v (D

* La soluzione particolare v (7) €
esprimibile come

ve(t) = v () + vE (1)

* Dove ! (?) ¢ associata a v () e V2 (1)
€ associata a v, (?)



4 ™
Principio di sovrapposizione delle

soluzioni particolari (2)
\_ /

* Sihache: v(t) =v,(?) + v,(?)

1) accendiamo la prima sorgente v () €
spegniamo la seconda (v,(7) =0). La
soluzione particolare associata v! ()
soddisfa I’equazione differenziale del
circuito

. vl v (¢
Vgl(t):_ C()_|_ sl()
Tc (Ze

2) accendiamo la seconda sorgente v, (?) €
spegniamo la prima (v ,(¢) = 0). La
soluzione particolare associata w2 ()
soddisfa anch’essa I’equazione differenziale
del circuito

. VP2 (t v (t
ng(t):_ C ()_|_ 52()
Tc Tc




N
Principio di sovrapposizione delle

soluzioni particolari (3)

Sommiamo le equazioni appena scritte. Si
ottiene

. . vel(t)  vEA(t
vé?l(t)+vé92(t):_ C()_ C()_I_
Tc Tc

4 vsl(t) + sz(t)
Tc Tc

E applicando la proprieta della linearita della
derivata e la proprieta associativa della
somma

%(vz?l(t) V(D) = - (Vgl(t):cvgz(f)) +

NUNOESN0)

Tc

Risulta che la soluzione particolare associata
a entrambe le sorgenti € composta dalla
somma delle soluzioni particolari associate
alle singole sorgenti



Circuito risonante reale serie

* E un circuito RLC del II ordine (R, L, C > 0)

i(?) R L ﬁ
M

V() n(?) v(®)

N
+\_/

v(®)

* Le variabili d1 stato sono v(?) e i (), a cul
sono associate le condizioni iniziali v(0) e

i(0) (=(0))
v(t) = v () + v (1) + v (2)
v (1) = Ri(?)
i(t) = Cve(2)
v (1) = Li(?)



E Circuito risonante reale serie (2) }

 Ne risulta

V(1) =RCv.(t)+ LCV, (1) +v.(1) =

(

.. R . 1 _L
VC(t)_l_zVC(t)_l_EVC(t)_LC v, (1)
W (0) =7,

ey 2 HO) 1y

\VC(O)_ C C

* Il polinomio caratteristico associato
alla equazione omogenea ¢

R 1

2
+—p+—=0
e

2
R R |
dove : P :_Zi\/(Zj —E




Circuito risonante reale serie (3)

* La soluzione generale pert >0 ¢€:

v (f) = ke + ke + vE(r)

) . Ji
ve(0) =V, ve(0) = EO

* Dove k, e k; dipendono dalle
condizioni 1niziali

* La soluzione particolare viene calcolata
come nel caso dei circuiti del I ordine

» [l circuito ¢ stabile se R{p,} ¢ R{p,}
sOno negative



Circuito risonante reale serie (4)

* Per R> 2\/% P € p, sono reali =2

soluzione omogenea composta da due
esponenziali reali (k,; e k, sono reali)

* p, € p, sono complessi coniugati se:

2
S —L<O—>R<21/£=2zo
2L LC C

La resistenza deve dissipare «poca
energlay rispetto a quella
immagazzinata dagli elementi reattivi
(z,: impedenza caratteristica)



Circuito risonante reale serie (5)

Se p, € p, sono complessi coniugati,
p,=0c+jo,p,=0—]o,

perché la soluzione v(¢) sia reale =
ky =k =k le?

S1 trova quindi
v (1) = 2e”" Rike’} + vE(t) —

v () = 2k e cos(at + ) + vE(t)
v (0)=V,, v.(0)=1,/C




Circuiti di ordine nin t

o /

* Per un circuito non degenere LDI di ordine n
(n = np: numero di componenti dinamici),
possiamo Scrivere o una equazione
differenziale di ordine n oppure un sistema di
n equazioni differenziali del I ordine. D1
norma si utilizza quest’ultimo metodo.
Indicando con x, la generica variabile di stato,
s1 ottiene la seguente equazione vettoriale di
stato

x(¢) = Ax(¢) + Bu(?)

x(0) =X,
e Nel caso di un circuito risonante serie, si ha

_ . o

: 0 — 0

v (1 !

;() _ Cc Ve A1 o)

i ] |_1 _Rlio | |
L L -

v (0) =V, i0)=1,



Circuiti di ordine n in t (2)

e (Gl1 autovalori della matrice A sono

1
det(pI— A) = ¢ > K :

p
i R
VEaya

__RLfRY L
P20 \ae) T Le
* p, € p,sono le frequenze naturali del
circuito

* Coincidono con le radici del polinomio
caratteristico



Circuiti di ordine n in t (3)

In generale, la soluzione generale puo essere
scritta come:

t
x(t) = eV X, + I e* " "Bu(r)dr
0

L’esponenziale di matrice viene calcolato
sulla base degli autovalori e autovettori della
matrice A

Oppure, s1 puo scrivere:
x(1) = e (X, —x"(0))+ x" (1)

Quando la soluzione particolare puo essere
calcolata per opportune forzanti come per 1
circuiti del primo ordine, con 1l metodo della
somiglianza.



Circuiti di ordine n in t (4)

Esplicitando I’esponenziale di matrice
s1 ottiene:

x(t) =&, e +c.§,e™ +x7 (1)

Dove ¢, € &, sono gl autovettori di A e
¢, € ¢, dipendono dalle condizioni
iniziali e dalla particolare (Se p, € p,
sono complessi coniugati, lo saranno

pure &;, &, € ¢y, C,)

t t . . .
e?" e e? sono 1 modi naturali del
circuito




Sovrapposizione delle
condizioni Iniziali

-

* Consideritamo un circuito LDI d1
ordine n senza sorgenti indipendenti

x(?) = Ax(?)
x(0) = X,

e [asoluzione ¢

x(t) = eMX,
* Dove
o
X, = oz




-

Sovrapposizione delle
condizioni iniziali (2)

4

* Vale 1l principio della sovrapposizione

delle condizioni 1niziali per cui

x(t) = eMX, =
o e
0 X
= M T R P




Stabilita (circuiti lineari)

Un circuito lineare ¢ stabile se le parti
real1 delle frequenze naturali
(autovalori) p,, p, ..., p, sono negative

Un circuito lineare stabile senza
sorgent1 indipendenti, lasciato evolvere
da una certa condizione 1niziale,
tendera a dissipare tutta I’energia
contenuta ne1 componenti reattivi, per
cui le variabili di stato tenderanno a
zero come 1l tempo tende all’infinito




Stabilita (locale) alla Liapunov

Una soluzione x(7) [nx1] di un circuito
nonlineare, definita nell’intervallo [t,,00), €
asintoticamente stabile se, per ogni € > 0,
esiste un 0 > 0 tale che ogni soluzione x,(?)
per cui vale

Hxl (¢) —x(Z, )H <o

soddisfa

}ime1 (1) — x(t)H <&

Nei1 circuiti nonlineari la stabilita locale €
limitata alla singola soluzione, non si puo
estendere al circuito

Nei circuiti lineari si dimostra che la stabilita
di una soluzione s1 puo estendere alla stabilita
di tutte le soluzioni (nonché dei punti di
equilibrio) e quindi alla stabilita del circuito
stesso



Altre variabili del circuito

/

Ricordiamo le equazioni di uscita della
teoria dei1 sistemi

x(1) = Ax(¢) + Bu(?)

y(t) = Cx(¢) + Du(?)
\X(O) = X,

N

Le variabili del circuito (tensioni,
correnti, potenziali), espresse come
y(#), sono una combinazione lineare
dello stato e degli ingressi.

Nei1 circuiti s1 ricorre al teorema di
sostituzione per ricavare un circuito
resistivo associato al circuito dinamico
originale, la cui soluzione dia le
variabili cercate



Teorema di sostituzione

* Se N (circuito completo in alto) ha
un’unica soluzione v = v (¢) (i =i (¢) )
per ogni ¢, allora IV puo essere
sostituita da una sorgente di tensione

v,(?) (corrente i (¢?) ) senza influenzare
le tensioni e le correnti dentro M,

ammesso che %, (V) abbia un’unica
soluzione per ogni ¢

l
——e—

Ng IV N,
. .
+ %
Ny Iv () v | Np Iv i(?)




Circuito resistivo associato

* Applicando il teorema di sostituzione, 1

condensatori sono sostituiti con dei generatori
di tensione di valore v(7) e gli induttori con

de1 generatori di corrente di valore i ().

* Risolvere questo circuito resistivo equivale a

scrivere le equazioni di uscita

e 1 \e =
K 4 . |“ i
A I L _ AW
1|
| |
+‘ -
ey, =2 n Y = K
v“: \TCJ"", ‘;,_ — ) ) =
C-El_ - =
Ve (L o
E oA Py . vl . "z =
- i AAA
_ M — (_1 e AV .
/ '
! ' [ &
ﬁ A4 40=) Acy
| e . - AN
v o ¥ Q V, i n (—
/3;1‘:} < = Bt e
’ |
5 L

51




Circuiti degeneri

Prendiamo 1n considerazione un
circuito 1n cui le variabili d1 stato siano
soggette a una o piu relazioni lineari,
non siano quindi linearmente
indipendenti tra loro. Esempio

Vi(0) = vy(t) —v3(H) =0
In questo circutto: n, =4, n., = 1

In virtu della relazione lineare, I’ordine
del circutto €: n=n,—n;;, =3

La matrice A ha dimensioni [3x3]




Circuiti degeneri (2)
\_ /

* Risolta I’equazione di stato, le variabili
di uscita vengono calcolate come nel
caso non-degenere con una avvertenza:
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* Questo circuito ha infinite soluzioni, in
quanto non ¢ determinata la corrente
nella maglia de1 condensatori

* Sostituisco allora uno de1 generatori di
tensione con un generatore di corrente
che sostenga la corrente del
condensatore, ovvero i, = C,v,



Parallelo e serie di C e L

* Un circuito con due condensatori in
serie ¢ molto diverso da un circuito con
due condensatori in parallelo. Lo stesso
dicasi per gli induttor1

* Due condensatori in serie (induttori in
parallelo) hanno le tensioni (correnti)
indipendenti, quindi corrispondono a
due variabili d1 stato

* Due condensator1 in parallelo (induttori
in serie) hanno le tensioni (correnti)
dipendenti linearmente, quindi
corrispondono a una variabile di stato



Parallelo e serie di C e L (2)

Parallelo di due condensatorti:
Cp =C, + C,

Serie di1 due condensatorti:
C=(C ONC TGy

Serie di due induttorti:
L=L,+L,

Parallelo di due induttori
L,= (L L)L, + L)




Partitori di C e L

Un partitore di tensione realizzato con
due condensatori o due induttori
permette di avere un rapporto di
riduzione indipendente dalla frequenza

Elemento importante: non dissipano
potenza attiva come le resistenze

N.B. A causa del fatto che 1l
condensatore sta al denominatore
dell’1mpedenza, s1 ha che

C2
C, +C,

Vo
v,




Presenza di un interruttore

L’1interruttore € un componente
resistivo tempo-variante.

Consideriamo un interruttore ideale, 1l
cui stato aperto corrisponde a un
circuito aperto € lo stato chiuso a un
corto circuito

Divideremo lo studio del circuito in
due parti, pert <¢t,et >ty dove t, ¢
I’1stante 1n cui ’interruttore commuta
Per collegare le due evoluzioni
temporali, utilizzeremo 1l principio di
continuita delle variabili di stato



Principio di continuita delle

variabili di stato
N Y,

 (Consideriamo la tensione su un
condensatore (1dem per un induttore)
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Transitori con Laplace

/

Trasformando I’equazione matriciale di
stato con Laplace

sX(s) —x(07) = AX(s) + BU(s)
[sT — A]X(s) = x(07) + BU(s)
X(s) = [SI - A] x(07) + [SI - A] 1BU(S)

soluzmne libera soluz1one forzata

I1 denominatore della X(s) ¢ dato da
det[sI, — A] = circuito stabile se tutti i
poli (coincidenti con gli autovalor1 di
A) sono a parte reale negativa

Nel dominio del tempo s1 ottiene

x(t) = A (XO — x” (O))+ x” (1)
\ ~ J %
soluzione soluzione a

transitoria regime




[ Circuiti con un ingresso e una uscita}

* Rappresentiamo un circuito LDI
stabile € non-degenere di ordine # con
gl schemi d1 figura

1s)

2010 LDI |z [ V.(s)

1(s)

O LDI |z()|] [ V.(5)

* Le funzion d1 rete (1in Laplace)
esprimono la relazione esistente tra la
(unica) sorgente indipendente
(I’1ngresso) e la tensione o corrente su
una impedenza (1’uscita)



Dallo stato alle funzioni di rete

/

Indicata genericamente con u(?) la variabile
in ingresso € con )(¢) la variabile di uscita, le
equazioni d1 stato e di uscita in ¢ sono

(X(¢) = Ax(¢) + Bu(?)
y(t) = Cx(t) + Du(?)
x(0) =0

Dove x(7) € un vettore [n x 1], ¥(¥) e u(?)
sono scalari

/\.

Le condizioni 1niziali sono poste a zero per
il fatto che ci interessa solamente il rapporto
tra I’ingresso e ’uscita; y(¢) rappresenta
solamente la soluzione forzata (e non quella

libera)

Le funzioni di rete possono essere un
rapporto di tensioni o di correnti, quindi
numeri1 puri, o avere le dimensioni di una
trans-impedenza o trans-ammettenza



Dallo stato alle funzioni di rete (2)

* Trasformando con Laplace si ottiene la
funzione di rete H(s)

sX(s)=AX(s)+BU(s)

[sI —A]X(s)=BU(s)

X(s)=[sI —A]'BU(s)
Y(s)=ClsI, —A|['BU(s)+ DU(s)
v(s) = (C[s1, - A]'B+D)U(s)

H(s) = ) _ Cls1, -A['B+D
U(s)
2 m
H(s) = N(s) a,+as+a,s"+...+a,s

D(s) b, +bs+b,s*+...+b s"

* H(s) ¢ una funzione razionale fratta a
coefficienti reali in s, dove grad(D(s)) =n’<n

* N(s) e D(s) non contengono fattori comuni
che devono essere cancellati nel calcolo



Funzioni di rete

/

Le radici di D(s) sono chiamate “poli”, quelle
di N(s) “zer1”. Sono reali o complesse
coniugate

I poli derivano da: det[sI — A] =0,
espressione che ci da gli autovalori di A
(coincidenti con le radici della equazione
caratteristica)

I poli in genere coincidono con gli autovalori
di A (n =n’), ameno che qualche radice al
denominatore non si elida con una
corrispondente al numeratore, ovvero se
qualche polo e zero coincidono. Questi
corrispondono a1 modi non-controllabili e
non-osservabili. In questo caso n’ <n

Gli zeri di N(s) possono essere positivi 0 a
parte reale positiva, non influendo sulla
stabilita



Funzioni di rete (3)

* H(s) puo essere sviluppata in somma di
frazioni parziali, da cui si puo ottenere la /(¢)

c c c,
H(s)=—"—+—2—+4 ... 4 —*
S—P ST P S = Py
= h(t) = ce™ +ce’™ +---+ ¢ e
pert >0

* h(¢) (risposta alla 0(¢)) consiste in una somma
di esponenziali reali e complesse; se tutte le
radici, ovvero 1 poli, sono a parte reale
negativa, A(f) va a zero per t = o, ovvero il
circuito ¢ stabile

* Se U(s) =1 [u(?) = o(¢)], allora: H(s) = Y(s)
La funzione di rete coincide con ’uscita del

circuito alimentato da una sorgente impulsiva
unitaria

e [.a stabilita del circuito si1 vede anche
dall’analisi delle funzioni di rete



Funzioni di rete sull’asse jw

Esaminiamo H(s) per un circuito
stabile sull’asse immaginario, cio¢
poniamo § = j®

H(jo) rappresenta 1l rapporto tra

I’uscita e I’'ingresso quando la sorgente
¢ una sinusoide a frequenza .

H(jw) = |H(jw)|e/ "

I1 modulo esprime il rapporto tra 1
moduli delle sinusoidi 1n uscita e in
ingresso, la fase la differenza delle fasi,
ovvero 1l ritardo tra le due sinusoidi




