Elaborazione segnali nel dominio del tempo

Segnali e sistemi
nel dominio del tempo
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= Rappresentazione dei segnali tempo-discreto mediante una
combinazione lineare di impulsi traslati

= Risposta impulsiva dei sistemi lineari e dei sistemi lineari tempo invarianti

= Somma di convoluzione

» Rappresentazione dei segnali tempo-continuo mediante una
combinazione lineare (integrale) di impulsi ideali traslati

» Risposta impulsiva dei sistemi lineari e dei sistemi lineari tempo invarianti

= Integrale di convoluzione

» Proprieta della somma e dell'integrale di convoluzione
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Segnali tempo discreto - approssimazione

il o

x[-2]o[n+2]

x[-1]6[n +1]

x[0}s[n]

3

o, e

+00

Pertanto: | x[n]= Z x[k |5 [n—K]

K=—00
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Osservazioni

+00

qn]= Y xklsTn-k]

k=—o0

a) X[n] cosi scrittarisulta combinazione lineari di impulsi

traslati negli ‘istanti’ k, pesati dai valori che X[N] assume in
detti istanti.

b) Una sommatoria di quel tipo viene denominata somma di
convoluzione tra X[N] e & [N].

In generale: o
y[n]=x¢[n]® x;[n]= Z x1[k]xz[n k]
k:—OO
-} (® = simbolo di convoluzione)
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Analisi nel dominio del tempo

Sistemi tempo discreto
+00

x[n]= Z x[k]s[n—k]

K=—c0

|2 Ipotesi: sistema LINEARE

Sia h[n , k] la risposta del sistema all'impulso unitario 5[n — k]

o[n—k] h[n, k]
per la linearita del sistema:
4 100 )
yinl= > xfiJh [nk]
N k=00 Y
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: 1
Un sistema lineare risponde all'impulso 5[n—k] con il segnale h|n, k]:(gj u[n]

n
: : 1
Ricavare la suarisposta al segnale x[n]: —j u[n] :

Larisposta e calcolabile attraverso la seguente sommatoria:

+00

ynl= Y XkIhin k] -

IR
(B

k=—00
]112 o] 3( ) o[
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Sistema LTIl tempo - discreto

l12 Ipotesi: sistema LINEARE TEMPO-INVARIANTE (LTD:

In questo caso:

h[n,k]=h[n-k]

h[n] = Riposta impulsiva del sistema: risposta all’impulso 5[”]

yinl= S ddn -kl sfnleni
N K=—0 y,

Somma di convoluzione

N
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Calcolo della somma di convoluzione

Per eseguire correttamente il calcolo della somma di convoluzione,
e opportuno procedere attraverso i seguenti passi:

y[n]=f,[n]® f,[n]

1) Rappresentare graficamente le due funzioni f; e f,in funzione della
variabile k, indice della sommatoria ( f{[K], f5[K])

2) Ribaltare una delle due funzioni (ad esempio f,[K]) attorno all’asse
delle ordinate, ottenendo cosi f, [-K].

3) Traslare la funzione ribaltata di una quantita N, pari cioé al valore in
corrispondenza al quale si desidera calcolare Y[N] . La traslazione &
verso destra se N = 0, verso sinistra se N < 0. In questo modo si
ottiene la rappresentazione grafica di f,[n —K] .

4) Per ogni K moltiplicare tra loro i valori delle due funzioni cosi ottenute
(f,[K], f,[n —K] ) e sommare tutti i prodotti. Dai due grafici sara facile
determinare i limiti della sommatoria su K.
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Somma di convoluzione mediante Matlab

= Matlab opera con segnali di durata finita.
= Matlab opera con indici interi non negativi.

= Consideriamo i valori del segnale, x[n], per 0<n<N-1
e i valori della risposta impulsiva, h[n] per 0<n<M-1.

= Se utilizziamo l'istruzione Matlab
y=conv(x,h);
otteniamo un vettore di lunghezza L=N+M-1.

= Se N e M sono la lunghezza effettiva massima di x[n] e di h[n], L € la
lunghezza massima di y[n].

= Se invece N e M sono ottenuti troncando due sequenze di durata
infinita, i valori validi dell’uscita sono L,;=min(N,M).




Somma di convoluzione mediante Matlab (S1)

. Sia h[n]=u[n] e x[n]=(q) u[n]

= In questo caso x e h sono di durata infinita.
Per poter utilizzare il Matlab, tronchiamo i due segnali, assegnando a
N e M due valori finiti. In questo modo visualizzeremo la risposta
nell’intervallo [0, min(N-1,M-1)] (solo in questo intervallo entrambi le
sequenze hanno il valore corretto).

= esempio
clear; %puliamo la memoria
N=16; %valor massimo definizione xXx e h

a=4/5; . | |
nx=0:N-1; % intervallo valori di ingr s e 9! ARl
x=ones (1, N) ; at s 1

h=qg."nx; i 2l

y=conv (x, h) ;

L=N; S%valori visualizzati
ny=0:L-1, $ intervallo visualizzazior s
stem(ny,y(1l:L),'ko"); %gli indici pos 19
hold on; |
stem (ny, (1-g.” (ny+1))/(1-q), 'r*'); 0 5 10 15
hold off;

N
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0.9-
X[n]
0.7-
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0.5+
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n<0

(n=-1)
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| X[k] (n=5)
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Somma di convoluzione mediante Matlab (S2)

- x[n]=u[n]-u[n-5]  h[n]=a"u[n]-u[n-7]

= |n questo caso le due sequenze sono di durata finita N=5 e M=7. La
lunghezza dell’uscita é L=11.

clear; S%puliamo la memoria

Nt=9; N=5; M=7; L=N+M-1; SN<M<I 3
LI1=2*Nt-1;%lunghezza massima y ®
alfa=2/3; 2o ®
nx=0:Nt-1; I ®
x=zeros (1,Nt); S%Ssegnale &
X (nx<N)=1; 15}
h=zeros (1, Nt) ; -
h(nx<M)=alfa."nx (nx<M);%filtro o
y=conv (x, h); %risposta
ny=0:L1-1,; % visualizzazione
stem(ny,y(1l:LI), "'ko"); 0
hold on; ° 2 0
yt=zeros (1l,length(ny)); Srisposta teorica
yt(ny<N)=(l-alfa.” (ny(ny<N)+1))/(l-alfa);

vyt (ny>=N&ny<M) =alfa.” (ny(ny>=N&ny<M)+1) * (alfa~-N-1)/(1l-alfa);
vyt (ny>=M&ny<L)=(alfa.” (ny(ny>=M&ny<L) -N+1)-alfa”M)/ (1l-alfa);
stem(ny, yt, 'r*'); hold off;

e
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Sistemi tempo continuo

|2 Ipotesi: sistema lineare

Ricordiamo la proprieta della "funzione" impulso:

Sia h(t,7) la risposta di un sistema lineare nell’istante t a
un impulso ideale applicato nellistante

Per la linearita: Y(t)= _[ X(T)h(t,r)dr

‘% fa] @
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Un sistema lineare risponde all’impulso 5(t — 7) con il segnale

CcoS (27n't)u(t = r) . Ricavare la sua risposta al gradino unitario u(t) .

Per questo sistema:

h(t,7)=cos(2zzt)u(t—7)

Pertanto y(t) = ju(r)h(t,r)dr = J-U(T)COS(Zﬂ'Tt)U(t—T)dT
(0 pert<O

y(t) =3 jcos(zmt)dr _ sin2zt> pert>0

0 27t




[I2 Ipotesi: sistema lineare e tempo-invariante

In questo caso

h(t,z)=h(t—7)
essendo h(t) la risposta del sistema all'impulso ideale ¢ (t)

Pertanto

400

y(t)= [ x(z)h(t-z)dz=x(t)®h(t)

—00

Il segnale all’'uscita di un sistema LTI e dato dalla convoluzione
del segnale di ingresso con la suarispostaimpulsiva

@ﬁizsfs“ﬂ
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Calcolo della convoluzione

Per eseguire correttamente il calcolo della convoluzione,
e opportuno procedere attraverso i seguenti passi:

Y(t) = fl(t) ® fz (t)

1) Rappresentare graficamente le due funzioni f(7), f5(7) in funzione
della variabile di integrazione (7)

2) Ribaltare una delle due funzioni (ad esempio f,( 7))attorno all'asse
delle ordinate, ottenendo cosi f,(-7).

3) Traslare la funzione ribaltata di una quantita t, pari cioé al valore in
corrispondenza al quale si desidera calcolare y(t) . La traslazione e
verso destrase t = 0, verso sinistra se t < 0. In questo modo si
ottiene la rappresentazione grafica di fz(t -7) .

4) Moltiplicare tra loro le due funzioni cosi ottenute ( f{(7) f,(t-7) ) e

integrare la funzione corrispondente a questo prodotto. Dai due
grafici sara facile determinare i limiti di integrazione.

*@@;ﬂ g
TEORIA DEI SEGNALI LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 29




X(7) h(-7)
1 1
0.8 0.8}
. o h(t-7)
0.2 T 0.2} T ! X(T)
05 0 5 G5 0 5 0.8
0.6
04
hiz _ T
| (7) 1 X(7) °:5 | :
08 0.8 t
06 06 —
0.4 0.4
0.2 0.2
oL 1 T X 0 T Passo 3
Passo 1 Passo 2

TEORIA DEI SEGNALI

LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA  3()






7 2 1 0 1 2

TEORIA DEI SEGNALI LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 32




15 h(T) O<t<l1
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2<t<3

1.5¢ h(T)
1
1 X(t—7) y(t)= E(3—t)2
gl J/\
" . NG t>3
) -1 0 2 3
T t y(t)=0
0 t<0
}12 O<t<1 08y®
5 .
ya%?“42+3t—g 1<t<?2 %:
%(34)2 2<t<3 t
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Proprieta della convoluzione

Attenzione! : La somma di convoluzione ha le stesse
proprieta dell'integrale di convoluzione

commutativa

[x(e)h(t-2)dz  posto a=t-r r=t-a dr=—da

—00

[ X(2)h(t=r)dr == [ x(t-a)h(a)da => x()@h({)=hD)@x()
X(t) y(t) h(t) y(t)
—1 ht) | —  X(t) =

La risposta a X(t) di un sistema con risposta impulsiva h(t)

e uguale a quella che un sistema, avente risposta impulsiva X(t) ,

da quando al suo ingresso c’e€ un segnale pari a h(t).




Proprieta della convoluzione

associativa

T x( [Jm (t-ap) ﬂjda=x<t>®[hl<t>®h2<t>]

— _/
Y

p(t— )

v P
i O 2aad 2 v M
JiRl S
Nt
%@ﬁﬂ 2 S”
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Proprieta associativa

xt)®hy (D] ®hy (t)=x(t)® [Ny (t)@ hy (t)]

Due sistemi LTI in cascata...

) 0 X0 Y0

- hl(t) hz(t) - = T h(t)

h (t)=h,(t)®h,(t)

..equivalgono ad un sistema LTI con
rlsposta impulsiva pari alla convoluzione
delle risposte impulsive dei due sistemi

Per la proprieta commutativa

h(t) = hl(t)® h2 (t) — h2 (t)® hl(t) In una cascata di sistemi LTI
'ordine dei sistemi non
X(’[) y(t) influenza I'uscita del sistema

NN hz(t) h1(t) EERR complessivo

38 ° &5
e A b =
N
SImPes




Proprieta della convoluzione

distributiva

X(O)®[hy (t)+ ha (t)] = [x() @ by (t)]+ [x(t) @ hy (t)]

Dimostrazione ovvia (deriva dalla linearita dell’integrale)

Significato fisico

y(t)

O A0
Iy

h(t)

—>

h(t)=hy (t)+ha(t)

delle risposte impulsive dei due sistemi

Due sistemi LTI in parallelo equivalgono ad un unico
sistema LTI, con risposta impulsiva pari alla somma
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Proprieta dei sistemi LTI e loro risposta impulsiva

1) Assenza di memoria

Dovra essere:

h(t)=0 per t=0

h[n]=0 per n=0

2) Causalita
h(t)=0 per t<O0
h[n]=0 per n<O0

N .

h(t)=Ks(t)

h[n]=K&[n]

/

Se all'ingresso c’¢ il segnale X(t) (x[n]) :

"y(t):zx(f)h(t_f)df:Lx(r)h(t_f)df

+00 n

yIn]= > xfkIhln-k]= > xlk]n[n-k]

K=—00 K=—0o0




Proprieta dei sistemi LTI e loro risposta impulsiva

3) Stabilita
sia |x[n]|<B sia |x(t)|]<B
allora allora
yIn]l- ﬁh[k]x[n—k] 0] [ (o)
sl 3 i+l Y0 fro e
k=—o0
<B Zool\h[k]\ vn SBT|h(7)|dT vt
— b
quindi k§|h[k]| <Q (cond. suff)) quindi T|h(r)|dr<Q (cond. suff.)

Q‘%

G es
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Proprieta dei sistemi LTI e loro risposta impulsiva

3) Stabilita

La condizione vista € anche necessaria:
—+00

sia Z| h[k]| = o0 Si scelga x[n] nel seguente modo:

r

k=—c0 0 se h[-n]=0
x[n]=1_hl=n] se h[-n]=0

n||

|X[n:|£1 VYN (segnale limitato)

ylol|= Zh x[0—k]|= f h[k]M = §|h[k]|=oo
k=—c0 K =—o0 | h[k]| K =—o0

Pertanto:

Se h[n] non e di modulo sommabile, la risposta a un segnale di
o ampiezza limitata puo essere illimitata.

L Analogamente nel caso di segnali e sistemi tempo continuo.
@ o0 @

(T
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= sistemi tempo-discreto lineari : hn,k]=risposta all'impulso centrato in n = k

+00
Risposta ax[n] . y[n]= Zx[k]h[n, k]
k=—o0
= sistemi tempo-discreto LTI: h[n]="risposta all'impulso centratoin n = 0
00
Risposta a x[n] . y|n]= Z x[k]h[n—k] Somma di convoluzione
k=—o0

= sistemi tempo-continuo lineari : h(t,T)=risposta allimpulso centratoint =7

400

Rispostaax(t): y(t)= _[ x(z)h(t,7)dz

= sistemi tempo-continuo LTI h(t) = risposta allimpulso centrato in t = 0

—+00

Risposta a X(t) : y(t)= j x(z)h(t—7)dz Integrale di convoluzione

—00




Proprieta della somma e dell’integrale di convoluzione:

= commutativa
= associativa

= distributiva

Dalla risposta impulsiva di un sistema LTI si possono riconoscere le
proprieta di:

n assenza di memoria
n causalita

=  stabilita

Fogre
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