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Processi aleatori

Analisi dei processi aleatori nel 
dominio della frequenza
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Sommario

▪ Densità spettrale di potenza

▪ Teorema di Wiener – Khintchine

▪ Processi aleatori attraverso sistemi LTI

▪ Processi aleatori gaussiani

▪ Rumore bianco

▪ Processi aleatori passa-banda
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Densità spettrale di potenza

Premessa

Dato un segnale x(t) di potenza:
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La funzione                                rappresenta una densità di potenza( )
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Potenza media portata dalle componenti spettrali nella banda 
infinitesima df

Potenza media portata dalle componenti spettrali nella banda tra 
f1 e f2
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Densità spettrale di potenza

Per i processi aleatori: ogni realizzazione è un segnale

Ia ipotesi:

per ogni realizzazione esiste il:
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Si potrebbe allora definire densità spettrale del processo 

il valor medio di tale processo aleatorio

( )dxS f f = Potenza media, mediamente portata dalle componenti spettrali del 
processo nella banda infinitesima df

Potenza media, mediamente portata dalle componenti spettrali del 
processo nella banda tra f1 e f2
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Densità spettrale di potenza

IIa ipotesi:

per le varie realizzazioni non esiste il
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(situazione molto frequente in pratica)

Spesso non esiste il                        , ma esiste il:
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Pertanto una definizione più appropriata per 
la densità spettrale di potenza è:
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Esempio
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Esempio (seguito)
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Con quella scelta particolare di T
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Esempio (seguito)
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Il teorema di Wiener – Khintchine

Sia Rx(t,t+t) la funzione di auto correlazione di un processo {x(t)}.

Se per qualsiasi t finito e per qualsiasi intervallo A di lunghezza t si ha
che:

( ), dxR t t tt+  
A

allora la densità spettrale di potenza del processo è la

trasformata di Fourier

della media temporale della sua funzione di autocorrelazione.
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In pratica, 

condizione sempre verificata
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Corollario 

Se il processo è stazionario:

( ) ( ) txx RfS F=

Se il processo è ciclostazionario di periodo T0:
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(per ogni valore di t, Rx(t,t+t) è costante rispetto a t)

(per ogni valore di t, Rx(t,t+t) è periodica rispetto a t)

(Il suo valor medio rispetto a t coincide con il suo valor 
medio su un periodo)
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Esempio
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Processi aleatori attraverso sistemi LTI

( ) tx ( ) ty
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LTI

( ) =tx Processo aleatorio di ingresso, stazionario

( ) =ty Processo aleatorio di uscita

Il processo all’uscita è ancora stazionario?

Verificheremo cosa succede del valor medio

e della funzione di autocorrelazione di {y(t)}
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Processi aleatori attraverso sistemi LTI

Valor medio:
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Processi aleatori attraverso sistemi LTI

( ) ( ) ( ) tt +=+ tytyEttRy ,

Osservazione sulla funzione di mutua correlazione

( ) ( ) ( ) tytxEttRxy tt +=+ ,

Se la funzione di mutua correlazione fosse stata definita così:

( ) ( ) ( )ttt −= hRR xxy
si sarebbe ottenuto il seguente risultato:

(verifica a carico dello studente)

Funzione di auto correlazione:
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Processi aleatori attraverso sistemi LTI

Osservazione

Con la definizione di funzione di mutua correlazione

( ) ( ) ( ) tytxEttRxy tt +=+ ,

si sarebbe ottenuto lo stesso risultato: ( ) ( ) ( ) ( )tttt −= hhRR xy

Pertanto:

anche il processo di uscita è stazionario (almeno in senso debole)

Densità spettrale di potenza del processo di uscita:
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( ) ( ) 2
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Esempio
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Processi aleatori gaussiani

Un processo aleatorio è detto “gaussiano” se:

scelto un qualsiasi intero n,

 1 2,  ,  ...,    nt t ta qualsiasi n – pla di istanti

( ) ( ) ( ) 1 2,  ,  ..., nx t x t x tcorrisponde una n – pla di variabili aleatorie

congiuntamente gaussiane

( )
( ) ( )

( ) ( )1
1 2

1 1
, ,..., exp

22 det

T

n n
n

f x x x



− 
= − − − 

 
x m C x m

C

Significato:

La densità di probabilità congiunta è:

( )( )matrice di covarianza    i j i i j j C E x m x m = = − −
 

C

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2,  ,...., n nx m x m x m− = − − −x m
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2

2

1

x m x m x m x m


   



      − − − −
− +      

      =
−

( )
( )

2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2

2

2 1

2 1 2
2

1 2

1
,

2 1

x m x m x m x m

f x x e


   



  

      − − − −
− +      

      
−

−
=

−
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Proprietà

1) Un processo gaussiano, posto all’ingresso di un sistema 
lineare, dà luogo ad un processo di uscita ancora gaussiano.

2) Un processo gaussiano stazionario in senso lato è stazionario 
anche in senso stretto.

3) Se due  processi gaussiani sono tra loro incorrelati, sono anche 
indipendenti.

4) Se di un processo gaussiano è nota la densità di probabilità del 
secondo ordine, allora è nota la densità di probabilità di 
qualsiasi ordine.
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Teorema del limite centrale

Molte grandezza fisiche relative a fenomeni naturali 
seguono una distribuzione statistica gaussiana

Date N variabili aleatorie indipendenti  N21 xxx ,,, 

di valor medio                               e varianza N21 mmm ,,,   2

N

2

2

2

1  ,,, 

La variabile aleatoria                       tende ad una variabile gaussiana 
con: 

=

=

N

1i

ixZ


==

==

N

1i

2

i

2

N

1i

imm 

a patto che per tutti gli indici i 0i

N
=

→ 


lim

(ogni variabile aleatoria contribuisce in maniera 
infinitesima alla somma) 



TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 25

Il rumore bianco

Definizione

Un processo è detto “bianco” se la sua densità spettrale di 
potenza è costante per tutte le frequenze.

Alcuni processi di rumore naturali (ad esempio il rumore termico) 
possono essere considerati “bianchi” su un intervallo di frequenze 
molto ampio.

Es.: La densità spettrale del rumore dovuto all’agitazione termica 
degli elettroni in un conduttore è data da:

( )      

2 1

n hf

kT

hf
S f

e

=
 

− 
 
 

34

23

    costante di Planck (6.6 10  )

      costante di Boltzmann (1.38 10  / )

     temperatura assoluta ( )

h J s

k   J K

T K

−

−

  


 
 
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Il rumore termico

( )      

2 1

n hf

kT

hf
S f

e

=
 

− 
 
 

A 300°K essa è praticamente costante e

pari a kT/2 fino a frequenze dell’ordine di

1012 Hz.

Banda equivalente di rumore:

( ) ( )fHth ,

LTI
( )

( )
rumore  bianco

2

i

ni

n t
S f







= 

( )
( ) ( )

2

non  bianco

 

2

u

nu

n t
S f H f







=

potenza di rumore in uscita:

( )dnu nuP S f f

+

−

= 

( )
2

2
max2

eq

H f df

B
H

+

−=



2

eqHB max=( )
2

2
H f df


+

−

= 



TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 27

Rumore bianco

Alcune considerazioni:

a) Un processo aleatorio bianco è un processo ideale, poiché 
implica una potenza media infinita

b) Utile per generare un processo aleatorio con densità 

spettrale di potenza S(f ).

( ) ( )fHth ,

LTI

c) La funzione di auto correlazione di un processo aleatorio bianco 

stazionario di densità spettrale di potenza pari a /2 è:

( ) ( )
2

nR


t  t=

( )
( )

rumore  bianco

2

i

ni

n t
S f







= 

( )
( ) ( )

2

non  bianco

 

2

u

nu

n t
S f H f







=
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Processi aleatori passa banda

Processi caratterizzati da:

( )   0fSx = tranne che su un intervallo di frequenze B
attorno ad una frequenza f0

0f0f−
f

( )fS x

B
Come per i segnali deterministici, anche per i processi passa 
banda si possono introdurre due processi in banda base:

xc(t) componente in fase

xs(t) componente in quadratura

tali che: ( )  ( )  ( ) ( )  ( )0 0cos 2 sin 2c sx t x t f t x t f t = −
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Proprietà dei processi xc(t) e xs(t).

- processi in banda base ( Sxc(f ) = Sxs(f )=0 tranne che su un

intervallo di frequenze B attorno a f = 0 )

- se {x(t)} è un processo stazionario, xc(t) e xs(t) sono 
congiuntamente stazionari:

( )  ( ) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

    indip.  da  

,

,

,

c c

s s

c s c s

c s

x x

x x

x x x x

E x t e E x t t

R t t R

R t t R

R t t R

t t

t t

t t

+ =

+ =

+ =
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Proprietà dei processi xc(t) e xs(t)

Hanno la medesima densità spettrale di potenza (e la 
stessa funzione di autocorrelazione). Risulta:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

ˆcos 2 sin 2  

ˆ cos 2 sin 2

c

s

x t  x t f t x t f t

x t x t f t x t f t

 

 

= +

= −

(ricordare)

( ) ( ) ( ) =+=+ tt txtxEttR ccxc
,

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )  tttt ++++++= ttxttxttxttxE 0000 sinˆcossinˆcos

( ) ( )  ( ) ( )( )

( ) ( )  ( ) ( )( )

( ) ( )  ( ) ( )( )

( ) ( )  ( ) ( )( )tt

tt

tt

tt

+++

++++

++++

+++=

tttxtxE

tttxtxE

tttxtxE

tttxtxE

00

00

00

00

sinsinˆˆ

cossinˆ

sincosˆ

coscos( )txR

( ) ( )tt xx RR =ˆ

( )txR̂

( )txR̂−
( ) ( ) ( ) ( )0 0

ˆcos 2 sin 2x xR f R ft  t t  t= +

Stesso per ( )txs
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Proprietà dei processi xc(t) e xs(t)

Con procedimento analogo

Densità spettrale di potenza:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
ˆcos 2 sin 2

c sx x x xR R R f R ft t t  t t  t= = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tttt 0x0xxx f2Rf2RFfSfS
sc

sinˆcos +==

( )  ( )fSRF xx =t

( ) ( )  ( ) ( )0x0x0x ffS
2

1
ffS

2

1
f2RF ++−=tt cos

( )  ( ) ( )fSfjRF xx sgnˆ −=t

( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )0x00x0

0x

ffS
2

1
ffffS

2

1
ff

f2RF

+++−−−=

=

sgnsgn

sinˆ tt

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
ˆ cos 2 sin 2

c sx x x xR R f R ft t  t t  t= −
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Densità spettrale di potenza

f

0f0f−

( )fS x

f

0f0f−

( ) ( )0 0

1 1

2 2
x xS f f S f f− + +

f

0f0f−

( ) ( )fSfj xsgn−
j+ j−

f

0f0f−

( ) ( ) 0
ˆ sin 2xF R ft  t

f

( ) ( )fSfS
sc xx ,
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Densità spettrale incrociata

In modo analogo: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tttt 00, 2sin2cosˆ fRfRFfS xxxx sc
−=

f

0f0f−

( )fS x

f

0f0f−

( ) ( )fSfj xsgn−
j+ j−

f

0f0f−

( ) ( ) tt 02cosˆ fRF x

f

( )fS
sc xx ,

f

0f0f−

( ) ( ) tt 02sin fRF x−
j jj− j−

jj j−j−

j
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Osservazioni

In conclusione:

( ) ( )
( ) ( )0 0      per   attorno a 0

0                                          altrimentic s

x x
x x

S f f S f f f f
S f S f

 − + + =
= = 



( )   dispari 
c sx xR t ( ) 00R

scxx =

( ) ( ) tx  e tx sc

Fissato un qualsiasi istante t, 

sono due var. aleatorie incorrelate

Se è simmetrica rispetto a f0 , attorno a f = 0( ) fS x

( ) ( )0x0x ffSffS −=+

( ) ( ) 0R0fS  
scsc xxxx  t

( ) ( ) tx  e  tx sc
sono due processi aleatori incorrelati

( ) ( ) 
( ) ( )0 0      per   attorno a 0

0                                                  altrimenti
c s c s

x x

x x x x

j S f f S f f f f
S f F R t

  − + − − =  = = 

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Esempio

f

0f0f−

( ) ( ) 0
ˆ cos 2xF R ft  t−

f

( )fS
sc xx ,

f

0f0f−

( ) ( ) 0sin 2xF R ft  t

f

0f0f−

( )fS x

j− j−

j j

f

0f0f−

( ) ( )fSfj xsgn−
j+

j−

j

j−

j

j−
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Riassunto

( )

( )
2

1

d

d

x

f

x

f

S f f

S f f

=

=

Potenza media portata dalle componenti spettrali nella banda 
infinitesima df

Potenza media portata dalle componenti spettrali nella banda tra 
f1 e f2

La densità di potenza di un processo aleatorio è una funzione della 
frequenza così definita:

( )
( )( )















=
→ T

fX
EfS

2
k

T

T
x lim

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2

T
k k j f t

T

T

X f x t e dt
+

−

−

= essendo

( ) ( )
2

2

1
lim ,

T

x x
TT

S f R t t dt
T

t
+

−→

 
= + 

 
FTeorema di Wiener-Khintchine:

Se il processo è stazionario: ( ) ( ) txx RfS F=
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Riassunto

Processi aleatori stazionari attraverso sistemi LTI

( ) ( )fHth ,

LTI( ) tx ( ) ty

( ) =tyE ( ) dy xm m h t t
+

−

= 

( ) ( ) ( ) tt +=+ tytxEttRxy , ( ) ( )tt hR x =( ) ( )dxR ht   
+

−

= −

( ) ( ) ( ) tt +=+ tytyEttRy , ( ) ( ) ( )ttt −= hhRx

( ) =fSy ( ) ( ) 2
fHfS x
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Riassunto

( )  ( )  ( ) ( )  ( )0 0cos 2 sin 2c sx t x t f t x t f t = −

Processi aleatori passa banda:

Se il processo è stazionario:
( )  ( ) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

    indip.  da  

,

,

,

c c

s s

c s c s

c s

x x

x x

x x x x

E x t e E x t t

R t t R

R t t R

R t t R

t t

t t

t t

+ =

+ =

+ =

( ) ( )
( ) ( )0 0      per attorno a 0

0                                          altrimentic s

x x
x x

S f f S f f f    f
S f S f

 − + + =
= = 



( ) ( ) 
( ) ( )0 0      per attorno  a 0

0                                                  altrimenti
c s c s

x x

x x x x

j S f f S f f f    f
S f F R t

  − + − − =  = = 


( ) ( ) ( ) =+=+ tt txtxEttR ccxc
,

( ) ( ) ( ) ( )0 0
ˆcos 2 sin 2x xR f R ft  t t  t+

( ) ( ) ( ) =+=+ tt txtxEttR ssxs
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
ˆsin 2 cos 2

c sx x x xR R f R ft t  t t  t= −
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Esercizio

Si consideri un rumore bianco di densità spettrale di potenza pari a 

/2=10-6 W/Hz.

Si filtri il rumore con un filtro LTI con risposta impulsiva

Determinare la potenza del rumore in uscita al filtro (suggerimento: si 

consiglia di operare nel dominio del tempo). 

Soluzione

Si determini l'autocorrelazione d'insieme

La correlazione produce un triangolo di altezza unitaria che si estende tra 

t=-1 e t=1 .

Pertanto la potenza di rumore in uscita è 

( )
1

rect
2

h t t
 

= − 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yR
2 2

h h h h
 

t  t t t t t=   − =  −

( ) 61P R 0= 0
2

y y W
 −= =
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Esercizio

Si consideri un processo aleatorio stazionario, {x(t)}, avente spettro di 

potenza:

Si ipotizzi che la funzione di densità di probabilità (PDF), px, della variabile 

aleatoria x(t), che si ottiene fissando l’istante t, sia di tipo gaussiano. 

Determinare l’espressione della px. 

( )
11 6 6

8
10 1 48 10 52 10

10

0 altrimenti

x

f
f

S f

−
  

−      
=   




( ) ( )2 11 6 5d 10 1 0.48 1 0.52 4 10 4 10   WX xS f f


− −

−

= = − + −  = 

( )
2

22

1
exp

22
x

xx

x
p x



 
= − 

 


