
1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

1 Geometria non-euclidea

I tentativi di �dimostrare� il cosiddetto quinto postulato di Euclide a partire dagli altri postulati, considerati
più evidenti, non hanno permesso di arrivare a questo, ma hanno portato, nell'800, alla nascita delle geometrie
non-Euclidee (Gauss, Bolyai, Lobachevski, Klein).

Gauss, Bolyai, Lobachevski e Klein

Il quinto postulato si può enunciare nel seguente modo: Data una retta r ed un punto P fuori da essa, per
il punto P passa una ed una sola retta parallela ad r (possiamo dare al termine parallelo il signi�cato di che
incontra r solo all'in�nito, in un punto improprio).

P

r

Questo postulato è risultato indipendente dagli altri, nel senso che si possono costruire geometrie �piane� (cioè
in 2 dimensioni) in cui valgono tutti gli altri enunciati originali di Euclide, ma il quinto postulato è diverso:

1. Per P esterno ad r non passa nessuna parallela

2. Per P esterno ad r passano due (o addirittura in�nite) rette parallele (o non secanti)

Nel caso 1, inoltre, la somma degli angoli interni di un triangolo è > 180◦, nel caso 2 è < 180◦.

Per costruire un �modello� di queste geometrie dobbiamo de�nire in modo opportuno punti, rette, ecc.

Per il caso 1 (geometria ellittica piana) possiamo de�nire come punto la coppia di punti diametralmente
opposti (P, P ′), e per retta un cerchio massimo passante per P e P ′. Vediamo che per due punti (P, P ′) e
(Q,Q′) passa una retta r e che per un punto (T, T ′) esterno ad r non passa alcuna parallela ad r in quanto
tutte le rette per (T, T ′) intersecano r in un punto.

De�nito sulla sfera un triangolo con i la ti formati da archi di cerchi massimi, la somma degli angoli α+ β + γ
è sempre > π, tanto che l'area S, se la sfera ha raggio R, si può esprimere come S = R2(α + β + γ − π). Se
S → 0 (mantenendo R �ssato) si vede che (α+β+ γ)→ π. Se il triangolo sferico è molto più piccolo del raggio
R, la sua di�erenza da un triangolo piano tende a scomparire.
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1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

Per costruire un modello della geometria ellittica piana siamo ricorsi all'uso di una sfera (super�cie bidimen-
sionale, che indicheremo con S2) immersa (embedded) in uno spazio euclideo tridimensionale E3.

Notiamo ancora che per poter rappresentare il postulato V 1) abbiamo dovuto ricorrere ad una super�cie che
de�niamo curva, cioè la sfera. Questa �curvatura� deve essere inoltre costante in tutto il �piano� perchè gli altri
postulati descrivono lo spazio come omogeneo, e se la curvatura variasse questa proprietà verrebbe meno.

Con la geometria analitica, Descartes ha mostrato che, identi�cando i punti con coppie di numeri reali e de�nendo
la distanza tra due punti (x1, y1) e (x2, y2) come d =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 tutti i postulati di euclide si

riducono a teoremi sui numeri reali. Risulta quindi essenziale la de�nizione di punto e distanza per descrivere
una geometria.

A

B

R

S

Analogamente a quanto fatto per il postulato V 1), si può de�nire un modello per il postulato V 2), detto
geometria iperbolica piana (H2).

Il piano �iperbolico� non può venir immerso completamente nello spazio euclideo 3-D come quello ellittico
(capiremo più avanti il perchè). Si possono però fare dei modelli limitati, come il cerchio di Klein (1870):
de�niamo come punti quelli interni alla circonferenza di raggio 1. Le rette sono le corde della circonferenza. I
punti di questa sono punti impropri. Una retta è parallela ad un altra se ha in comune con la prima un punto
improprio. Vedo allora che per P passano 2 rette parallele ad una retta data, ed esistono in�nite rette per P
non secanti. La distanza tra due punti A e B (vedi �gura) è data dall'espressione

d(AB) =
1

2
log

RA · SB
RB · SA

vedo che d(AB)→∞ se uno dei due punti tende alla circonferenza (ai punti R o S).

Una rappresentazione parziale diH2 �immersa� in uno spazio euclideo 3-DE3 è data dalla cosiddetta pseudosfera,
che ha la forma di una tromba. Questa super�cie ha una curvatura costante, come la sfera, ma negativa (capiremo
più avanti il signi�cato dell'espressione curvatura negativa).
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1.1 Curva piana 1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

Per comprendere meglio il signi�cato di curvatura occorre riprendere ad approfondire alcuni concetti di geometria
di�erenziale, legati direttamente al modo di esprimere la distanza tra punti, un concetto essenziale per descrivere
la geometria di una super�cie, anche se di questa super�cie non è possibile dare una rappresentazione intuitiva
nello spazio 3-D euclideo E3. Questo serve poi da generalizzazione per passare da super�ci 2-D a spazi a 3 o
più dimensioni.

1.1 Curva piana

Si può parametrizzare una curva piana nel modo seguente: x(t) =
(
x1(t), x2(t)

)
dove t è un parametro, non

necessariamente il tempo; il vettore tangente (velocità) è dx
dt . Possiamo de�nire l'ascissa curvilinea s:

O ≡ x(t = 0) P ≡ x(t) ds = |dx| =
∣∣∣∣dxdt

∣∣∣∣dt → s =

∫ t

0

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣dt = s(t)

Se allora passo dal parametro t al parametro s, noto che dx
ds = ẋ(s) ha modulo 1: è il versore tangente t̂(s).

Poichè |ẋ(s)| = |t̂(s)| = 1, abbiamo t̂ · t̂ = 1 e, derivando, segue 2t̂ · ˙̂t = 0, cioè t̂⊥ ˙̂t. (nota: ˙̂t(s) non è un versore!)

Chiamati κ(s) = | ˙̂t(s)| e n̂(s) =
˙̂t(s)

| ˙̂t(s)|
segue che ˙̂t(s) = κ(s) · n̂

∆t̂ = t̂(s+ ∆s)− t̂(s) |∆t̂| = 2|t̂|sin∆θ

2
∼ ∆θ ∆s ' ρ∆θ →

∣∣∣∣∆t̂∆s

∣∣∣∣ ' ∆θ

ρ∆θ
=

1

ρ

Quindi

dt̂
ds

= κn̂ =
1

ρ
n̂

{
κ : curvatura
ρ : raggio di curvatura

Misurando θ rispetto ad una direzione �ssata (ad esempio l'asse x)

∆s = ρ∆θ =
∆θ

κ
→ κ =

∣∣∣∣dθds
∣∣∣∣
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1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA 1.2 Super�ci

Abbiamo de�nito κ come > 0. Così facendo, però, in un �esso ho una discontinuità in n̂. Per evitare questo,
de�nita una s sulla curva, resta de�nito anche t̂ e posso de�nire n̂ come rotazione di t̂ di 90◦ in senso positivo

(coerente con O, x1, x2). Poichè t̂⊥ ˙̂t abbiamo ancora ˙̂t = κn̂, ma ora possiamo avere anche κ < 0. A seconda
del segno la curva sta a sinistra o a destra di t̂; nel �esso n̂ non cambia ma κ cambia segno e ora risulta

κ =
dθ(s)
ds

(e non in valore assoluto).

k k

1.2 Super�ci

Per essere precisi, più che di super�ci, parleremo di elementi di super�cie, poichè ci interessano le proprietà
locali.

Anche in questo caso ricorriamo ad una rappresentazione parametrica: si considera una funzione biunivoca
x : D ⊆ R2 → R3 (lavoriamo in uno spazio tridimensionale euclideo E3).

P’

u
0

v
0
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1.3 La prima forma fondamentale 1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

De�niamo x(u, v) ≡
(
x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)

)
. Se la super�cie è del tipo z = f(x, y) la parametrizzazione

diventa x(u, v) =
(
u, v, f(u, v)

)
.

Si parla di super�cie regolare (smooth) se, de�niti i vettori,

xu(u, v) =
∂x

∂u
=

(
∂x1

∂u
,
∂x2

∂u
,
∂x3

∂u

)
xv(u, v) =

∂x

∂v
=

(
∂x1

∂v
,
∂x2

∂v
,
∂x3

∂v

)
allora è ovunque (entro il dominio) xu × xv 6= 0 (prodotto vettoriale).

Fissato v = v0 e facendo variare u in prossimità di un punto P ′ (→ P sull'elemento di super�cie M) ho una
curva su M di cui xu è un vettore tangente. Analogamente anche xv è tangente, e i due de�niscono il piano
tangente in P .

Si può allora de�nire un versore normale N̂ normale alla super�cie

N̂ =
xu × xv
|xu × xv|

e si ha che N̂ , xu, xv formano un triedro.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: sfera (in coordinate geogra�che)

Si può descrivere la super�cie della sfera, usando la variabile u per la longitudine (−π ≤ u ≤ π) e la variable
v per la latitudine (−π2 ≤ v ≤ π

2 ), nel seguente modo (più comunemente si usa la colatitudine, π
2 − v):

x(u, v) =
(
R cosu cosv,R sinu cosv,R sinv

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Poichè in un intorno di un punto P su M (e di un corrispondente punto P ′ ∈ D) la corrispondenza è biunivoca,
posso pensare che u e v formino sull'intorno di P un sistema di coordinate curvilinee (ad esempio paralleli e
meridiani su una sfera).

Se u = u(t), v = v(t) è una curva in D per P ′(u0, v0) allora r(t) = x
(
u(t), v(t)

)
è una curva su M per x(u0, v0).

Il vettore �velocità� ṙ = dr
dt sarà

dr
dt

= ṙ =
∂x

∂u

du
dt

+
∂x

∂v

dv
dt

→ ṙ = xu
du
dt

+ xv
dv
dt

P’

u
0

v
0

Il vettore ṙ è tangente anche a M ed è quindi contenuto nel piano tangente. Ogni vettore appartenente al
piano tangente in P è combinazione lineare di xu e xv (in x(u0, v0)); viceversa ogni combinazione linerare
v = axu(u0, v0) + bxv(u0, v0) è il vettore �velocità� di una curva su M . I vettori xu e xv formano una base nel
piano tangente.

1.3 La prima forma fondamentale

Se r(t) = x
(
u(t), v(t)

)
, con a ≤ t ≤ b, è una curva su una super�cie, e se s = s(t) è la lunghezza d'arco (ascissa

curvilinea) lungo r, da r(a) a r(b), allora la lunghezza totale L di questa curva si ottiene integrando ds
dt =

∣∣dr
dt

∣∣
sull'intervallo [a, b]:

L ≡ s(b) =

∫ b

a

∣∣dr
dt

∣∣dt
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1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA 1.3 La prima forma fondamentale

ma poichè ṙ = xu · u̇+ xv · v̇ (con u̇ = du
dt e v̇ = dv

dt )(
ds
dt

)2

=

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣2 = ṙ · ṙ = (xuu̇+ xv v̇) · (xuu̇+ xv v̇) = u̇2(xu · xu) + 2u̇v̇(xu · xv) + v̇2(xv · xv)

Poniamo ora E ≡ xu · xu, F ≡ xu · xv, G ≡ xv · xv; (E = E(u, v, )...) e otteniamo:(
ds
dt

)2

= Eu̇2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇2

L =

∫ b

a

[
E

(
du
dt

)2

+ 2F
du
dt

dv
dt

+G

(
dv
dt

)2] 1
2

dt

che si abbrevia scrivendo

L =

∫
r

ds =

∫
r

[
Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

] 1
2

o, in forma di�erenziale,

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

Questa è la prima forma fondamentale o forma metrica di una super�cie.

Come vedremo, la forma metrica determina completamente la geometria intrinseca della super�cie, inclusa
la sua curvatura. Parlando di geometria intrinseca intendiamo riferirci a quelle proprietà geometriche che
possono essere valutate attraverso misure (ad esempio distanze, ma non solo) condotte rimanendo entro la
super�cie, senza �uscire� da essa (senza, cioè, esaminare la super�cie bidimensionale entro uno spazio euclideo
tridimensionale). La possibilità di de�nire proprietà intrinseche è essenziale; infatti, se passando da 2 a 3
dimensioni, vogliamo comprendere la geometria dello spazio che de�nisce il nostro Universo, non possiamo certo
osservarlo �dall'esterno�!

N.B.: Per la corrispondenza biunivoca tra il dominio D ∈ R2 e l'elemento di super�cie M , le curve u = cost e
v = cost formano una griglia sulla super�cie, ed E, F , e G posso pensarle come funzioni de�nite sulla super�cie
(quindi intrinseche). Posso pensare che gli abitanti bidimensionali della super�cie facciano varie misure di
distanze tra punti della super�cie stessa per scoprire che forma abbiano le tre funzioni E, F e G, espresse in
funzione della griglia di coordinate curvilinee, magari facendo delle ipotesi sulla loro possibile forma e cercando
la soluzione migliore.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: il piano

x(u, v) = (u, v, 0) è il piano z = 0 in E3 con x = u e y = v come coordinate cartesiane.

xu = (1, 0, 0), xv = (0, 1, 0), E = xu · xu = 1, F = xv · xu = 0, G = xv · xv = 1;

ds2 = du2 + dv2 = dx2 + dy2 (teorema di Pitagora)

L =

∫ b

a

[(
du
dt

)2

+

(
dv
dt

)2] 1
2

dt

e se la curva può essere rappresentata come y = f(x), detto x = t e y = f(x) si ottiene

L =

∫ b

a

[
1 + f ′(x)2

] 1
2 dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: la sfera in coordinate geogra�che:

x(u, v) = (R cosu cosv,R sinu cosv,R sinv)

xu = (−R sinu cosv,R cosu cosv, 0)

xv = (−R cosu sinv,−R sinu sinv,R cosv)
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1.3 La prima forma fondamentale 1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

E = xu · xu = R2 cos2v sin2u+R2 cos2v cos2u = R2 cos2v

G = xv · xv = R2 sin2v cos2u+R2 sin2v sin2u+R2 cos2v = R2

F = xu · xv = R2 cosv cosu sinv sinu−R2 cosu cosv sinu sinv = 0

ds2 = R
2

cos2vdu2 +R2dv2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Se v = axu + bxv, w = cxu + dxv, con a, b, c, d ∈ R, sono due vettori tangenti alla super�cie M , allora
v · w = (axu + bxv) · (cxu + dxv) = acE + adF + bcF + bdG che si può scrivere in forma matriciale

(a, b)
(
E F
F G

)(
c
d

)
in cui

(
E F
F G

)
è la matrice della prima forma fondamentale

Quindi la conoscenza della prima forma fondamentale permette di calcolare prodotti scalari su M , e quindi non
solo lunghezze ma anche angoli.

Ricordiamo che, essendo xu × xv perpendicolare al piano tangente alla super�cie, il versore N̂ = xu×xv
|xu×xv| è

perpendicolare alla super�cie.

Identità di Lagrange (importante): |xu×xv|2 = (xu ·xu)(xv ·xv)−(xu ·xv)2 = EG−F 2 = det

(
E F
F G

)
Dimostrazione: ricordiamo che

|xu × xv| = |xu||xv| sinθ
xu · xv = |xu||xv| cosθ

da cui ( ricordando che sin2 θ = 1−cos2 θ) |xu×xv|2 = |xu|2|xv|2 sin2θ = (xu ·xu)(xv ·xv)−(xu ·xv)2 C.V.D

Dalla condizione che la super�cie sia regolare segue che EG− F 2 6= 0

A questo punto facciamo un cambiamento nella simbologia usata; come vedremo questo porterà ad una notevole
sempli�cazione delle formule.

Chiamiamo g11 ≡ E g12 = g21 ≡ F g22 ≡ G x1 ≡ xu x2 ≡ xv
e scriviamo u1 ≡ u u2 ≡ v (dove gli apici 1 e 2 sono indici alti e non esponenti).

Avremo allora gij = xi · xj (i, j = 1, 2) e la matrice della forma metrica sarà:(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
E F
F G

)

Ricordiamo che gij = gij(u, v) = gij(u
1, u2).

Detto g ≡ det(gij) = EG− F 2, allora (dall'identità di Lagrange) |x1 × x2|2 = g.

Nella nuova notazione la I forma fondamentale si può allora scrivere:

ds2 = g11(du1)2 + 2g12du
1du2 + g22(du2)2 =

∑
i,j

gijdu
iduj

Abbiamo usato 2g12 = g12 + g21 poichè g12 = g21; capiremo inoltre presto perchè scriviamo ui anzichè ui.

Un vettore, tangente in P ad M , v = ax1 + bx2 si potrà scrivere come v = v1x1 + v2x2 =
∑
i v
ixi (si nota che

i è una variabile �muta�, ed ogni altra lettera può essere usata al suo posto.)

Se v =
∑
i v
ixi e w =

∑
j w

jxj sono due vettori tangenti ad M nello stesso punto P , allora

v · w =
∑
i,j

(vixi) · (wjxj) =
∑
i,j

viwjxi · xj =
∑
i,j

gijv
iwj

I vettori v e w sono ortogonali se e solo se
∑
i,j gijv

iwj = 0.
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1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA 1.3 La prima forma fondamentale

De�niamo come gij gli elementi della matrice inversa di (gij), tali cioè che(
g11 g12

g21 g22

)(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
1 0
0 1

)
che in forma compatta si può scrivere ∑

j

gijg
jk = δki

dove δki (δ di Kronecker) è de�nita come

δki =

{
1 i = k
0 i 6= k

Ricordando che l'inversa di una matrice ha come elementi i complementi algebrici divisi per il determinante
della matrice di partenza, si ha:

g11 =
g22

g
g12 = g21 = −g21

g
g22 =

g11

g

Vedremo ora che la prima forma fondamentale non solo permette di misurare distanze e angoli, ma anche aree.

Sia x : D → E3 una super�cie in E3 e sia Ω ∈ D una regione del dominio in cui x è biunivoca. Per trovare
l'area di x(Ω) suddividiamo Ω in elementi rettangolari per mezzo di linee parallele agli assi u1 e u2.

Ad un'areola di Ω di lati ∆u1 e ∆u2 corrisponde approssimativamente un pezzo di super�cie a forma di par-
allelogramma, con lati paralleli ai vettori x1 e x2. Questi lati avranno lunghezze date da ∆l1 ' |x1|∆u1 e
∆l2 ' |x2|∆u2 (Ricordiamo che x1 = ∂x

∂u1 , da cui ∆x1 = ∂x
∂u1 ∆u1)

L'areola sarà data da:

∆A = |x1|∆u1 · |x2|∆u2sinθ = |x1 × x2|∆u1∆u2 =
√
g∆u1∆u2

dove θ è l'angolo tra x1 e x2 e g = det(gij) come visto sopra.

Sommando su tutti gli elementi di area in cui è suddiviso Ω e passando al limite ∆ui → 0 si ha che l'area di
x(Ω) è:

A =

∫∫
Ω

√
g du1du2

Osserviamo che, lavorando in due dimensioni, la misura di un insieme è proprio l'area; se lavoriamo in tre
dimensioni, sarà un volume, ed un volume n-dimensionale in n dimensioni. In tutti i casi, anche se qui non lo
mostriamo, la misura si ottiene integrando

√
g, dove g è il determinante della metrica n-dimensionale. Questo

vale negli spazi (manifolds) di tipo cosiddetto Riemanniano, in cui il ds2 > 0. Negli spazi detti pseudo-
Riemanniani, in cui il ds2 può essere positivo, negativo o nullo (come ad esempio lo spazio-tempo di Minkowski
della Relatività Speciale), alcuni elementi del tensor metrico possono essere negativi; potendo on questo caso
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1.3 La prima forma fondamentale 1 GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

risultare (e così è per lo spazio-tempo) g < 0, si userà in generale il modulo di g, e si scriverà
√
|g|.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: sfera in coordinate geogra�che:

ds2 = R2 cos2v du2 +R2 dv2 −π ≤ u ≤ π
−π/2 ≤ v ≤ π/2

gij =

(
R2cos2v 0

0 R2

)
g = R4 cos2v → √

g = R2 cosv

A =

∫ π/2

−π/2

(∫ π

−π
R2 cosv du

)
dv = 2πR2

∫ π/2

−π/2
cosv dv = 4πR2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: area del toro:

x(u, v) =
[

(R+ r cosu) cosv, (R+ r cosu) sinv, r sinu
] √

g = r (R+ r cosu)

0 ≤ v ≤ 2π 0 ≤ u ≤ 2π 0 < r < R

S =

∫ 2π

0

[∫ 2π

0

r (R+ r cosu) du

]
dv = 2πr

[∫ 2π

0

R du+

∫ 2π

0

r cosudu

]
=

= 2πr

[
2πR+ r

∫ 2π

0

cosudu

]
= 4π2Rr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2 TENSORI

2 Tensori

Perchè abbiamo scritto cose come gij e dui e duj? Perchè abbiamo a che fare con grandezze tensoriali, grandezze
le cui proprietà sono legate al modo di trasformarsi cambiando sistema di riferimento.

Se passo dal sistema ui (i = 1, 2, ...) → u′j(j = 1, 2, ...) sarà (per mezzo dei ... comincio a far vedere come si
può generalizzare a più di due dimensioni)

du′j =
∑
i

∂u′j

∂ui
dui (i, j = 1, 2, ...)

Ogni grandezza V j che si trasforma con la regola

V ′j =
∑
i

∂u′j

∂ui
V i

è un tensore controvariante, quindi anche dui, o ui, è un tensore controvariante. Un vettore è un tensore di
ordine 1. Una grandezza scalare, invece, il cui valore non muta in un dato punto anche se cambia il sistema di
coordinate, è un tensore di ordine 0.

Consideriamo ora il gradiente di un campo scalare Φ(ui) = Φ(u′j). Avremo:

∂Φ

∂u′j
=
∑
i

∂Φ

∂ui
· ∂u

i

∂u′j
=
∑
i

∂ui

∂u′j
· ∂Φ

∂ui

Vediamo che il gradiente di Φ si trasforma in modo diverso da dui! Si dice che ∂Φ
∂ui è un vettore covariante, e

spesso si scrive ∂iΦ anzichè ∂Φ
∂ui , con l'indice scritto in basso. Si sottintende la somma sugli indici alti e bassi

uguali e ripetuti (convenzione di Einstein), per cui scriviamo semplicemente:

V ′j =
∂u′j

∂ui
V i e

∂Φ

∂u′j
=

∂ui

∂u′j
∂Φ

∂ui

La grandezza ds2 = gijduiduj (sottintendendo il segno di sommatoria su i e j) è la lunghezza, al quadrato, di
un segmento, e quindi non dipende dal sistema di riferimento usato (è uno scalare). In due sistemi diversi sarà
quindi

ds2 = g′kldu
′kdu′l = gijdu

iduj = gij
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
du′kdu′l

poiche' dui =
∂ui

∂u′k
du′k e duj =

∂uj

∂u′l
du′l

Abbiamo quindi g′kl =
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
gij

cioè il tensore metrico è un tensore covariante di rango 2.

Il tensore gij è invece controvariante (di rango 2).

Abbiamo visto che gijgjk = δki (sottintendo anche qui la sommatoria sull'indice ripetuto j). δki è un tensore
misto di rango 2; infatti:

δki ·
∂u′l

∂uk
· ∂u

i

∂u′m
=
∂u′l

∂uk
· ∂u

k

∂u′m
=

∂u′l

∂u′m
= δlm

(a parte gli scalari e lo zero, δki è il solo tensore che mantiene le stesse componenti in tutti i sistemi di coordinate).

Abbiamo visto che il prodotto scalare v · w si ottiene come v · w = gijv
iwj .

Se moltiplichiamo due tensori otteniamo ancora un tensore: Aij · Ck = Dk
ij .

Se contraiamo un tensore, avremo ancora un tensore: T jkmj = Bkm.

13



2 TENSORI

Siano Di e Dj le componenti covariante e controvariante di uno stesso vettore (tensore). Prendiamo un vettore
generico Cj tale che sia

Di = gijC
j / ·Di → DiD

i = gijC
jDi

Eseguendo questo prodotto scalare otteniamo, a sinistra, uno scalare che dipende dal vettore D, mentre a
destra abbiamo una dipendenza da C e da D; essendo le due cose uguali necessariamente sarà C ≡ D, cioè
Di = gijD

j . Possiamo arrivarci anche in un altro modo. Abbiamo visto che un vettore v si può scrivere come
v = vixi, usando le sue componenti controvarianti; de�niamo allora come componenti covarianti vk le quantità

vk ≡ v · xk = vixi · xk = vigik = gikv
i = gkiv

i

Analogamente Dj = gijDi. Vedo allora che il tensore metrico serve a trasformare le componenti
controvarianti in covarianti (e viceversa).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: vettori nel piano in coordinate polari

u1 ≡ r ds2 = dr2 + r2dθ2 gij =
( 1 0

0 r2

)
g = r2 → √

g = r

u2 ≡ θ gij =
( 1 0

0 1
r2

)

dati Ai = (5, 9) e Bi = (3, 7) abbiamo AiBi = A1B
1 +A2B

2 = 5 · 3 + 9 · 7 = 78

Ai = gijAj → A1 = g11A1 + g12A2 = 1 · 5 + 0 · 9 = 5

→ A2 = g21A1 + g22A2 = 0 · 5 + 1/r2 · 9 = 9/r2

Bi = gijB
j → B1 = g11B

1 + g12B
2 = 1 · 3 + 0 · 7 = 3

→ B2 = g21B
1 + g22B

2 = 0 · 3 + r2 · 7 = 7r2

quindi AiBi = A1B1 +A2B2 = 5 · 3 + 9/r2 · 7r2 = 78 = AiB
i

Cioè AiBi = gijA
iBj = gijAjBi = AiB

i è invariante

N.B.: Abbiamo che dS =
√
gdu1du2 → r drdθ è l'elemento di super�cie.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Non è facile rappresentare le componenti covarianti e controvarianti di un vettore in generale, ma si può dare
una descrizione gra�ca in qualche caso particolare, ad esempio nel caso di coordinate rettilinee. Consideriamo,
nel piano, un sistema di coordinate rettilinee non ortogonali Oxy. Siano x̄i i vettori di base. Se scriviamo il
vettore Ā come A = Aix̄i, vedo che le Ai altro non sono che le usuali componenti di un vettore, tali che i vettori
componenti, di modulo Ai e con direzione e verso dati da x̄i, si sommano con la regola del parallelogramma per
dare il vettore Ā. Le componenti controvarianti corrispondono alle proiezioni parallele agli assi.

14



2 TENSORI 2.1 Concetto di curvatura di una super�cie

A
2 2

x

A

componenti
covarianti

A

A
1 1

x

x

y

componenti
controvarianti

y

x

A
1

1
x

A
2

2
x

Se invece vado a scrivere, come già fatto sopra, per le componenti covarianti, Ai = Ā · x̄i, vedo che esse cor-
rispondono alla proiezione di Ā lungo la direzione x̄i e sono quindi rappresentate dalle proiezioni perpendicolari
agli assi.

Da quanto detto vediamo che, se il sistema di riferimento è rettilineo e ortogonale, non essendoci allora di�erenza
tra proiezioni parallele e perpendicolari, le componenti covarianti e controvarianti del vettore (e, in generale,
dei tensori) coincidono.

Non ogni grandezza con indici è necessariamente un tensore; ad esempio la connessione a�ne Γijk come vedremo
non lo è, poichè non si trasforma come un tensore.

Possiamo trarre una conclusione importante: ogni equazione sarà invariante rispetto ad una trasfor-
mazione generale di coordinate se è espressa come uguaglianza tra due tensori con gli stessi indici
alti e bassi:

Aαβγ = Bαβγ → A
′α
βγ = B

′α
βγ se Aαβγ e Bαβγ sono tensori.

Poichè anche lo zero è un tensore di qualunque ordine (basta pensare che comunque si trasforma nello zero),
una relazione del tipo Aαβγ = 0 varrà in ogni sistema di riferimento.

Invece una uguaglianza tra grandezze che non sono entrambe tensori con gli stessi indici alti e bassi (ad esempio
Tµν = 5; V i = Bi) può valere in qualche sistema, ma non in generale.

2.1 Concetto di curvatura di una super�cie

Vediamo come si può estendere il concetto di curvatura ad una super�cie. Consideriamo quindi un punto P su
una super�cie, e sia n̂ il versore normale alla super�cie in P . Se v è un vettore tangente in P alla super�cie, v
e n̂ de�niscono un piano che taglia la super�cie lungo una curva, che avrà in P un certo raggio di curvatura.
La curvatura in P sarà data da k = ± 1

R , dove il segno è preso positivo o negativo a seconda del fatto che il
centro di curvatura C stia, rispetto a P , dallo stesso lato di n̂ oppure da quello opposto (si può anche adottare
la scelta opposta; come vedremo le cose non cambiano).
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2.1 Concetto di curvatura di una super�cie 2 TENSORI

R= k=0¥

k= R-1/

k =1/R     k =01 2

R

Nel caso del cilindro si vede che ci sono 2 direzioni, perpendicolari tra loro, alla quali corrispondono il massimo
e il minimo valore (k1 e k2) di k, che sono le cosiddette curvature principali. Questo vale in generale, per tutte
le super�ci regolari.

Si de�nisce curvatura di Gauss K il prodotto k1 ·k2. Da questo vediamo che K non dipende dalla convenzione
adottata per i segni di k.

Per il piano abbiamo K = 0, per la sfera K = 1/R2, per il cilindro K = 0 come per il piano! Anche se
questo può apparire a prima vista strano, il realtà ri�ette il fatto che tagliando un cilindro retto lungo un
segmento parallelo all'asse, esso si può distendere su di un piano senza deformarlo e senza cambiare lunghezze
e angoli delle �gure tracciate su di esso. La geometria di un cilindro è localmente indistinguibile da quella di un
piano per quanto concerne misure di angoli, lunghezze, aree, cioè tutte quelle proprietà che si possono misurare
muovendosi unicamente lungo la sua super�cie. Globalmente, però, piano e cilindro sono distinguibili: un insetto
che si muove lungo una sezione circolare (perpendicolare all'asse) senza deviare nè a destra nè a sinistra, �nirà
col ritornare sui suoi passi, cosa che sul piano non accade. Anche un cono circolare retto ha K = 0

Un esempio di super�cie con K < 0 è dato da un paraboloide iperbolico (in generale da una super�cie fatta a
forma di sella) z = x2 − y2: i due centri di curvatura si trovano da parti opposte rispetto a P e quindi si ha
K < 0.

In generale una super�cie avrà K > 0 se, rispetto al piano tangente in P , sta �tutta da una parte� (almeno
localmente), mentre sarà K < 0 se la super�cie sta da entrambe le parti rispetto al piano tangente in P .

Per un toro abbiamo la zona esterna con K > 0, quella interna con K < 0, separate da una circonferenza sopra
e sotto con curvatura nulla.

Vediamo di capire perchè nell'intorno di un punto P sono de�nite due curvature principali, in due direzioni tra
loro perpendicolari. Nell'intorno di un punto P , rispetto al piano tangente π ed alla normale, sarà (sviluppando
in serie di Taylor)

16



2 TENSORI 2.1 Concetto di curvatura di una super�cie

z = f(x, y) P ≡ origine

z =
∂f

∂x

∣∣∣∣
P

x+
∂f

∂y

∣∣∣∣
P

y +
1

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
P

x2 +
1

2

∂2f

∂y2

∣∣∣∣
P

y2 +
∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
P

x · y +O(3)

=
1

2

[
∂2f

∂x2

∣∣∣∣
P

x2 +
∂2f

∂y2

∣∣∣∣
P

y2 + 2
∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
P

x · y
]

+O(3)

che è del tipo

z =
1

2

[
ax2 + 2bxy + cy2

]
che rappresenta una conica per un dato valore di z �ssato. In generale avremo:

(ac− b2) > 0 ⇒ ellisse

(ac− b2) = 0 ⇒ parabola

(ac− b2) < 0 ⇒ iperbole

Nel caso di un ellisse le curve di livello z = cost descriveranno un insieme di ellissi con lo stesso centro nell'origine.
In corrispondenza dell'asse maggiore e minore di queste ellissi avremo i raggi massimi e minimi di curvatura
della super�cie nell'intorno di P. Vediamo qui come le direzioni di massima e minima curvatura siano tra loro
perpendicolari.

Nel caso iperbolico la super�cie avrà la forma di una sella; anche qui avrò due direzioni perpendicolari in cui la
curvatura sarà massima e minima (e di segno opposto).

Nel caso parabolico avremo una direzione in cui la curvatura é nulla.

Se faccio una rotazione di assi nel piano tangente e faccio coincidere gli assi x e y con gli assi principali delle
coniche allora potrò scrivere la super�cie z = f(x, y) nella forma più semplice

z = a′x2 + b′y2 +O(3)

dove a′ e b′ saranno legati ai raggi estremi di curvatura. Vediamo come.

Se mi muovo sul piano y = 0, ed approssimo la sezione della super�cie con un arco di cerchio in un intorno di
P, avrò

{
z = ρ1 − ρ1cosθ = ρ1(1− cosθ) ' ρ1[1− (1− θ2/2 + ...)]
x = ρ1sinθ ' ρ1θ

17



2.1 Concetto di curvatura di una super�cie 2 TENSORI

da cui

z ∼ ρ1
θ2

2
∼ ρ1

2

( x
ρ1

)2 ∼ x2

2ρ1

Analogamente nel piano zy, per cui in un intorno di P , scelto opportunamente il sistema di riferimento, posso
porre

z = f(x, y) =
x2

2ρ1
+

y2

2ρ2
=
k1x

2

2
+
k2y

2

2

Si potrebbe de�nire la curvatura di una super�cie anche in altri modi, ad esempio K ′ = k1 + k2. In questo caso
piano e cilindro sarebbero diversi anche localmente. Ma il grosso vantaggio della curvatura di Gauss risiede nel
fatto che essa, come vedremo, si può determinare ricorrendo a sole misure condotte sulla super�cie, senza la
necessità di �vedere� la super�cie in 3 dimensioni (come invece accadrebbe per K ′ = k1 + k2).

La curvatura di Gauss è una proprietà intrinseca della super�cie, e si può determinare conoscendo il tensore
metrico gij (i, j = 1, 2). Questo è il risultato del cosiddetto Theorema Egregium, come ebbe a chiamarlo
lo stesso Gauss.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: il pianeta misterioso

Per farci un'idea intuitiva di come questo sia possibile consideriamo questo esempio: supponiamo di aver
misurato, sulla super�cie di un corpo celeste su cui siamo stati trasportati bendati (quindi senza averlo visto
dallo spazio!) le distanze tra 4 località P1, P2P3P4 come mostrato in �gura. Dati i 6 valori dei segmenti, posso
dire se la super�cie del pianeta è piatta oppure no?

d12 = 780km d13 = 1498km d14 = 1112km d23 = 735km d24 = 960km d34 = 813km

Usiamo il teorema di Carnot: d2
13 = d2

12 + d2
23 − 2d12d23cosα3 da cui

cosα3 =
d2

12 + d2
23 − d2

13

2d12d23

Analogamente

cosα4 =
d2

12 + d2
24 − d2

14

2d12d24

Coordinate dei punti: P1 = (0, 0) ; P2 = (d12, 0) ;

P3 = (d12 + d23cos(π − α3), d23sin(π − α3) = (d12 − d23cosα3, d23sinα3) ; P4 = (d12 − d24cosα4, d24sinα4).

d2
34 = [d12 − d23cosα3 − d12 + d24cosα4]2 + [d23sinα3 − d24sinα4]2 = d2

23 + d2
24 − 2d23d24cos(α3 − α4)

cioè otteniamo d34 = 1147.6 se la terra è piatta, 6= 813 misurato.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2 TENSORI 2.2 Geodetiche

2.2 Geodetiche

Si r(s) =
(
ui(s)

)
, con a ≤ s ≤ b, una curva su una super�cie, con s ascissa curvilinea, tra due punti P1 e P2

(P1 = r(a); P2 = r(b)). Diciamo che detta curva è una geodetica tra P1 e P2 se la sua lunghezza è stazionaria
per piccole variazioni della curva che si annullano agli estremi. La curva che collega sulla super�cie P1 e P2

lungo il cammino più breve è una geodetica, ma non è sempre vero il contrario.

Ad esempio su una sfera sono geodetiche tra P1 e P2 sia C1 che C2 (entrambi archi di cerchio massimo), ma il
cammino più breve corrisponde a C1.

Se ricordiamo che ds2 = gjkdujduk, espresse le ui in forma parametrica tramite il parametro t (che non sará
necessariamente il tempo) avremo:

ds2 =

(
gjk

duj

dt
duk

dt

)
dt2

Detta L(ui, u̇i, t) = (gjku̇
j u̇k)1/2 (con le gjk = gjk(ui)e u̇i ≡ dui

dt ) la lunghezza di una curva tra P1 e P2 sarà:

S =

∫ P2

P1

Ldt =

∫ P2

P1

ds

Per trovare la condizione che S sia stazionario si usano le equazioni di Eulero-Lagrange (vedi calcolo delle
variazioni):

∂L

∂ui
− d

dt

(
∂L

∂u̇i

)
= 0

L =
√
gjku̇j u̇k ≡

√
F

∂L

∂ui
− d

dt

(
∂L

∂u̇i

)
=

1

2
√
F

∂gjk
∂ui

u̇j u̇k − d
dt

[
1

2
√
F

(
giku̇

k + gjiu̇
j

)]
= 0

ma giku̇k + gjiu̇
j = 2gjiu̇

jper la simmetria di gije per il fatto che k e j sono indici muti (sommati) e si possono
scambiare; avremo quindi:

1

2
√
F

∂gjk
∂ui

u̇j u̇k −
{
− 1

2F 3/2

dF
dt
gjiu̇

j +
1√
F

(
∂gji
∂ul

u̇lu̇j + gjiü
j

)}
= 0

Se assumiamo che t sia proporzionale (o addirittura uguale) all'ascissa curvilinea s, allora F è stazionario e
dF
dt = 0. Questo perchè:

ds = Ldt → ds2 = L2(dt)2 = Fdt2 → F =
(ds
dt

)2 → dF
dt

= 2
(ds
dt

)d2s

dt2
= 0
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2.2 Geodetiche 2 TENSORI

se s = αt+ β, con α e β numeri reali (assumeremo per semplicità s = t). Continuando sarà

gjiü
j +

∂gji
∂ul

u̇lu̇j − 1

2

∂gjk
∂ui

u̇j u̇k = 0

e se poniamo, per la simmetria degli indici sommati l e j,

∂gji
∂ul

u̇lu̇j =
1

2

[
∂gji
∂ul

+
∂gli
∂uj

]
u̇lu̇j

Se sostituiamo, in questa relazione, l'indice l con l'indice k otteniamo

gjiü
j +

1

2

[
∂gji
∂uk

+
∂gki
∂uj

− ∂gjk
∂ui

]
u̇j u̇k = 0 e moltiplicando per gil

δlj ü
j +

1

2
gil
[
∂gji
∂uk

+
∂gki
∂uj

− ∂gjk
∂ui

]
u̇j u̇k = 0 che si puó scrivere

(ricordando le proprietà di δlj)

d2ul

ds2
+ Γljk

duj

ds
duk

ds
= 0

che esprime la condizione di stazionarietà, cioè l'equazione di�erenziale che de�nisce una geodetica. Il simbolo
con tre indici Γljkè la cosiddetta connessione a�ne o simbolo di Christo�el di 2° tipo, de�nita come:

Γijk =
1

2
gil
(
∂glj
∂uk

+
∂glk
∂uj

− ∂gjk
∂ul

)
cioè è una quantità dipendente da gij e dalle sue derivate prime. Si noti inoltre che Γljk = Γlkj . Spesso, per
sempli�care ancor di più la notazione, si usa scrivere:

∂gij
∂uk

≡ ∂kgij ≡ gij ,k

Si può veri�care che Γijk non è un tensore, in quanto

Γ'lmn 6=
∂u′l

∂ui
∂uj

∂u′m
∂uk

∂u′n
Γijk

Nell'equazione della geodetica è il termine a sinistra è un tensore di rango 1 (un vettore controvariante), anche
se Γljk non è un tensore. Quindi, se esso è nullo in un sistema di riferimento, lo sarà anche in un sistema di
riferimento generico.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: il piano in coordinate cartesiante

ds2 = du2 + dv2; poichè gij è costante, le Γ sono tutte nulle, e le geodetiche sono le soluzioni di

d2u

ds2
= 0 e

d2v

ds2
= 0 → u = as+ b

v = cs+ d

(con a, b, c, d numeri reali) cioè è l'equazione di una retta in forma parametrica.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Analogamente, anche se in modo più complesso, si può mostrare che gli archi di cerchio massimo sono le
geodetiche della sfera.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: geodetiche nel piano in coordinate polari
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2 TENSORI 2.2 Geodetiche

ds2 = dr2 + r2dθ2

gij =

(
1 0
0 r2

)
g = r2 gij =

(
1 0
0 1/r2

)
u1 = r
u2 = θ

d2ui

ds2
+ Γijk

duj

ds
duk

ds
= 0

Γijk =
1

2
gir
(
∂gjr
∂uk

+
∂gkr
∂uj

− ∂gjk
∂ur

)
ricordiamo la simmetria su j e k

Γ1
jk =

1

2
g11

(
∂gj1
∂uk

+
∂gk1

∂uj
− ∂gjk
∂u1

)
perché g12 = 0

Γ1
22 =

1

2
g11

(
− ∂g22

∂u1

)
= −1

2
g11 ∂g22

∂r
= −1

2
· 1 · 2r = −r

Γ2
jk =

1

2
g22

(
∂gj2
∂uk

+
∂gk2

∂uj
− ∂gjk
∂u2

)
Γ2

12 =
1

2
g22

(
∂g22

∂u1

)
=

1

2
· 1

r2
· 2r =

1

r
= Γ2

21

Γ1
11 = Γ1

12 = Γ2
11 = Γ2

22 = 0

d2r

ds2
+ (−r) ·

(
dθ
ds

)2

= 0 (I)

d2θ

ds2
+

2

r

(
dr
ds

)(
dθ
ds

)
= 0 (II)

(se dθ/ds = 0 ho la retta passante per l'origine); se pongo dθ/ds ≡ θ′ e divido (II) per θ′ e ottengo:

1

θ′
dθ′

ds
+

2

r

dr
ds

= 0 → lnθ′ + lnr2 = ln(θ′r2) = cost

cioè

r2 dθ
ds

= h = cost

Invece di passare ad integrare la (I) uso un'altro sistema. Dalla ds2 = dr2 + r2dθ2, dividendo per ds2, ottengo

1 =

(
dr
ds

)2

+ r2

(
dθ
ds

)2

=

(
dr
ds

)2

+
h2

r2

Si può veri�care che questa relazione è un integrale della (I). Da questa relazione si ha

dr
ds

= ±
√

1− h2

r2
= ±
√
r2 − h2

r
assieme alla

dθ
ds

=
h

r2

Dividendo la seconda per la prima, per eliminare s, ho

dθ
dr

= ± h

r
√
r2 − h2

= ± d
dr

[
arccos

(h
r

)]
cioè

θ = ±arccos
(h
r

)
+ θ0 → h

r
= cos(θ − θ0) → rcos(θ − θ0) = h
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che è appunto l'equazione di una retta in coordinate polari (h rappresenta la distanza minima della retta
dall'origine, ottenuta per θ = θ0).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Abbiamo de�nito le geodetiche su una super�cie (che sono le analoghe alle rette nel piano cartesiano). Sappiamo
che, sul piano, la circonferenza C di un cerchio di raggio a è C = 2πa.

In modo analogo, su una super�cie qualsiasi, per de�nire un cerchio di raggio a e centro O, tracciamo a partire
da questo punto tutte le geodetiche e segnamo su ognuna il punto che dista da O di un'ascissa curvilinea pari
ad a; il luogo di tutti questi punti è la circonferenza richiesta, lungo la quale mi posso muovere (sempre lungo
la super�cie) e, con con lo stesso regolo con cui misuro s = a, misurarne la lunghezza C.

Vediamolo per una sfera di raggio R.

Avrò evidentemente (questo lo so perchè �vedo la sfera� in E3)

C = 2πx = 2πR sin
( a
R

)
' 2πR

[ a
R
− 1

6
a3

R3
+ ...

]
= 2πa− π

3
a3

R2
+O(a5)

Ma so che per la sfera 1/R2 = K e, se a → 0, posso trascurare i termini di ordine superiore, per cui posso
scrivere:

K =
3
π

lim
a→0

(
2πa− C

a3

)

Questo risultato, che vale in generale, ci mostra come e�ettivamente, con misure condotte sulla super�cie, io
posso ricavare la curvatura di Gauss K.

Per il piano 2πa = C e K = 0; per la sfera 2πa > C e K > 0; in un punto di sella 2πa < C e K < 0.
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2 TENSORI 2.2 Geodetiche

La curvatura di Gauss è quindi una proprietà intrinseca e locale di una super�cie. Poichè il risultato non
dipende dal particolare sistema di coordinate utilizzato sulla super�cie, K è una quantità invariante (come il
ds2, ad esempio), anche se può cambiare da punto a punto sulla super�cie (invariante non signi�ca costante).

Come si fa a determinare K a partire da gij? Poichè il tensore metrico è quello che contiene l'informazione sulle
distanze, e misurando queste ottengo K, ci deve essere un legame tra le due grandezze. Vediamo che K deve
dipendere dalle derivate seconde (almeno) di gij in un punto. Questo deriva dal fatto che K è invariante, non
dipende dal sistema di coordinate usato, ed è una quantità locale, cioè dipende dal comportamento di gij in un
intorno in�nitesimo del punto scelto.

Ma in un intorno in�nitesimo di un punto io posso sempre scegliere un sistema di coordinate in cui gij è del

tipo

(
1 0
0 1

)
ed in cui le derivate gij ,k sono nulle. Lo chiameremo sistema localmente euclideo.

Vediamo come questo sia, in principio, possibile. Ricordiamo che la trasformazione da gij a g′kl è:

g′kl =
∂ui

∂u′k
· ∂u

j

∂u′l
gij

ed espandiamo g′kl attorno al punto x0:

g′kl(x) = g′kl(x0) + g′kl,m (x0)(xm − xm0 ) +
1
2
g′kl,mn (x0)(xm − xm0 )(xn − xn0 ) + . . .

dove

g′kl(x0) =
[
∂ui

∂u′k
· ∂u

j

∂u′l
· gij

]
x0

g′kl,m (x0) =
[
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
gij ,m

]
x0

+
[

∂2ui

∂u′m∂u′k
∂uj

∂u′l
gij

]
x0

+
[
∂ui

∂u′k
∂2uj

∂u′m∂u′l
gij

]
x0

=
[
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
gij ,m

]
x0

+
[
2

∂2ui

∂u′m∂u′k
∂uj

∂u′l
gij

]
x0

per la simmetria tra i e j e k e l

g′kl,mn (x0) =
[
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
gij ,mn

]
x0

+
[
2

∂3ui

∂u′m∂u′n∂u′k
∂uj

∂u′l
gij

]
x0

+ derivate prime, seconde e terze...

Se voglio, con un'opportuna trasformazione di coordinate, mettere g′kl in una forma voluta in un intorno di x0,
ho a disposizione e devo speci�care le seguenti quantità nella trasformazione:

2−D 3−D 4−D N −D(
∂ui

∂u′k

)
x0

2× 2 = 4 9 16 N2(
∂2ui

∂u′m∂u′k

)
x0

2× 3 = 6 18 40 N2(N+1)
2(

∂3ui

∂u′m∂u′n∂u′k

)
x0

2× 4 = 8 30 80 N2(N+1)(N+2)
6

D'altro canto, il numero dei valori e delle derivate indipendenti del tensor metrico è il seguente:

2−D 3−D 4−D N −D
g′kl(x0) 3 6 10 N(N+1)

2

g′kl,m (x0) 6 18 40 N2(N+1)
2

g′kl,mn (x0) 9 36 100
[N(N+1)

2

]2
Vediamo di trarre da questo le debite conclusioni per due, tre e quattro dimensioni:

� 2-D: Se voglio �ssare dei valori di g′kl(x0) ho 3 equazioni per 4 coe�cienti: mi rimane un grado di libertà
che, correttamente, corrisponde ad una rotazione degli assi attorno ad x0 nel piano. Se poi voglio che
g′kl,m (x0) ≡ 0, ho 6 equazioni e 6 parametri, quindi lo posso fare. Se volessi anche gkl,mn (x0) = 0, noto
che ho 9 equazioni ma solo 8 parametri, e in generale il sistema è troppo condizionato per aver soluzioni:
non è possibile quindi annullare localmente anche le derivate seconde della metrica.
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2.3 Derivata covariante 2 TENSORI

� 3-D: Ho 6 equazioni per 9 parametri: per �ssare g′kl(x0): ho 3 gradi di libertà corrispondenti alla rotazione
del sistema di coordinate nello spazio (esempio: i tre angoli di Eulero). Posso porre g′kl,m (x0) = 0 (18
equazioni in 18 incognite), ma non g′kl,mn (x0) = 0 (36 equazioni e 30 incognite)

� 4-D (spazio di Minkowski): 10 equazioni per 16 parametri per �ssare g′kl(x0) : ho 6 gradi di libertà
corrispondenti a 3 rotazioni e 3 trasformazioni di Lorentz della velocità. Posso avere g′kl,m (x0) = 0 con
40 equazioni e 40 incognite, mentre non si può avere g′kl,mn (x0) = 0 (100 equazioni e 80 incognite).

Poichè posso sempre mettere gij nella forma δij ed avere gij ,k = 0 in un punto, la curvatura dovrà dipendere
dalle derivate seconde di gij . E la forma di dipendenza più semplice sarebbe quella lineare: vediamo se troviamo
qualcosa del genere. Prima di farlo, però, dobbiamo a�rontare un'altra questione.

2.3 Derivata covariante

Abbiamo visto che la derivata (il gradiente) di un campo scalare φ, ∂φ/∂ui, è un vettore covariante. Potremmo
allora pensare di derivare un campo vettoriale Ai(uk), ottenendo un tensore di rango due. Ma non è così. Il
di�erenziale dAi di un vettore Ai, ingrediente essenziale del rapporto incrementale, non si comporta in generale
come un tensore. Infatti dalla legge di trasformazione

Ai =
∂u′k

∂ui
A′k

discende che

dAi =
∂u′k

∂ui
dA′k +A′kd

∂u′k

∂ui
=
∂u′k

∂ui
dA′k +

∂2u′k

∂ui∂ul
A′kdu

l

Vediamo che dAi è un vettore soltanto se ∂2u′k

∂ui∂ul
= 0, cioè se le u′i sono funzioni lineari delle ui (come quando

passo da un sistema di coordinate rettilinee ad un altro).

Perchè dAi non è un vettore? Perchè la di�ereza dAi = Ai(ui + dui)−Ai(ui) è la di�erenza di due vettori che
si trovano in due punti diversi (anche se in�nitamente vicini). I due vettori Ai(ui+dui) e Ai(ui) si trasformano
quindi in modo diverso poichè i coe�cienti delle trasformazioni dipendono dalla posizione. A�nchè la di�erenza
di due vettori sia un tensore è necessario che i due vettori siano confrontati nello stesso punto (in questo caso
entrambi, e quindi anche la loro di�erenza, si trasformano allo stesso modo). Per avere quindi una derivata che
si comporti come un tensore occorre de�nire un nuovo tipo di derivata, la derivata covariante.

A (u )i

i

du
i

A (u )i

i

d

d

A =

=A (u + u )
i

i

i i
-A (u )i

i

A A =A (u + u )i i i+d d
i i

A (u )i

i

du
i

A (u )  +i

i
dAi

DAi

A Ai i+d

Caso generaleCaso Euclideo

P

P’

P

P’

In uno spazio Euclideo, la derivata del vettore Ai(ui) si esegue spostando Ai(ui) parallelamente a sè stesso e
lasciando invariati modulo e verso, �no a far coincidere il suo punto di applicazione con quello di Ai(ui + dui).
Poi, nel punto P ′, si esegue la di�erenza e si calcola il limite del rapporto incrementale

lim
dui→0

Ai(ui + dui)−Ai(ui)
dui

Come si può fare qualcosa di analogo in uno spazio non Euclideo? In questo caso de�niamo come spostamento
parallelo da ui a ui + dui quello spostamento che produce una variazione del vettore Ai delle quantità δAi tali
che, passando a un sistema localmente Euclideo (cosa, come abbiamo visto, sempre possibile - localmente), esse
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2 TENSORI 2.3 Derivata covariante

si annullano: δAi = 0. Quindi, in P ′, avremo Ai + dAi ≡ Ai(ui + dui) ed anche Ai + δAi, corrispondente al
trasporto parallelo di Ai(ui) da P a P ′. La di�erenza

DAi = (Ai + dAi)− (Ai + δAi) = dAi − δAi

è un vettore, perchè è la di�erenza di due vettori che si trovano nello stesso punto. Si può quindi usare DAi per
de�nire il nuovo tipo di derivazione.

Resta ora da determinare δAi. Se imponiamo che DAi (di�erenziale assoluto) sia lineare come i di�erenziali
ordinari, δAi dovrà dipendere linearmente sia dal vettore trasportato Ai che dallo spostamento dui, per cui
potremo scrivere

δAi = ∆m
ilAmdu

l

dove le quantità ∆m
il sono funzioni delle coordinate e dipendono dal sistema di riferimento. Nel sistema local-

mente Euclideo i ∆m
il sono nulli, ma non lo saranno in generale, per cui vedo che i ∆m

il non rappresentano un
tensore (ricordiamo che un tensore nullo in un sistema di riferimento rimane nullo in tutti gli altri). Questo ci
fa pensare ad un altro oggetto a tre indici che non è un tensore, cioè la connessione a�ne. Come veri�cheremo
tra poco è infatti ∆m

il ≡ Γmil , per cui δAi = ΓmilAmdu
l. Allora

DAi = dAi − δAi =
∂Ai
∂ul

dul − ΓmilAmdu
l

e la derivata covariante DAi/∂ul, indicata anche con Ai;l, sarà

DAi
∂ul

= Ai;l =
∂Ai
∂ul
− ΓmilAm

La derivata covariante di un tensore si può ricavare considerando questo come il prodotto di due vettori e
richiedendo che essa soddis� la regola di Leibniz per la derivazione di un prodotto. Allora, se Tik ≡ AiBk

Tik;l = BkAi;l +AiBk;l

= Bk

(
∂Ai
∂ul
− ΓmilAm

)
+Ai

(
∂Bk
∂ul
− ΓmklBm

)
=

= Bk
∂Ai
∂ul

+Ai
∂Bk
∂ul
− ΓmilAmBk − ΓmklAiBm =

=
∂Tik
∂ul

− Γmil Tmk − ΓmklTim

Questa relazione vale in generale. Osserviamo ora l'espressione

Ai;l =
(
gikA

k
)

;l
= gik;lA

k + gikA
k
;l

Ma Ai;l è un tensore, e posso usare il tensor metrico per scriverlo come Ai;l = gikA
k
;l; se confronto con l'e-

spressione scritta sopra vedo che gik;l = 0. Usiamo ora la relazione per la derivata covariante di un tensore per
scrivere esplicitamente questo risultato:

gik;l = 0 → ∂gik
∂ul

− Γmil gmk − Γmklgim = 0 (1)

Facciamo ora, in questa relazione, una rotazione in senso antiorario degli indici i, k, l ed otteniamo

∂gkl
∂ui

− Γmkigml − Γmli gkm = 0 (2)

Ed ancora una rotazione degli indici:

∂gli
∂uk

− Γmlkgmi − Γmikglm = 0 (3)

Se ora facciamo (1) + (3)− (2)avremo, sfruttando la simmetria degli indici bassi di Γmil e di gik,

∂gik
∂ul

+
∂gli
∂uk

− ∂gkl
∂ui

− Γmil gmk − Γmklgim − Γmlkgmi − Γmikglm + Γmkigml + Γmli gkm = 0
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e sempli�cando

∂gik
∂ul

+
∂gli
∂uk

− ∂gkl
∂ui

− 2Γmklgim = 0

Moltiplicandoora quest'ultima relazione per 1
2g
ij si ottiene

1
2
gij
(
∂gik
∂ul

+
∂gli
∂uk

− ∂gkl
∂ui

)
= Γmklgimg

ij = Γmklδ
j
m = Γjkl

Ritroviamo quindi la relazione che de�nisce la connessione a�ne, e con ciò abbiamo veri�cato l'assunzione
∆m
il ≡ Γmil .

Consideriamo ora il prodottoscalare AiBi; essendo una quantità scalare essa non cambia per trasporto parallelo:
δ
(
AiB

i
)

= 0 da cui
BiδAi +AiδB

i = 0 → AiδB
i = −BiδAi

AiδB
i = −BiΓmilAmdul

Essendo i ed m indici muti sommati, li scambio tra loro

AiδB
i = −BmΓimlAidu

l

ed essendo Ai un vettore generico, dovrà essere

δBi = −ΓimlB
mdul

da cui la relazione che esprime la derivata covariante per un vettore controvariante:

DBi

∂ul
= Bi;l =

∂Bi

∂ul
+ ΓimlB

m

La regola generale per la derivazione covariante di un tensore di rango arbitrario consiste nel farne la derivata
parziale e poi di aggiungere un termine del tipo +Γ per ogni indice controvariante ed un termine del tipo −Γ
per ogni indice covariante.

2.4 Trasporto parallelo e tensore di curvatura

Sia ui = ui(s) l'equazione parametrica di una curva, con s ascissa curvilinea misurata a partire da un certo
punto sulla curva. Sappiamo che dui è un vettore (dalla de�nizione di vettore controvariante), ds è uno scalare,
e dui/ds ≡ vi è quindi un vettore. In particolare, vi è il versore1 tangente alla curva.

Se fossi in uno spazio Euclideo, per de�nire una geodetica come un segmento di linea retta, direi che il versore
tangente non cambia con s:

dvi

ds
= 0

Se ora voglio generalizzare questa relazione ad uno spazio qualsiasi, a 2 o più dimensioni, devo usare non la
derivata normale, ma quella covariante:

Dvi

ds
= 0

Esplicitando i termini
Dvi

ds
=

Dvi

dul
dul

ds
=

dul

ds

(
∂vi

∂ul
+ Γimlv

m

)
= 0

1Per veri�care che viè un versore, vediamo quanto vale il suo modulo eseguendo il prodotto scalare viv
i:

viv
i = gijv

ivj = gij
dui

ds

duj

ds
≡ 1 da ds2 = gij du

iduj
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cioè

∂vi

∂ul
dul

ds
+ Γimlv

m dul

ds
= 0

dvi

ds
+ Γimlv

mvl = 0

da cui, ricordando che dui/ds ≡ vi, abbiamo

d2ui

ds2
+ Γiml

dum

ds
dul

ds
= 0

Ritroviamo cioè la nostra equazione della geodetica (anche a riprova del fatto che, passando dal caso Euclideo
a quello generale, si devono sostituire le derivate �normali� con quelle covarianti).

Vediamo che lungo la geodetica Dvi = 0, cioè dvi = δvi : il versore vi, trasportato parallelamente da un punto
ui sulla geodetica ad un punto ui + dui sulla stessa geodetica, coincide con il vettore vi + dvi, tangente alla
geodetica nel punto ui + dui. Consideriamo ora un vettore Ai che viene trasportato parallelamente lungo la
stessa geodetica. L'angolo che esso forma con vi, versore tangente, sarà dato dal prodotto scalare Aivi. Ma uno
scalare non cambia per trasporto parallelo, per cui lungo la geodetica l'angolo tra Ai e vi resta costante: un
vettore trasportato parallelamente lungo una geodetica forma sempre lo stesso angolo con la tangente alla curva.

Immaginiamo ora di trasportare parallelamente un vettore v0 lungo un triangolo formato da pezzi di geodetica.
Se siamo in uno spazio Euclideo (ad esempio su un piano) il vettore vf che ottengo dopo aver chiuso il cammino
coinciderà con v0.

La stessa cosa non accade lungo un triangolo sferico: il vettore appare ruotato di un angolo che ha lo stesso
verso di rotazione del verso in cui ho percorso il triangolo sferico. L'opposto accade se K < 0. Possiamo vedere
la cosa anche in un altro modo: immaginiamo di andare da un punto A ad un punto B sia direttamente che
passando per un punto C, sempre lungo archi di geodetica. Nello spazio Euclideo il risultato del trasporto
parallelo lungo i due percorsi è il medesimo, ma la stessa cosa non accade sulle super�ci curve (quanto qui detto
per un triangolo formato da archi di geodetica vale per un percorso generico, che si può pensare come costituito
da un gran numero di archetti di geodetica). Il risultato è che, a meno di non essere in uno spazio Euclideo, non
esiste un modo naturale e non ambiguo per muovere un vettore da un punto ad un altro; possiamo trasportarlo
parallelamente, ma il risultato dipende dal cammino, e non c'è una scelta naturale per questo. Quindi posso
confrontare due vettori solamente se sono applicati allo stesso punto. Ad esempio, due particelle che passano
una accanto all'altra hanno una velocità relativa ben de�nita (e minore di c, con c velocità della luce), ma due
particelle in di�erenti punti di uno spazio generico non hanno una velocità relativa ben de�nita.

Vediamo di quanti�care quanto detto sopra in modo qualitativo. Muovendosi lungo un cammino chiuso formato
da archi di geodetica, un vettore Ak trasportato parallelamente subirà, tornando al punto di partenza, una
variazione

∆Ak =
∮
δAk =

∮
ΓikmAidu

m

Per risolvere l'integrale usiamo il Teorema di Stokes2∮
Aidu

i =
1
2

∫
Superficie

(
∂Am
∂ul

− ∂Al
∂um

)
df lm

2vedi Landau Lifsic, Teoria dei Campi, eq. (6.19)
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dove df lm è un tensore che corrisponde alla proiezione dell'elemento di area della super�cie sui piani coordinati.
Nel nostro caso Amdum → ΓikmAidu

m per cui

∆Ak =
1
2

∫
Superficie

[
∂
(
ΓikmAi

)
∂ul

−
∂
(
ΓiklAi

)
∂um

]
df lm

Se supponiamo che la super�cie delimitata dalla curva chiusa sia in�nitesima (una super�cie �nita si può
scomporre in elementi in�nitesimi), l'integrando sarà costante, a meno di in�nitesimi di ordine superiore, e
potremo scrivere

∆Ak =
1
2

[
∂Γikm
∂ul

Ai −
∂Γikl
∂um

Ai + Γikm
∂Ai
∂ul
− Γikl

∂Ai
∂um

]
∆f lm

Siccome Ai viene spostato parallelamente sulla curva

∂Ai
∂ul

=
δAi
∂ul

= ΓnilAn

Allora

∆Ak =
1
2

∆f lm
[
∂Γikm
∂ul

Ai −
∂Γikl
∂um

Ai + ΓikmΓnilAn − ΓiklΓ
n
imAn

]
=

=
1
2
Ai∆f lm

[
∂Γikm
∂ul

− ∂Γikl
∂um

+ ΓnkmΓinl − ΓnklΓ
i
nm

]

dove il secondo passaggio, in cui si è esplicitato Ai, è stato ottenuto scambiando tra loro gli indici muti i ed n
nei termini con i prodotti delle connessioni a�ni. La quantità in parentesi gra�a è un tensore, poichè lo sono
Ai, ∆f lm e ∆Ak(di�erenza di due vettori applicati allo stesso punto). Ad essa si da il nome di tensore di
Riemann - Christo�el o tensore di curvatura:

Riklm =
∂Γikm
∂ul

− ∂Γikl
∂um

+ ΓnkmΓinl − ΓnklΓ
i
nm

(Nota bene: talvolta lo si trova de�nito con i segni scambiati) Se in un punto, o una zona di spazio, Riklm = 0,
allora ∆Ak = 0: il trasporto parallelo lungo una curva chiusa lascia il vettore inalterato, e la zona di spazio
si dice piatta. Questo accade in uno spazio Euclideo, come anche in qualunque (zona di) spazio in cui gij sia
costante, perchè le connessioni a�ni sono nulle e così pure il tensore di curvatura; e poichè un tensore uguale a
zero in un sistema di coordinate rimane nullo in qualunque sistema di coordinate, allora Riklm = 0 in qualunque
sistema di riferimento. Se invece Riklm 6= 0 il trasporto parallelo dipende dal percorso, e lo spazio (o la zona di
spazio) si dice, per contrasto, curvo (da qui in nome di tensore di curvatura).

2.5 Proprietà del tensore di curvatura

Si può dimostrare che Riklm è l'unica quantità tensoriale che può essere costruita dal tensore metrico e dalle sue
derivate prime e seconde, e che è lineare nelle derivate seconde (e anche quadratico nelle derivate prime). Del
tensor metrico si può scrivere la forma totalmente covariante Rjklm = gjiR

i
klm.

Consideriamo il tensore Riklm come scritto sopra, e mettiamoci nel sistema localmente euclideo in cui, nel punto
ui, risulta ∂gij

∂uk
= 0. Allora le connessioni a�ni sono nulle, e le derivate covarianti si riducono a semplici derivate

parziali. In questo sistema

Riklm;j =
∂

∂uj
(
Riklm

)
=
∂2Γikm
∂uj∂ul

− ∂2Γikl
∂uj∂um

(si annullano in uile connessioni a�ni, ma non necessaraimente le loro derivate). ermutando ciclicamente gli
indici l, m e j otteniamo:

Rikmj;l =
∂2Γikj
∂ul∂um

− ∂2Γikm
∂ul∂uj

e ancora

Rikjl;m =
∂2Γikl
∂um∂uj

−
∂2Γikj
∂um∂ul
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Vediamo di quanti�care quanto detto sopra in modo qualitativo. Muovendosi lungo un cammino chiuso formato
da archi di geodetica, un vettore Ak trasportato parallelamente subirà, tornando al punto di partenza, una
variazione

∆Ak =
∮
δAk =

∮
ΓikmAidu

m

Per risolvere l'integrale usiamo il Teorema di Stokes3∮
Aidu

i =
1
2

∫
Superficie

(
∂Am
∂ul

− ∂Al
∂um

)
df lm

dove df lm è un tensore che corrisponde alla proiezione dell'elemento di area della super�cie sui piani coordinati.
Nel nostro caso Amdum → ΓikmAidu

m per cui

∆Ak =
1
2

∫
Superficie

[
∂
(
ΓikmAi

)
∂ul

−
∂
(
ΓiklAi

)
∂um

]
df lm

Se supponiamo che la super�cie delimitata dalla curva chiusa sia in�nitesima (una super�cie �nita si può
scomporre in elementi in�nitesimi), l'integrando sarà costante, a meno di in�nitesimi di ordine superiore, e
potremo scrivere

∆Ak =
1
2

[
∂Γikm
∂ul

Ai −
∂Γikl
∂um

Ai + Γikm
∂Ai
∂ul
− Γikl

∂Ai
∂um

]
∆f lm

Siccome Ai viene spostato parallelamente sulla curva

∂Ai
∂ul

=
δAi
∂ul

= ΓnilAn

Allora

∆Ak =
1
2

∆f lm
[
∂Γikm
∂ul

Ai −
∂Γikl
∂um

Ai + ΓikmΓnilAn − ΓiklΓ
n
imAn

]
=

=
1
2
Ai∆f lm

[
∂Γikm
∂ul

− ∂Γikl
∂um

+ ΓnkmΓinl − ΓnklΓ
i
nm

]

dove il secondo passaggio, in cui si è esplicitato Ai, è stato ottenuto scambiando tra loro gli indici muti i ed n
nei termini con i prodotti delle connessioni a�ni. La quantità in parentesi gra�a è un tensore, poichè lo sono
Ai, ∆f lm e ∆Ak(di�erenza di due vettori applicati allo stesso punto). Ad essa si da il nome di tensore di
Riemann - Christo�el o tensore di curvatura:

Riklm =
∂Γikm
∂ul

− ∂Γikl
∂um

+ ΓnkmΓinl − ΓnklΓ
i
nm

(Nota bene: talvolta lo si trova de�nito con i segni scambiati) Se in un punto, o una zona di spazio, Riklm = 0,
allora ∆Ak = 0: il trasporto parallelo lungo una curva chiusa lascia il vettore inalterato, e la zona di spazio
si dice piatta. Questo accade in uno spazio Euclideo, come anche in qualunque (zona di) spazio in cui gij sia
costante, perchè le connessioni a�ni sono nulle e così pure il tensore di curvatura; e poichè un tensore uguale a
zero in un sistema di coordinate rimane nullo in qualunque sistema di coordinate, allora Riklm = 0 in qualunque
sistema di riferimento. Se invece Riklm 6= 0 il trasporto parallelo dipende dal percorso, e lo spazio (o la zona di
spazio) si dice, per contrasto, curvo (da qui in nome di tensore di curvatura).

2.5 Proprietà del tensore di curvatura

Si può dimostrare che Riklm è l'unico tensore che può essere costruita dal tensore metrico e dalle sue derivate
prime e seconde, e che è lineare nelle derivate seconde (e anche quadratico nelle derivate prime). Del tensor
metrico si può scrivere la forma totalmente covariante Rjklm = gjiR

i
klm.

3vedi Landau Lifsic, Teoria dei Campi, eq. (6.19)
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2 TENSORI 2.5 Proprietà del tensore di curvatura

Consideriamo il tensore Riklm come scritto sopra, e mettiamoci nel sistema localmente euclideo in cui, nel punto
ui, risulta ∂gij

∂uk
= 0. Allora le connessioni a�ni sono nulle, e le derivate covarianti si riducono a semplici derivate

parziali. In questo sistema

Riklm;j =
∂

∂uj
(
Riklm

)
=
∂2Γikm
∂uj∂ul

− ∂2Γikl
∂uj∂um

(si annullano in uile connessioni a�ni, ma non necessaraimente le loro derivate). Permutando ciclicamente gli
indici l, m e j otteniamo:

Rikmj;l =
∂2Γikj
∂ul∂um

− ∂2Γikm
∂ul∂uj

e ancora

Rikjl;m =
∂2Γikl
∂um∂uj

−
∂2Γikj
∂um∂ul

Sommando le tre relazioni, è facile vedere che si ottiene:

Riklm;j +Rikmj;l +Rikjl;m = 0.

Questa è la cosiddetta Identità di Bianchi. Ricordiamo che, anche se l'abbiamo ricavata nel sistema localmente
euclideo, essendo una relazione tensoriale, essa vale in tutti i sistemi di riferimento.

Possiamo abbassare l'indice controvariante con il tensor metrico e otteniamo

Riklm;j +Rikmj;l +Rikjl;m = 0.

Il tensore di Riemann presenta delle proprietà, vediamole nella versione completamente covariante Rjklm =
gjiR

i
klm:

� Proprietà di simmetria
Rjklm = Rlmjk

� Proprietà di antisimmetria
Rjklm = −Rkjlm = −Rjkml = Rkjml

� Proprietà di ciclicità
Rjklm +Rjmkl +Rjlmk = 0.

Dal tensore di Riemann, per contrazione, si può ricavare un tensore di rango 2, il tensore di Ricci, de�nito come:

Rkm ≡ Rikim

(si contraggono gli indici i ed l di Riklm). Per le proprietà di antisimmetria, se in Riklmcontraggo invece i ed m
riottengo il tensore di Ricci, ma con il segno cambiato:

Rikli = −Rikil = −Rkl

Il tensore di Ricci è simmetrico:

Rmk = Rimik = girRrmik = girRikrm = Rrkrm = Rkm

Esso è l'unico tensore simmetrico di rango 2 che si può ottenere da Riklm. Dal tensore di Ricci si ricava lo
scalare di Ricci o scalare di curvatura:

R = gkmRkm

Esso è il solo scalare che si può ottenere da Riklm.

Le proprietà sopra evidenziate del tensore di Riemann fanno si che, in N dimensioni, il numero delle sue

componenti indipendenti sia N = N2(N2−1)
12 . In particolare:

� Per N = 1, N = 0 ed R1111 ≡ 0 sempre: una curva ha sempre curvatura (intrinseca) nulla, non ho
informazioni su come la curva è �embedded� in uno spazio a 2 o più dimensioni.

� Per N = 2, N = 1. C'è un'unica componente indipendente, ad esempio R1212.
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� Per N = 3, N = 6, tante quante sono le componenti del tensore di Ricci (simmetrico). Quindi per N = 3
basta conoscere Rkm per descrivere la cuvatura di uno spazio.

� Per N = 4, N = 20, mentre Rkm ha 10 componenti soltanto. È necessario ricorrere al tensore Riklm
completo (a parte situazioni di particolari simmetria, e vedremo che così sarà nel caso dell'universo isotropo
ed omogeneo).

Dall'identità di Bianchi, nella forma covariante, sfruttando le proprietà di antisimmetria del tensore di Riemann,
si ha

Riklm;j −Rkimj;l −Riklj;m = 0 � · gilgkm

gkmRlklm;j − gilRmimj;l − gkmRlklj;m = 0

cioè
gkmRkm;j − gilRij;l − gkmRkj;m = 0

da cui
R;j −Rlj;l −Rmj;m = R;j − 2Rlj;l = 0

dalla quale si ha

Rlj;l =
1
2
R;j =

1
2
∂R

∂uj

dove l'ultimo passaggio è dovuto al fatto che R è uno scalare, non dipende quindi dal sistema di riferimento
usato, e la sua derivata covariante coincide con la semplice derivata parziale. La quantità Rlj;l rappresenta la
divergenza (covariante) del tensore di Ricci. Consideriamo ora il tensore misto

Rlj −
1
2
δljR

La sua divergenza sarà (per la regola della derivazione di un prodotto ed essendo δlj;l = 0 4

Rlj;l −
1
2
δlj
∂R

∂ul
= Rlj;l −

1
2
∂R

∂uj
= 0

per quanto visto poco sopra. Il tensore il questione ha quindi divergenza (covariante) nulla. Se passiamo alle
componenti covarianti otteniamo

gilR
l
j −

1
2
gilδ

l
jR = Rij −

1
2
gijR ≡ Gij

dove Gij è detto tensore di Einstein. Questo tensore ha importantissime proprietà: è simmetrico, ha divergenza
nulla e, derivando dal tensore di Riemann, contiene termini lineari nelle derivate seconde della metrica e
quadratici nelle sue derivate prime.

2.6 Il Theorema Egregium

In 2 dimensioni il Theorema Egregium di Gauss a�erma che la curvatura di Gauss K si può ricavare a partire
dal tensor metrico; in particolare, si ha che K = R1212/g.

Diamo qui una giusti�cazione del Theorema Egregium. Abbiamo visto che, localmente, in un intorno del punto
P , un elemento di super�cie si può scrivere nella forma

z = f(x, y) =
x2

2ρ1
+

y2

2ρ2

che, messo nella forma x(u, v), si può esprimere come (x ≡ u, y ≡ v):

x(u, v) =
(
u, v,

u2

2ρ1
+

v2

2ρ2

)
; xu =

(
1, 0,

u

ρ1

)
xv =

(
0, 1,

v

ρ2

)
4δlj;l =

∂δlj
∂ul

+ Γllkδ
k
j − Γmjl δ

l
m = Γllj − Γljl = 0
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E = xu · xu = 1 +
u2

ρ2
1

F = xu · xv =
uv

ρ1ρ2

G = xv · xv = 1 +
v2

ρ2
2

ds2 =
(

1 +
u2

ρ2
1

)
du2 + 2

uv

ρ1ρ2
du dv +

(
1 +

v2

ρ2
2

)
dv2

gij =
( 1 + u2

ρ2
1

uv
ρ1ρ2

uv
ρ1ρ2

1 + v2

ρ2
2

)
→ g = det(gij) = 1 +

u2

ρ2
1

+
v2

ρ2
2

Notiamo che, in P, gij =
( 1 0

0 1
)
e gij ,k = 0 e sono le derivate seconde ad essere non nulle

gij =
1
g

( 1 + v2

ρ2
2
− uv
ρ1ρ2

− uv
ρ1ρ2

1 + u2

ρ2
1

)
K
∣∣
P

=
R1212|P
g|P

R1212 = g1kR
k
212 = g11R

1
212 + g12R

2
212 ma in P g12 = 0 e g11 = 1, cioè R1212|P ≡ R1

212|P

R1
212 =

∂Γ1
22

∂x1
− ∂Γ1

21

∂x2
+ Γr22Γ1

r1 − Γr21Γ1
r2

ma le Γ contengono le gij,k che in P sono nulle e rimane

R1
212

∣∣
P

=
∂Γ1

22

∂u

∣∣∣∣
P

− ∂Γ1
21

∂v

∣∣∣∣
P

Γ1
22 =

1
2
g1σ

(
∂gσ2

∂x2
+
∂gσ2

∂x2
− ∂g22

∂xσ

)
=

=
1
2

[
g11

(
∂g12

∂v
+
∂g12

∂v
− ∂g22

∂u

)
+ g12

(
∂g22

∂v
+
∂g22

∂v
− ∂g22

∂v

)]
=

=
1
2g

[(
1 +

v2

ρ2
2

)(
2 · u

ρ1ρ2

)
+
(
− uv

ρ1ρ2

)(
2v
ρ2

2

)]
=

u

gρ1ρ2

Γ1
21 =

1
2
g1σ

(
∂gσ2

∂x1
+
∂gσ1

∂x2
− ∂g21

∂xσ

)
=

=
1
2

[
g11

(
∂g12

∂u
+
∂g11

∂v
− ∂g21

∂u

)
+ g12

(
∂g22

∂u
+
∂g21

∂v
− ∂g21

∂v

)]
= 0

∂Γ1
22

∂u
=

∂

∂u

[
u

gρ1ρ2

]
=

1
ρ1ρ2

·
g − u · 2u

ρ2
1

g2
=

1
ρ1ρ2

[
1
g
− 2u2

g2ρ2
1

]
Finalmente

K|P =
R1212|P
g|P

=
R1

212|P
g|P

=
∂Γ1

22
∂u

∣∣
P

g|P
=

1
ρ1ρ2

C.V.D.

Il fatto di dividere per g sembra, apparentemente, inessenziale. Ma ricordiamoci che K è uno scalare, cioè
un tensore di rango zero, mentre R1212 è invece una componente di un tensore, che non è invariante per
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trasformazioni di coordinate, e lo stesso vale per g, che non è uno scalare. Tuttavia il loro rapporto si comporta
come uno scalare. Il termine g serve anche da normalizzazione [se ad esempio trasformo x → αu y → βv ho

x(u, v) = (αu, βv, α
2u2

2ρ1
+ β2v2

2ρ2
) e rifaccio tuti i conti trovo che il fattore 1/g nella formula per K è essenziale:

g|P = α2β2].

Osserviamo che la relazione che esprime il Theorema Egregium, K = R1212/g, è una relazione tra tensori di
rango zero, cioè scalari. Se, come abbiamo fatto vedere, essa vale in un sistema di riferimento particolare, essa
vale in qualunque sistema di riferimento, ed il risultato particolare ottenuto si può estendere in generale.

Questo metodo di provare che una relazione tra tensori vale in un particolare sistema di riferimento e che
quindi, avendo a che fare con oggetti tensoriali, essa vale in qualunque sistema di riferimento, è un metodo
usato abitualmente nel calcolo tensoriale.
Il tensore di curvatura è legato alla curvatura di Gauss anche in spazi con un numero qualsiasi di dimensioni.
Dato un punto P in uno di questi spazi, e due vettori aµ e bµ applicati nel punto P , possiamo tracciare per P
una famiglia di curve geodetiche xµ(s, α, β), con α e β numeri reali, che hanno come vettore tangente iniziale
dxµ/ds = αaµ + βbµ. Tutte queste geodetiche formano una super�cie bidimensionale per P , con curvatura di
Gauss data da5

K(a, b) =
Rλµνκa

λbµaνbκ

(gλνgµκ − gλκgµν) aλbµaνbκ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: calcolo della curvatura di Gauss

Su un elemento di super�cie la metrica si può scrivere come

ds2 = du2 + e
2u
k dv2

Calcolare K (curvatura di Gauss intrinseca).

Sarà K = R1212/g

gij =
(

1 0
0 e2u/k

)
→ g = e2u/k → gij =

(
1 0
0 e−2u/k

)
Dati i valori particolari di gij e gij sarà R1212 = g1kR

k
212 = R1

212

R1
212 =

∂Γ1
22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2
+ Γr22Γ1

r1 − Γr21Γ1
r2 =

∂Γ1
22

∂u
− ∂Γ1

21

∂v
+ Γ1

22Γ1
11 + Γ2

22Γ1
21 − Γ1

21Γ1
12 − Γ2

21Γ1
22

Risulta

Γ1
22 =

1
2
g11

(
∂g21

∂u2
+
∂g21

∂u2
− ∂g22

∂u1

)
= −1

k
e2u/k

Γ1
21 = 0 Γ1

11 = 0 Γ2
21 =

1
k

∂Γ1
22

∂u
= − 2

k2
e2u/k

R1
212 = − 2

k2
e2u/k −

(1
k
· −1

k
e2u/k

)
= − 1

k2
e2u/k ≡ R1212

K =
R1212

g
= − 1

k2
e2u/k

/
e2u/k = − 1

k2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: curvatura della pseudosfera

La pseudosfera può essere rappresentata da una super�cie di rivoluzione: dalla rotazione della trattrice6 attorno
al suo asintoto

5Vedi Weinberg 1972, paragrafo 6.9
6Consideriamo un segmento di lunghezza a adagiato sull'asse x di un sistema cartesiano Oxy, con un estremo nell'origine e

l'altro nel punto P : (a, 0); se l'estremo inizialmente nell'origine si muove di moto rettilineo uniforme lungo l'asse y, l'altro estremo
descrive una curva detta trattrice, dal latino trahere, tirare. La rotazione della trattrice attorno all'asse y produce la super�cie
chiamata pseudosfera. Il nome le deriva dal fatto che la curvatura è costante, come per la sfera, ma ha segno opposto.
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x(u, v) =
(
a sinu cosv, a sinu sinv, a

[
cosu+ ln

(
tg
u

2
)])

con 0 < u < π/2

Trovare la metrica della super�cie e K

xu =
(
a cosu cosv, a cosu sin v, a

[
− sinu+

1
tgu/2

· 1
cos2u/2

· 1
2
])

=
(
a cosu cosv, a cosu sinv, a

cos2u
sinu

)

xv =
(
− a sinu sinv, a sinu cosv, 0

)

E = xu · xu = a2 cos
2u

sin2u
=

a2

tg2u

G = xv · xv = a2sin2u

F = xu · xv = 0

ds2 =
a2

tg2u
du2 + a2sin2u dv2

Se trasformo (u, v)→ (x, y)
{
x = a ln(sinu)
y = av

dx = a
tgudu dy = a dv ex/a = sinu

da cui vedo che ds2 = dx2 + e2x/ady2 è una metrica equivalente.

Dall'esercizio precedente, inoltre, vedo che K = −1/a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

33



3 RELATIVITÀ GENERALE

3 Relatività generale

3.1 Lo spazio di Minkoswki

Nella relatività ristretta, passando da un sistema di riferimento ad un altro, si conserva (= è invariante) la
distanza in�nitesima tra due eventi:

ds2 = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2)

Se de�nisco x0 = ct; x1 = x; x2 = y; x3 = z posso scrivere

ds2 = ηαβdx
αdxβ con ηαβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Abbiamo la metrica dello spazio di Minkoswki, che è �pseudo-euclideo�, ma è comunque piatto: infatti gli ηαβ
sono costanti e quindi i Γijk e R

h
ijk sono nulli. Nel seguito useremo, per convenzione, gli indici greci α, β, γ, . . .

se questi variano da 0 a 3, mentre useremo gli indici italici i, j, k, . . . se questi variano da 1 a 3. Attenzione:
in letteratura si trova anche la convenzione opposta. Anche ηαβ è de�nito spesso con i segni opposti, cioè con
la segnatura (−1, 1, 1, 1) invece di (1, −1, −1, −1).

Diciamo anche che l'intervallo ds2 è:

� di tipo tempo (time like) se ds2 > 0 (corrispondente ad una traiettoria �sica con v < c)

� di tipo spazio (space like) se ds2 < 0

� di tipo luce o nullo (light like, null) se ds2 = 0 (corrispondente al moto di particelle, come i fotoni, che
si muovono con velocità v = c)

Se rappresento lo spazio-tempo (eliminando una delle coordinate spaziali) attorno ad un evento preso come
origine, posso dividerlo in tre zone de�nite dal cono in �gura:

� futuro: è la zona con la quale l'evento può interagire tramite corpi che seguono una traiettoria �sica.

� passato: è la zona dai cui eventi passati l'evento in O può essere in�uenzato.

� altrove: è la zona dai cui eventi non posso essere stato in�uenzato, nè posso in�uenzare, perchè oc-
correrrebbero segnali con v > c. Un osservatore in moto rispetto ad O può vedere O ed A accadere
contemporanemente.

F
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3 RELATIVITÀ GENERALE 3.1 Lo spazio di Minkoswki

Ogni osservatore ha con se un regolo ad un orologio: il tempo scandito da questo orologio è il tempo proprio
τ . Per un osservatore, per il quale due eventi �sicamente connessi avvengono in tempi diversi ma nello stesso
luogo (dx = dy = dz = 0), risulta ds2 = c2dτ2: tra ds e dτ c'è proporzionalità .

La distanza ds tra due medesimi eventi, per un osservatore per cui avvengono nello stesso punto, e per un altro
osservatore per cui avvengono a distanza dl, sarà la stessa:

ds2 = cdτ2 = cdt2 − |dl2| → dτ2 = dt2
(

1− 1
c2

dl
dt
· dl
dt

)
= dt2

(
1− v2

c2
)

dove v è la velocità della particella per l'osservatore che la vede in moto, ed anche la velocità relativa dei due
osservatori. Detto β ≡ v/c e γ ≡ 1/

√
1− β2 si ha che dt = γdτ. Poichè γ ≥ 1 allora dt ≥ dτ : l'intervallo tra

due �tic� di un orologio è più corto per l'orologio �proprio�, gli orologi in moto appaiono più lenti (si pensi al
paradosso dei gemelli).

De�niamo la quadrivelocità come uα ≡ dxα

ds ; si tratta di un vettore poichè dxα è un vettore e ds uno scalare.

In un sistema generico, non in quiete con la particella la quale ha una velocità v ≡ dx
dt , sarà

u0 =
dx0

ds
=

d(ct)
cdτ

=
dt
dτ

= γ

ui =
dxi

cdτ
=

1
c

dxi

dt
dt
dτ

= γ
vi

c
= γβi

per cui posso scrivere che uα = γ(1, β). Se se la particella è in quiete si ha uα = (1, 0, 0, 0).

La quantità uαuα è invariante: uαuα = ηαβu
αuβ = u0u0 − (u1u1 + u2u2 + u3u3) = γ2 − (γ2v2/c2) = 1; uα

rappresenta il vettore (versore) tangente alla traiettoria della particella (nello spazio-tempo 4-D).

De�niamo ora il quadrimomento Pα = m0u
αdove m0 è la massa a riposo della particella. Se ricordiamo che

P = mv = γm0v; E = mc2 = m0c
2γ abbiamo:

P 0 = γm0 = E/c2 P i = γm0
vi

c
= m

vi

c

PαPα = γ2m2
0 − γ2m2

0

v2

c2
= γ2m2

0

(
1− v2

c2

)
= m2

0

PαPα = m2
0 =

E2

c4
− 1
c
P · P → m2

0c
2 =

E2

c2
− |P |2

Dire che Pα = cost ⇒ E = cost e P = cost: è la conservazione dell'energia e del momento (quantità di
moto).

La quadriaccelerazione è d2xα

ds2 = duα

ds . Nella relatività ristretta, mentre posizione, velocità e tempo sono
relativi, l'accelerazione è assoluta: se è zero in un sistema, è zero in qualunque sistema inerziale (legato al primo
da una trasformazione di Lorentz); questo perchè la quadriaccelerazione è un tensore, come uα.

L'equazione per le geodetiche è sempre:

d2xα

ds2
+ Γαβγ

dxβ

ds
dxγ

ds
= 0

Se la metrica è data da ηαβ , allora i Γαβγ sono nulli e resta d2xα/ds2 = 0, cioè xα = aα · s+ bα, ovvero{ ct = a0 · s+ b0

x = a · s+ b

e la traiettoria è una retta percorsa di moto rettilineo uniforme.

Se uso un altro tensore metrico, espresso ad esempio in coordinate polari sul piano (per semplicità): ds2 =
c2dt2 − (dr2 + r2dθ2), allora i Γαβγ non sono tutti nulli, ma ottengo sempre come traiettoria una retta (ma ora
in coordinate polari).

N.B.: Mentre nello spazio 3-D Euclideo la geodetica tra due punti è un segmento di retta, quindi è la distanza
minima tra due punti, nella Relatività la quantità

∫ B
A
ds è massimo rispetto a variazioni di percorso con gli

estremi �ssi. È ∆τ = ∆s/c, e si pensi al paradosso dei gemelli, nel quale il tempo è massimo per il gemello che
è rimasto fermo.

35



3.2 Il tensore energia-impulso 3 RELATIVITÀ GENERALE

3.2 Il tensore energia-impulso

Per a�rontare la Relatività Generale e la Cosmologia ci serve un �oggetto� che esprima le proprietà di un mezzo
continuo, come densità e velocità, e le colleghi alla conservaizone dell'energia e della quantità di moto.

Consideriamo inizialmente della materia incoerente, le cui particelle (per il momento) non interagiscono (polvere
- �dust�); il campo di materia sarà quindi descritto in ogni punto dalla quadrivelocità uα = γ(1, v/c) e dalla
densità propria ρ0(x), cioè quella misurata da un osservatore che segue il �uido. Con queste grandezze posso
formare un tensore simmetrico di rango 2 nel modo più semplice come:

Tαβ = ρ0c
2uαuβ

Vediamo come è fatto in dettaglio questo tensore:

T 00 = ρ0c
2γ2 = γ2ρ0c

2 = ρc2 posto ρ = γ2ρ0

Per interpretare questo risultato ricordiamo che la massa è m = γm0(m0 massa a riposo) e che un elemento di
volume in moto appare contratto di un fattore 1/γ, per cui la densità cresce di un ulteriore fattore γ. Perciò se
la densità propria è ρ0, un osservatore rispetto al quale il �uido ha velocità v misurerà una densità γ2ρ0.

T 00 misura quindi la densità di massa-energia (qui l'unico contributo all'energia viene dal moto della materia).

Le componenti di Tαβ possono essere scritte:

Tαβ = ρc2 ·


1 vx/c vy/c vz/c

vx/c v2
x/c

2 vxvy/c
2 vxvz/c

2

vy/c vyvx/c
2 v2

y/c
2 vyvz/c

2

vz/c vzvx/c
2 vzvy/c

2 v2
z/c

2

 (∗∗)

Vediamo come le equazioni del moto possono essere ricavate in modo sintetico come ∂βTαβ=0

� Per α = 0 avrò ∂βT 0β = 0 ⇔ ∂T 0β

∂xβ
= 0 che scritta per esteso dà:

1

c

∂(ρc2)

∂t
+
∂(ρcvx)

∂x
+
∂(ρcvy)

∂y
+
∂(ρcvz)

∂z
= 0

che si può sempli�care come

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0

cioè l'equazione di continuità per un �uido, che esprime la conservazione della massa-energia.

� Per α = 1, 2, 3 ho

1

c

∂(ρcvx)

∂t
+
∂(ρvxvx)

∂x
+
∂(ρvxvy)

∂y
+
∂(ρvxvz)

∂z
= 0 (α = 1)

1

c

∂(ρcvy)

∂t
+
∂(ρvyvx)

∂x
+
∂(ρvyvy)

∂y
+
∂(ρvyvz)

∂z
= 0 (α = 2)

1

c

∂(ρcvz)

∂t
+
∂(ρvzvx)

∂x
+
∂(ρvzvy)

∂y
+
∂(ρvzvz)

∂z
= 0 (α = 3)

Moltiplicando la prima per î (versore relativo all'asse x), la seconda per ĵ e la terza per k̂ e sommando, le tre
si condensano in

∂

∂t
(ρv) +

∂

∂x
(ρvxv) +

∂

∂y
(ρvyv) +

∂

∂z
(ρvzv) = 0

che, sviluppando e usando poi l'equazione di continuità, diventa

ρ
∂v

∂t
+ v

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]
+ ρvx

∂v

∂x
+ ρvy

∂v

∂y
+ ρvz

∂v

∂z
= 0
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cioè ρ

[
∂v

∂t
+
(
v · ∇

)
v

]
= 0 (I)⇔ ρ

dv
dt

= 0 (II)

Questa relazione, tipica della �uidodinamica, rappresenta l'equazione del moto per un �uido senza pressione,
viscosità e forze esterne. Esprime quindi la conservazione della quantità di moto. In particolare, nella forma
(I) si immagina di osservare il �uido in un punto �sso e di vedere come in esso evolve il moto (punto di vista
cosiddetto Euleriano), mentre nella forma (II) si immagina di seguire nel loro moto le particelle di �uido (punto
di vista cosiddetto Lagrangiano).

Vediamo quindi che il tensore Tαβ esprime tutte le proprietà energetiche e dinamiche del �uido (polvere) in
questione. Tαβ è il tensore energia-impulso.

In un sistema inerziale localmente in quiete (SILQ) rispetto al �uido, nel quale quindi uα = (1, 0, 0, 0), Tαβ ha
la forma particolarmente semplice

TαβSILQ =


ρ0c

2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Veniamo adesso a considerare il caso in cui le particelle interagiscono nel modo più semplice, cioè attraverso
urti dovuti all'agitazione termica: è presente una pressione del �uido. Assumiamo che non vi sia trasporto di
energia per conduzione o irraggiamento e non vi sia viscosità. Il �uido così de�nito è detto perfetto.

Se siamo nel SILQ, ora Tαβ non sarà più come quello scritto appena sopra, con solo T 00 6= 0. Le particelle
avranno dei moti casuali attorno allo zero delle posizioni e delle velocità. Devo rifarmi quindi alla forma
precedente (**) di Tαβ , in cui però i termini che compaiono andranno mediati sul tempo e sulla distribuzione
delle velocità delle particelle.

Questo però mi dà subito un'informazione importante: tutti i termini al di fuori della diagonale contengono
elementi come vx, vy o vz o loro prodotti; quando medio 〈vx〉 = 0 ed anche 〈vxvy〉 = 〈vx〉〈vy〉 = 0 (assumendo
vx e vy scorrelate). Quindi Tαβ è diagonale in SILQ.

T 00
SILQ (che esprime la densità di massa-energia) non sarà più semplicemente ρ0c

2, ma piuttosto un ρc2 con
ρ > ρ0 per tener conto del fatto che le particelle hanno velocità diverse da zero anche in SILQ e la loro
densità di massa-energia è maggiore che nel caso della pura polvere. Per gli altri termini diagonali avremo
〈ρv2

x〉, 〈ρv2
y〉, 〈ρv2

z〉.

Per interpretare questi termini facciamo una piccola digressione sulla teoria cinetica dei gas.

Siano v e P la velocità e la quantità di moto di una particella, ed fz la forza media esercitata da questa particella
perpendicolarmente alla super�cie A (vedi �gura)

v = (vx, vy, vz) P = (Px, Py, Pz)

fz =
∆P

∆t
=

2Pz
2L/vz

=
1

L
Pzvz

per una particella.
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Per N particelle la forza sarà (indichiamo con p la pressione)

Fz =
N

L
Pzvz =

N

L3
PzvzL

2 ≡ p ·A

per cui, facendo in realtà la media sulla distribuzione delle velocità, sarà (A = L2)

p =
N

L3
〈Pzvz〉 = n〈Pzvz〉

P · v = Pxvx + Pyvy + Pzvz = 3Pzvz (per simmetria)

e quindi p =
n

3
〈P · v〉

che vale anche per un gas degenere e relativistico. Possiamo riscrivere questa relazione come p = n
3 〈P · v〉 =

〈nPxvx〉 = 〈n ·mv2
x〉 = 〈ρ · v2

x〉. Quindi, per un �uido perfetto, sarà:

TαβSILQ =


ρc2 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


dove ρ tiene conto anche della massa-energia dovuta all'agitazione termica.

È facile veri�care che, in SILQ, si può sintetizzare il tutto con

TαβSILQ = (p+ ρc2)uαuβ − pηαβ

Infatti, ad esempio, per T 00, essendo u0 = 1 e η00 = 1 si ha T 00 = p+ ρc2 − p = ρc2

Ma questa espressione è un tensore, e quindi varrà in ogni sistema di riferimento, con uα 6= (1, 0, 0, 0) ed
eventualmente l'opportuno tensore metrico al posto ηαβ . Scritta con gli indici covarianti sarà quindi:

Tαβ = (p+ ρc2)uαuβ − pgαβ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Esempio: le equazioni dell'idrodinamica relativistica

Vediamo cosa corrisponde in questo caso alla relazione

∂βT
αβ =

[
(p+ ρc2)uαuβ − pηαβ

]
,β = 0

∂

∂xβ
[
(p+ ρc2)uαuβ

]
− ∂p

∂xβ
ηαβ = 0

Per α = 0, ricordando che uα = γ (1, v/c), si ottiene

1

c

∂

∂t

[
(p+ ρc2)γ2

]
+

∂

∂x

[
(p+ ρc2)γ2 vx

c

]
+

∂

∂y

[
(p+ ρc2)γ2 vy

c

]
+

∂

∂z

[
(p+ ρc2)γ2 vz

c

]
− 1

c

∂p

∂t
= 0

Sviluppando le derivate spaziali si arriva a scrivere

∂

∂t

[
(p+ ρc2)γ2

]
+ (p+ ρc2)γ25 · v + v · 5

[
(p+ ρc2)γ2

]
=
∂p

∂t

d
dt

[
(p+ ρc2)γ2

]
+ (p+ ρc2)γ25 · v =

∂p

∂t

Questa relazione non è particolarmene illuminante. Vedremo tra poco, invece, una relazione più utile e
comprensibile, ottenuta trasformando la ∂βTαβ in una relazione scalare.

Se α = 1, 2, 3, con un metodo simile a quello seguito sopra per la �polvere�, si ottiene(
p

c2
+ ρ

)
γ2 dv

dt
= −

[
∇p+ v

∂(p/c2)

∂t

]
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che è una generalizzazione della relazione ρdv
dt = −∇p dell'idrodinamica (equazione di Eulero). Come si vede,

(ρ+ p/c2) svolge il ruolo di �densità di massa inerziale�.

Possiamo aggiungere la conservazione del numero di particelle, o equazione di continuità, che si può introdurre
partendo dalla quantità

Jα ≡ nuα

che corrisponde ad una corrente, dove n è la densità numerica di particelle in un sistema in quiete col �uido.
Ponendo la divergenza di Jα uguale a zero si ha conservazione del numero di particelle:

Jα,α =
∂ (nuα)

∂xα
=

1

c

∂

∂t
(nγ) +

∂

∂x

(
nγ
vx
c

)
+

∂

∂y

(
nγ
vy
c

)
+

∂

∂z

(
nγ
vz
c

)
= 0

∂

∂t
(nγ) +∇ · (nγv) = 0

∂

∂t
(nγ) + nγ∇ · v +

(
v · ∇

)
nγ = 0 ↔ d

dt
(nγ) + (nγ)∇ · v = 0
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Esempio: conservazione dell'entropia per particella

Vediamo ora di ricavare, come detto poco sopra, una relazione scalare dalla ∂βTαβ ; per fare questo la molti-
plicheremo per uα.

Partiamo dal fatto che, come abbiamo già visto, uαuα = 1. Sarà quindi

∂

∂xβ
(uαuα) = uα

∂uα
∂xβ

+ uα
∂uα

∂xβ

= ηαγuγ
∂uα
∂xβ

+ uα
∂uα

∂xβ

= uγ
∂uγ

∂xβ
+ uα

∂uα

∂xβ
= 2uα

∂uα

∂xβ
= 0

da cui ∂u
α

∂xβ
= 0 (abbiamo sfruttato il fatto che α e γ sono indici muti). Se riprendiamo l'equazione che esprime

la divergenza di Tαβ e la moltiplichiamo per uα otteniamo

uα
∂

∂xβ
[
(p+ ρc2)uαuβ

]
− ∂p

∂xβ
ηαβ uα = 0

e, sviluppando la derivata del primo termine, abbiamo

uα

{
uα

∂

∂xβ
[
(p+ ρc2)uβ

]
+ (p+ ρc2)uβ

∂uα

∂xβ

}
− ∂p

∂xβ
uβ = 0

Se ricordiamo che uαuα = 1 e che ∂uα

∂xβ
= 0 possiamo scrivere

∂

∂xβ
[
(p+ ρc2)uβ

]
− uβ ∂p

∂xβ
= 0

(p+ ρc2)
∂uβ

∂xβ
+ uβ

∂

∂xβ
(p+ ρc2)− uβ ∂p

∂xβ
= 0

Dalla conservazione del numero di particelle abbiamo

∂
(
nuβ

)
∂xβ

= 0 ⇒ n
∂uβ

∂xβ
+ uβ

∂n

∂xβ
= 0 ⇒ ∂uβ

∂xβ
= −u

β

n

∂n

∂xβ

Sostituendo quest'ultimo risultato nella precedente relazione e raccogliendo uβ abbiamo

uβ
{
∂(p+ ρc2)

∂xβ
− p+ ρc2

n

∂n

∂xβ
− ∂p

∂xβ

}
= 0
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Osserviamo ora che

∂

∂xβ
(p+ ρc2

n

)
=

1

n2

[∂(p+ ρc2)

∂xβ
n− (p+ ρc2)

∂n

∂xβ

]
=

1

n

[∂(p+ ρc2)

∂xβ
− p+ ρc2

n

∂n

∂xβ

]
Sostituendo nella precedente

uβ
{
n
∂

∂xβ
(p+ ρc2

n

)
− ∂p

∂xβ

}
= 0 ⇒ uβ

{
n

[
∂

∂xβ
( p
n

)
+

∂

∂xβ
(ρc2
n

)]
− ∂p

∂xβ

}
= 0

uβ
{
n p

∂

∂xβ
( 1

n

)
+
n

n

∂p

∂xβ
+ n

∂

∂xβ
(ρc2
n

)
− ∂p

∂xβ

}
= 0

nuβ
{
p
∂

∂xβ
( 1

n

)
+

∂

∂xβ
(ρc2
n

)}
= 0

Ricordiamo ora il primo principio della termodinamica: dU = dQ+ dL; se introduciamo l'entropia S possiamo
scrivere: TdS = dU + pdV , dove l'energia interna è U = ρc2. Se lo riscrivo riferendomi ad una particella avrò

Tdσ = d
(
ρc2

n

)
+ pd

(
1
n

)
, con σ entropia per particella. Sviluppando i di�erenziali si ha

T
∂σ

∂xβ
dxβ =

∂

∂xβ
(ρc2
n

)
dxβ + p

∂

∂xβ
( 1

n

)
dxβ � · 1

ds

Se ricordiamo che dxβ

ds ≡ u
β e confrontiamo questa relazione con la precedente otteniamo

uβ
∂σ

∂xβ
= 0

che, sviluppato, diventa

γ
1

c

∂σ

∂t
+ γ

vx
c

∂σ

∂x
+ γ

vy
c

∂σ

∂y
+ γ

vz
c

∂σ

∂z
= 0

∂σ

∂t
+
(
v̄ · ∇̄

)
σ = 0 ⇐⇒ dσ

dt
= 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Si ha come risultato che, nel sistema in cui il �uido è in quiete, l'entropia per particella (o, se preferiamo,
l'entropia per un certo numero N di particelle contenute in un volume cubico V di spigolo L, che può variare
mantenendo però sempre al suo interno lo stesso numero di particelle) è costante. Questo è legato al fatto che,
nel �uido ideale, non c'è scambio di energia per conduzione (o irraggiamento), né vi è dissipazione. Dal 1°
principio della termodinamica, nel sistema che segue il �uido, dQ = dU + pdV e U = ρc2 · V , per cui

dQ = ρc2dV + V d(ρc2) + pdV = (p+ ρc2)dV + V d(ρc2) = TdS

Poichè dQ = 0 → dS = 0.

Se scriviamo p = wρc2 (con w costante, anche se, più in generale, potrà essere w = w(T ) ),

(1 + w)ρc2dV = −V d(ρc2)

e se w = cost, ho dρ/ρ = −(1 + w) dV/V , cioè ρV 1+w = costante.

Incontreremo tre casi interessanti in cosmologia:

1. Per un gas non-relativistico p � ρ0c
2 (ρ ≈ ρ0) per cui w ' 0 e quindi ρ0V ' cost. Detto L lo spigolo di

un volume cubico V = L3, abbiamo ρ ∝ 1/L3

2. Per un gas di fotoni ρrad ∝ aT 4 e p = 1
3ρc

2; w = 1
3 :

T 4V 4/3 = cost TV 1/3 = cost V ∝ L3 → T ∝ 1

L

ρradV
4/3 = cost V ∝ L3 → V 4/3 ' L4 → ρrad '

1

L4
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3. Se p = −ρc2 (w = −1) → ρV 0 = cost cioè ρ non dipende da V e da L e rimane costante se
V varia.

Possiamo esprimere il primo principio in un' altra forma utile, ponendo V ∝ L3

(
ρ+

p

c2

)
dV + V dρ = 0 →

(
ρ+

p

c2

)
· 3L2dL+ L3dρ = 0

da cui

3

(
ρ+

p

c2

)
dL
L

+ dρ = 0

e, tenendo conto di una dipendenza di L dal tempo,

3

(
ρ+

p

c2

)
L̇

L
+ ρ̇ = 0

Abbiamo scritto ∂αT βα = 0 nello spazio di Minkowski; se però i Γαβγ non sono tutti nulli, ed in generale sarà
così, al postoe della derivata parziale semplice si deve utilizzare la derivata covariante:

Tαβ;β = 0

che esprime le leggi di conservazione in un sistema di riferimento generico.

3.3 Il principio di Mach

Per la dinamica di Newton le proprietà inerziali di un corpo dipendono dal suo moto rispetto ad uno spazio
assoluto. Ernst Mach7 suggerì invece che l'inerzia è legata al moto rispetto alla distribuzione totale di materia
dell'universo. Il moto è solamente relativo agli altri corpi: operativamente possiamo misurare solo il moto della
materia relativamente ad altra materia, non rispetto allo spazio assoluto di Newton. Se vi fosse un solo corpo
nell'universo, il suo moto non sarebbe de�nibile: senza altra materia non potremmo dire se questo corpo è in
quiete o se sta accelerando. E siccome la reazione della materia all'accelerazione è il solo modo per determinarne
l'inerzia, questo corpo non possiederebbe inerzia. Viene detta principio di Mach l'idea che sono la massa e la
posizione dei corpi celesti a de�nire l'inerzia ed i sistemi inerziali. Si possono muovere varie obiezioni a questa
idea: nessun osservatore può trovarsi in un universo vuoto e veri�care le idee di Mach, e l'inerzia potrebbe
esistere anche in un universo vuoto.

Comunque sia, le idee di Mach in�uenzarono, per sua stessa ammissione, Einstein. Secondo la �sica newtoniana,
in uno spazio privo di interazioni, i corpi dovrebbero rimanere in quiete o muoversi di moto rettilineo uniforme.
Siccome però l'universo è permeato da campi gravitazionali che non possono essere schermati, tutti i corpi
si muovono lungo traiettorie curve per e�etto di questi campi. Sorge però un problema: se diciamo che una
traiettoria è curva, assumiamo di saper de�nire una linea retta. Ma come possiamo farlo se nessun corpo,
nemmeno i fotoni, come vedremo, segue una linea retta? Cerchiamo allora di far a meno del concetto di linea
retta, e assumiamo che non ci siano enti �sici come le �forze gravitazionali� che curvano le traiettorie dei corpi
celesti, ma che la geometria dello spazio venga modi�cata dalla gravitazione in modo tale che le traiettorie
osservate corrispondono ai moti liberi, inerziali, di detti corpi. Ma come esprimere questo legame tra moto
inerziale e gravitazione?

La Relatività Ristretta può venir descritta da una geometria di Minkowski ds2 = ηαβdxαdxβ ed è dalle pro-
prietà di invarianza del ds2 tra sistemi inerziali che derivano i risultati di questa Teoria (dilatazione dei tempi,
contrazione delle lunghezze, ...). Come si passa ad una metrica ds2 = gαβdxαdxβ in presenza di campi grav-
itazionali? Che legami ci sono tra gαβ ed il campo gravitazionale e tra gαβ e la gravitazione di Newton?
Impostata in questo modo, la Relatività Generale risulta essere una teoria geometrica della gravitazione.

7Ernst Mach (1838-1916) fu professore di �sica e poi di �loso�a all'Università di Vienna. Le sue idee avevano avuto un
precursore nel �losofo e vescovo inglese George Berkeley, nel 1710, quando Newton era ancora vivo.
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3.4 Sistemi localmente inerziali

Volendo dare una descrizione geometrica dello spazio-tempo possiamo usare quello che già abbiamo appreso
riguardo alle super�ci e generalizzarlo in 4 dimensioni. In particolare, abbiamo visto che, in un intorno di un
generico punto, è possibile trasformare gαβ in modo tale che abbia una data forma e che le derivate prime
siano nulle. Quindi, nell'intorno di un evento, possiamo sempre porre gαβ ≡ ηαβ +O(|x|2) : al prim'ordine la
geometria è la stessa della Relatività Ristretta. Nell'intorno (in�nitesimo) di ogni evento le leggi della Fisica
sono quelle che valgono in un sistema di riferimento inerziale. In un intorno di ogni evento posso de�nire un
sistema di riferimento localmente inerziale.

In presenza di campi gravitazionali, per quanto detto poco sopra, localmente gli scostamenti dalla Relatività
Ristretta si manifestano solo a livello delle derivate seconde di gαβ che, ricordiamo, sono connesse con il tensore
di curvatura Rαβγδ. In questo senso la gravitazione curva lo spazio-tempo. Ma quali sono questi sistemi
localmente inerziali?

3.5 Principio di Equivalenza

L'esperienza che corpi diversi cadono (in assenza di resistenza dell'aria) allo stesso modo per e�etto della grav-
ità ha portato a concludere, con grande precisione, che massa inerziale min e massa gravitazionale mgrav sono
tra loro proporzionali (e in pratica uguali, facendo rientrare entro la costante di gravitazione G la costante di
proporzionalità). Einstein assunse che, per de�nizione, min ≡ mgrav. Questo porta al famoso esperimento
pensato dell'ascensore di Einstein: se un osservatore, dotato di strumenti scienti�ci, è rinchiuso in un ascen-
sore e non può quindi vedere cosa accade attorno a lui, non sarà in grado di distinguere, dai suoi esperimenti di
meccanica, tra le due situazioni:

� è fermo in campo gravitazionale con accelerazione di gravità g

� è nello spazio vuoto, e l'ascensore è accelerato verso l'alto con accelerazione costante g

Analogamente, poichè tutto cade allo stesso modo in un campo gravitazionale, l'osservatore non sarà in grado
di distinguere tra le situazioni di:

� moto rettilineo uniforme nel vuoto

� caduta libera in un campo gravitazionale

m=min
m=mgrav

Questo ci permette di dire quali sono i sistemi localmente inerziali : quelli in caduta libera. Quindi in un sistema
in caduta libera valgono localmente (e al prim'ordine in gαβ) le leggi della Relatività Ristretta.

Il Principio di Equivalenza richiede che tutte le leggi della �sica (non solamente quelle della Meccanica) siano
le stesse sia in un sistema localmente inerziale, sia nella Relatività Ristretta.

Il fatto che gli e�etti della gravitazione scompaiano in un sistema in caduta libera, fa sì che i fenomeni che vi
avvengono sono completamente indipendenti dalla presenza di masse vicine. Secondo il punto di vista di Mach,
invece, una grossa massa vicina dovrebbe introdurre una anisotropia della massa inerziale. E�etti dovuti al
Sole o alla nostra Galassia sono stati ricercati, ma non trovati entro ∆m/m ∼ 10−20, per cui il principio di
equivalenza sembra favorito rispetto alle ipotesi di Mach (che quindi non sono completamente coerenti con la
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Relatività Generale, a parte l'ispirazione fornita ad Einstein8).

3.6 Principio di Covarianza Generale

Questo principio ci suggerisce come scrivere le equazioni della �sica in presenza di un campo gravitazionale,
quando sappiamo come sono fatte in assenza di gravità.

A�nchè un equazione esprimente una legge �sica valga in un campo gravitazionale è necessario che:

1. Sia �covariante�, cioè non cambi forma cambiando sistema di riferimento, sia cioè espressa come una
relazione tra tensori.

2. L'equazione valga in assenza di gravitazionali, quando cioè gαβ ≡ ηαβ e Γαβγ ≡ 0.

Ci possono essere molte equazioni covarianti che si riducono, in assenza di gravità, alla stessa equazione della
Relatività Ristretta. Tuttavia, poichè il Principio di Covarianza Generale, come quello di Equivalenza, agiscono
su scale piccole, ci aspettiamo che entrino in gioco solo gαβ e le sue prime derivate. Questo obbedisce anche ad
un principio di semplicità.

In questo modo Tαβ,β → Tαβ;β (derivata covariante), o, ad esempio, per l'equazione del moto di un corpo libero,

d2xα

ds2
= 0→ d2xα

ds2
+ Γαβγ

dxβ

ds
dxγ

ds
= 0

Abbiamo visto che in ogni punto (evento) possiamo de�nire un sistema localmente inerziale, ed in esso le derivate
seconde di gαβ sono in generale 6= 0: è quindi a livello di derivate seconde del tensor metrico che entra in gioco
il campo gravitazionale.

Analogamente, nella �sica newtoniana, in un sistema in caduta libera, quello che si può misurare è la di�erenza
di accelerazione di gravità tra due corpi ∆g/∆x. Questo è il tipo di fenomeno che chiamiamo marea. Ma
g = −∇Φgrav e quindi ∂g/∂x ∝ ∂2Φgrav/∂x

2. Quello che è rilevabile sono quindi le derivate seconde di Φgrav,
come in Relatività Generale lo sono le derivate seconde di gαβ ; vedo quindi che c'è un'analogia tra gαβ e Φgrav:
le gαβ fanno le veci del potenziale gravitazionale di Newton.

3.7 Le equazioni di Einstein

Nella teoria di Newton della gravitazione il potenziale Φ soddisfa l'equazione di Poisson: ∇2Φ = 4πGρ0 e
g = −∇Φ. La Relatività Ristretta ci insegna che tutte le forme di energia sono equivalenti alla massa, e allora
una teoria relativistica della gravità avrà come sorgenti del campo gravitazionale tutte le forme presenti di
energia, e non solamente ρ0. In particolare, la densità di energia del campo gravitazionale stesso è proporzionale
a (∇Φ)2 nel caso newtoniano (pensiamo, per analogia, che la densità di energia del campo elettromagnetico è
proporzionale a E2).9

Se dunque portiamo a sinistra, nell'equazione di Poisson, il termine ∝ (∇Φ)2 che deriverebbe dalla densità di
energia gravitazionale, otteniamo un equazione di�erenziale non lineare (che sarà lineare nella derivata seconda
e quadratica in quella prima) per il campo gravitazionale.

Formalmente avremo un'equazione del tipo:

F (g) ∼ κT

dove g rappresenta il tensore metrico (corrispondente a Φ); F è una operatore di�erenziale (verosimilmente
qualcosa di lineare nelle derivate seconde e quadratico nelle derivate prime) che si riduce a ∇2 nel limite di

8Einstein concepì la sua teoria della Relatività Generale cercando di incorporarvi l'idea di Mach secondo la quale l'inerzia è
dovuta alle interazioni gravitazionali con tutta la materia dell'Universo. Ma, come lui stesso ammise, c'era riuscito solo parzialmente,
dato che ottenne una soluzione delle sue equazioni di campo nella quale una singola particella, immersa in un Universo peraltro
vuoto, possedeva proprietà inerziali.

9Possiamo vedere che la densità di energia del campo gravitazionale è proporzionale a (∇Φ)2, cioè a g2, nel seguente modo.
L'energia potenziale gravitazionale per una massa M di raggio R è data da E = −GM2/R . Se penso che questa energia sia
distribuita nel campo (g ∝ M/r2) creato da M , tra R e ∞, vedo che, chiamando δG la densità di energia gravitazionale, a�nchè
sia −

∫∞
R δG(r) · 4πr2dr ≈ −M2/R occorre che δG(r) ∼ (M/r2)2 ∼ g2.
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campo debole per cui valgono le leggi di Newton, κ è una costante di proporzionalità che conterrà G, T è una
quantità che descrive tutte le forme non-gravitazionali di energia, e che, nel caso nonrelativistico, dovrebbe
ridursi essenzialmente a ρ0.

Un naturale candidato per T è la componente T 00 del tensore energia-impulso. Ma tenere come sorgente del
campo solo una componente di un tensore darebbe una teoria non invariante: si dovrebbe adottare un sistema
di riferimento particolare per calcolare T 00. Da qui l'idea di Einstein di usare come sorgente l'intero Tαβ : anche
la pressione, gli sforzi (se Tαβ non è diagonale), ecc.. tutto agisce come sorgente. Ma se T è un tensore, allora
nell'equazione anche il termine di sinistra deve essere un tensore, funzione del tensor metrico.

Ma Tαβ è simmetrico, ed ha divergenza �covariante� nulla: Tαβ;β = 0. Quindi il termine di sinistra dovrà avere
queste proprietà; in più ci aspettiamo che sia lineare nelle derivate seconde di gαβ e quadratico nelle derivate
prime.

Ma abbiamo già incontrato un tensore con queste proprietà, ed abbiamo visto che è unico nel suo genere: il
tensore di Einstein

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR

Einstein propose quindi, come equazione del campo gravitazionale,

Rαβ −
1

2
Rgαβ = κTαβ

Se penso di includere anche le derivate di ordine zero nell'operatore di�erenziale, ed essendo gαβ simmetrico ed
a divergenza covariante nulla si può aggiungere un termine proporzionale a gαβ :

Rαβ −
1

2
Rgαβ − Λgαβ = κTαβ

Λ e κ sono costanti; Λ è la cosiddetta costante cosmologica.

3.8 Il limite newtoniano - campo debole (weak �eld)

Scritte le equazioni di Einstein, occorre veri�care che, nel limite di validità della �sica classica, esse si riducono
alla legge di Newton; dobbiamo anche vedere quanto vale la costante κ che compare nelle equazioni.

Supponiamo che il campo sia stazionario (cioè la sua derivata temporale sia nulla), che le velocità delle parti-
celle siano piccole (v � c) e che, a grandi distanze dalle masse che generano il campo, il tensore metrico sia
asintoticamente piatto: gαβ → ηαβ . Supponiamo inoltre che il campo sia debole: cioè che gli scostamenti dalla
metrica ηαβ siano piccoli:

gαβ = ηαβ + hαβ con |h| � 1

Poichè v/c� 1 sarà

dx0

ds
=
cdt
cdτ

=
dt
dτ

dxi

ds
=

dxi

cdτ
=

1

c

dxi

dt
dt
dτ

=
vi

c

dt
dτ
� dt

dτ
≡ dx0

ds

L'equazione delle geodetiche sarà, come al solito,

d2xα

ds2
+ Γαβγ

dxβ

ds
dxγ

ds
= 0

ma, per α �ssato, nella somma sugli indici β e γ, i termini in cui compaiono i dxi/ds sono trascurabili rispetto
al termine con

(
dx0/ds

) (
dx0/ds

)
, per cui

d2xα

ds2
+ Γα00

(
dx0

ds

)2

=
d2xα

ds2
+ Γα00

(
dt
dτ

)2

' 0
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Con l'assunzione gαβ = ηαβ + hαβ (|h| � 1) vediamo come calcolare gαβ . Sappiamo che, per de�nizione,
gαδg

δβ ≡ δβα e che ηαδηδβ ≡ δβα. De�niamo la quantità hγδ ≡ ηγαηδβhαβ . Mostriamo che

(ηαβ + hαβ)(ηβδ − hβδ) = δδα :

Sviluppando il termine a sinistra, e trascurando i termini del secondo ordine in h,

(ηαβ + hαβ)(ηβδ − hβδ) = ηαβη
βδ − ηαβhβδ + hαβη

βδ − hαβhβδ =

= δδα − ηαβηβσηδτhστ + hαβη
βδ = δδα

Infatti ηαβηβσ ≡ δσα, δ
σ
αhστ = hατ e ηδτhατ ≡ hαβη

δβ , poiché τ è un indice muto e posso chiamarlo β. Vedo
quindi che ηβδ − hβδ = gβδ.

Calcoliamo Γα00 (ricordiamo che la stazionarietà implica che le derivate rispetto a x0 sono nulle):

Γα00 =
1

2
gαγ
[
∂g0γ

∂x0
+
∂g0γ

∂x0
− ∂g00

∂xγ

]
=

1

2

(
ηαγ − hαγ

)(
− ∂g00

∂xγ

)
' −1

2
ηαγ

∂h00

∂xγ

al primo ordine in h. Quindi

d2xα

ds2
' 1

2
ηαγ

∂h00

∂xγ

(
dt
dτ

)2

� Per α = 0 abbiamo:

d2x0

ds2
=

1

2
η00 ∂h00

∂x0

(
dt
dτ

)2

= 0 ⇒ dx0

ds
= cost =

dt
dτ

� Per α = 1, 2, 3 invece:

d2xi

ds2
=

d2xi

c2dτ2
=

1

c2
d
dτ

[
dxi

dτ

]
=

1

c2
dt
dτ
· d
dt

[
dt
dτ

dxi

dt

]
=

1

c2

(
dt
dτ

)2 d2xi

dt2

per cui

d2xi

ds2
=

1

c2

(
dt
dτ

)2 d2xi

dt2
' 1

2
ηiγ

∂h00

∂xγ

(
dt
dτ

)2

(ηiγ = −1 se i = γ)

cioè

1

c2
d2xi

dt2
' −1

2

∂h00

∂xi
e vettorialmente

1

c2
d2x

dt2
' −1

2
∇h00

Ma secondo la gravità di Newton, indicato con Φ il potenziale,

d2x

dt2
= −∇Φ

e confrontando i due risultati:

−∇Φ ' −c
2

2
∇h00 → h00 '

2Φ

c2
+ cost.

Ma, se a grandi distanze dalle masse sorgenti del campo, Φ → 0 e h00 → 0 pure perchè assumiamo che
gαβ → ηαβ , segue che cost. = 0, cioè

h00 '
2Φ

c2
→ g00 ' 1 +

2Φ

c2

L'ipotesi di campo debole, |h| � 1, implica quindi che sia 2Φ/c2 � 1.

Nel caso di una massa M in cui la densità è distribuita con simmetria sferica, il potenziale esterno è dato da
Φ = −GM/r secondo Newton. L'ipotesi che il campo sia debole implica che |2Φ/c2| � 1, cioè

2GM

rc2
� 1
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Per un buco nero o un corpo generico sferico, RS ≡ 2GM/c2 è il cosiddetto raggio di Schwartzschild, corrispon-
dente, per un buco nero non rotante ed elettricamente neutro, all'orizzonte degli eventi, la zona dalla quale nulla
può uscire (prescindendo da e�etti quantistici di evaporazione). In questo caso vedo che la condizione di campo
debole è che

RS
r
� 1 ⇒ r � RS

Per il nostro sole, RS ∼ 3 km.

Vediamo ora, con le stesse assunzioni fatte sopra, che le equazioni di Einstein si riducono all'equazione di Poisson
∇2Φ = 4πGρ0 e determiniamo la costante κ. Il tensore di curvatura è:

Rαβγδ =
∂Γαβδ
∂xγ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓσβδΓ
α
σγ − ΓσβγΓασδ '

∂Γαβδ
∂xγ

−
∂Γαβγ
∂xδ

(gli altri termini sono O(h2))

I simboli di Christo�el saranno:

Γαβγ =
1
2
gασ
(
∂gβσ
∂xγ

+
∂gγσ
∂xβ

− ∂gβγ
∂xσ

)
' 1

2
ηασ

(
∂hβσ
∂xγ

+
∂hγσ
∂xβ

− ∂hβγ
∂xσ

)
(alloO(h))

Il tensore di Ricci si ottiene da Rαβγδ contraendo il primo e terzo indice:

Rβδ = Rαβ(γ≡α)δ =
∂Γαβδ
∂xα

−
∂Γαβα
∂xδ

=

=
1
2
ηασ

∂

∂xα

(
∂hβσ
∂xδ

+
∂hδσ
∂xβ

− ∂hβδ
∂xσ

)
− 1

2
ηασ

∂

∂xδ

(
∂hβσ
∂xα

+
∂hασ
∂xβ

− ∂hβα
∂xσ

)
=

=
1
2
ηασ

[
∂2hβσ
∂xα∂xδ

+
∂2hδσ
∂xα∂xβ

− ∂2hβδ
∂xα∂xσ

− ∂2hβσ
∂xδ∂xα

− ∂2hασ
∂xδ∂xβ

+
∂2hβα
∂xδ∂xσ

]
=

=
1
2
ηασ

[
∂2hδσ
∂xα∂xβ

+
∂2hβα
∂xδ∂xσ

− ∂2hβδ
∂xα∂xσ

− ∂2hασ
∂xδ∂xβ

]

Riprendiamo l'equazione di Einstein, con il termine in Λ portato a destra:

Rαβ −
1
2
gαβR = κTαβ + Λgαβ

lo moltiplichiamo per gαγ e otteniamo:

Rγβ −
1
2
Rδγβ = κT γβ + Λδγβ

poniamo γ = β (cioè sommiamo su β = γ = 0, 1, 2, 3, δββ = δ0
0 + δ1

1 + δ2
2 + δ3

3 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4) e cioè
contraiamo i tensori; essendo R = Rγγ sarà:

R− 1
2
R · 4 = κT γγ + 4Λ → R = −κT γγ − 4Λ

Sostituendo questo risultato nell'equazione di partenza, questa diventa:

Rαβ = κTαβ + Λgαβ +
1
2
gαβ
(
− κT γγ − 4Λ

)
= κ

(
Tαβ −

1
2
gαβT

γ
γ

)
− Λgαβ

Valutiamo, sempre con le approssimazioni assunte, la componente 00 di Rαβ :

R00 '
1
2
ηασ

[
∂2h0σ

∂xα∂x0
+

∂2h0α

∂x0∂xσ
− ∂2h00

∂xα∂xσ
− ∂2hασ
∂x0∂x0

]
' −1

2
ηασ

∂2h00

∂xα∂xσ
(per la stazionarietà ∂/∂x0 = 0)

ma se α = 0 e/o σ = 0 la derivata è nulla; quindi restano solo i termini con indici 1, 2, 3 (e η11 = η22 = η33 = −1):

R00 '
1
2

[
∂2h00

∂x1∂x1
+

∂2h00

∂x2∂x2
+

∂2h00

∂x3∂x3

]
' 1

2
∇2h00

46



3 RELATIVITÀ GENERALE 3.8 Il limite newtoniano - campo debole (weak �eld)

D'altra parte

R00 = κ

[
T00 −

1
2
g00T

γ
γ

]
− Λg00

Consideriamo per Tαβ il caso polvere: Tαβ = ρ0c
2uαuβ , supponendo trascurabili, rispetto a ρ0c

2, i termini che
esprimono la pressione. Sarà

Tµν = gµαgνβρ0c
2uαuβ (ui � u0 ' 1)

T00 = g0αg0βρ0c
2uαuβ ' g00g00ρ0c

2u0u0 ' g2
00ρ0c

2

Ma g00 = 1 + h00 ' 1 e quindi

T00 ' ρ0c
2

Tαγ = gγβT
αβ = gγβρ0c

2uαuβ

T γγ = gγβρ0c
2uγuβ ' g00ρ0c

2u0u0(+termini trascurabili) ' g00ρ0c
2 ' ρ0c

2

Avremo quindi

1
2
∇2h00 ' κ

(
ρ0c

2 − 1
2
ρ0c

2
)
− Λ → ∇2h00 ' κρ0c

2 − 2Λ

ma h00 = 2Φ/c2 e quindi:

∇2Φ ' κρ0c
4

2
− Λc2 ' κ

(
ρ0c

4

2
− c2Λ

κ

)
L'equazione di Poisson prevede che ∇2Φ = 4πgρ0; le due espressioni coincidono se

(A)
ρ0c

4

2
�
∣∣∣∣c2Λ
κ

∣∣∣∣
(B) 4πGρ0 =

κρ0c
4

2
→ κ =

8πG
c4

Abbiamo quindi l'equazione di Einstein completa

Rαβ −
1
2
gαβR− Λgαβ =

8πG
c4

Tαβ

La condizione su Λ scritta sopra diventa:

|Λ| � 4πGρ0

c2
= ΛE

Nel 1916, quando Einstein scrisse le equazioni delle Relatività Generale, non si conosceva l'espansione cosmica,
e Einstein cercò una soluzione statica per il modello di universo. Vediamo infatti che se Λ = ΛE e ρ0 è la densità
dell'universo; abbiamo ∇2Φ = 0, Φ = cost, g = −∇Φ = 0, dal punto di vista classico.

Una cosa analoga risulta dalle equazioni della Relatività Generale. Questo modello statico è però instabile:
basta una piccola �uttuazione di densità e si produce, localmente, espansione o contrazione.

Dimensionalmente [c2Λ] = [4πgρ0] = [∇2Φ] cioè [Λ] = [∇2(Φ/c2)] = L−2(ricordiamo che Φ/c2 è adimensionale).

Scrivendo ∇2Φ = 4πG[ρ0−c2Λ/4πG] vedo che posso pensare che Λ misuri la densità di massa-energia del vuoto.

Per valutare un limite superiore di Λ possiamo assumere per ρ0 la densità media di un sistema gravitante per
cui le leggi di Newton vanno bene e che quindi richiede Λ ∼ 0. Se assumiamo come sistema gravitante il sistema
solare (massa = M� = 2 · 1033g, raggio dell'orbita di Plutone ∼ 6 · 109km) otteniamo

|ΛSS | � 2 · 10−39cm−2

Se assumiamo come sistema autogravitante un ammasso di galassie (ma qui la sicurezza sulla bontà delle leggi
di Newton è minore), con massa pari a ∼ 1015h−1M� e raggio ∼ 3h−1Mpc, otteniamo

|ΛSS | � 10−54h2cm−2

Einstein de�nì l'introduzione di Λ come il più grande sbaglio della sua vita, ma, come vedremo, essa è ritornata
prepotentemente in auge negli ultimi anni.

Da recenti osservazioni basate su supernovae di tipo Ia in galassie lontane, e dallo studio del fondo cosmico a
microonde, si è ottenuto non più un limite superiore, ma una possibile stima di Λ ∼ 2 · 10−56h2cm−2.
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3.9 Metrica del campo debole e trasformazioni di gauge, onde gravitazionali

Abbiamo visto, trattando il campo debole, che il Tensore di Ricci si può scrivere

Rβδ '
1
2
ηασ

[
∂2hδσ
∂xα∂xβ

+
∂2hβα
∂xδ∂xσ

− ∂2hβδ
∂xα∂xσ

− ∂2hασ
∂xδ∂xβ

]
Portando ηασ (costante) entro gli operatori di derivazione parziale, e chiamando h la traccia di hασ

h = hαα = ηασhασ = h00 − (h11 + h22 + h33)

posso riscrivere la relazione di sopra come

2Rβδ '
∂2hαδ
∂xα∂xβ

+
∂2hσβ
∂xδ∂xσ

− ηασ ∂2hβδ
∂xσ∂xα

− ∂2h

∂xδ∂xβ

De�niamo ora un campo ausiliario hβδ, de�nito in modo che hβδ ≡ hβδ − 1
2ηβδ · h e avremo, moltiplicando per

ηβδ:

h = h− 1
2
h · 4 = −h essendo ηβδ · ηβδ = 4

hβδ = hβδ −
1
2
ηβδh

Osserviamo anche che, usando hβδ, si ha, per i termini misti di hβδ,

hαδ = ηαβhβδ = ηαβhβδ −
1
2
ηαβηβδh = h

α

δ −
1
2
δαδ h

Sostituendo nell'espressione del tensore di Ricci si ha:

2Rβδ ' ∂2h
α

δ

∂xα∂xβ
− 1

2
δαδ

∂2h

∂xα∂xβ
+

∂2h
σ

β

∂xδ∂xσ
− 1

2
δσβ

∂2h

∂xδ∂xσ
− ηασ ∂2hβδ

∂xα∂xσ
+

∂2h

∂xδ∂xσ

=
∂2h

α

δ

∂xα∂xβ
+

∂2h
σ

β

∂xδ∂xσ
− ηασ ∂2hβδ

∂xα∂xσ

poiché il secondo e quarto termine sono uguali, ma di segno opposto, alla metà del sesto e si annullano con
questo.

Osserviamo che le equazioni di Einstein per Gµν sono 10, essendo Gµν simmetrico. Ma Gµν soddisfa anche le
quattro condizioni Gµν;µ = 0, per cui ho 10− 4 = 6 equazioni indipendenti. Le incognite sono le 10 componenti
del tensor metrico, in questo caso hβδ. Vedo quindi che le equazioni di Einstein non riescono a de�nire in modo
univoco la soluzione. Per far questo è necessario imporre altre quattro condizioni su hβδ, occorre cioè sciegliere
quello che si dice un gauge particolare. In questo caso è particolarmente indicato il cosiddetto gauge di Lorentz
(vedremo più avanti perché questo si può fare e che senso ha):

∂h
α

δ

∂xα
≡ 0 (4 condizioni: δ = 0, 1, 2, 3)

Con questa scelta i due termini contenenti h
α

δ nell'equazione in alto sono nulli e rimane:

Rβδ ' −
1
2
ηασ

∂2hβδ
∂xα∂xσ

= −1
2

[
1
c2
∂h2

βδ

∂t2
−
(
∂2hβδ
∂x2

+
∂2hβδ
∂y2

+
∂2hβδ
∂z2

)]
≡ −1

2
�2hβδ

dove con �2 si indica l'operatore d'Alembertiano.

=⇒Metrica del campo debole (stazionario)

=⇒Trasformazioni di gauge

Abbiamo visto che le equazioni di Einstein si possono scrivere anche nella forma Rβδ = funzione di Tβδ e Λ. Se
siamo nel vuoto, e trascuriamo Λ, allora sarà:

Rβδ ≡ 0 ⇒ �2hβδ ≡ 0

che è l'equazione di un'onda che propaga alla velocità della luce.
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A questa equazione vanno a�ancate le condizioni di gauge

∂h
α

δ

∂xα
= 0 ma siccome h

α

δ = ηαβhβδ = ηαβhβδ −
1
2
ηαβηβδh = hαδ −

1
2
δαδ h

⇒ ∂hαδ
∂xα

− 1
2
δαδ

∂h

∂xα
=
∂hαδ
∂xα

− 1
2
∂h

∂xδ
= 0

Cerchiamo una soluzione rappresentata da un'onda piana: hβδ = Aβδ e
i kγ ·xγ con Aβδ = cost.

Poichè hβδ è simmetrico (10 componenti indipendenti), poste le 4 condizioni di gauge, restano 6 gradi di libertà.
Ma di questi 6, 4 sono in realtà �ttizi, legati all'arbitrarietà del sistema di riferimento, per cui alla �ne mi
rimangono solo 2 gradi di libertà veri e propri. Vediamo come.

Scegliamo, come 4 condizioni che �ssano il sistema di riferimento, le seguenti:

h = 0 h0i = 0

Dalla prima segue subito che hαβ ≡ hαβ .

Sostituiamo l'onda piana nella �2hβδ = 0, che scriviamo nella forma

ηασ
∂2hβδ
∂xα∂xσ

= 0

e otteniamo

Aβδ η
ασ ∂

∂xα

(
∂

∂xσ
ei kγ ·x

γ

)
= Aβδ η

ασ ∂

∂xα

(
i kσe

i kγ ·xγ
)

= i kσAβδ η
ασ · ei kγ ·x

γ

· i kα =

= −Aβδ ei kγ ·x
γ

· kσkαηασ = −Aβδ ei kγ ·x
γ

· kσkσ = 0 ⇒ kσk
σ = 0

Scriviamo il quadrivettore kσ come kσ ≡ (ωc , k). Poichè kσ = ησαk
α sarà:

kσk
σ = ησαk

αkσ = k0k0 − (k1k1 + k2k2 + k3k3) =
ω2

c2
− |k|2 ≡ 0

Da questo ho ω = kc → }ω = }k · c ⇒ E = P · c come per i fotoni, con massa a riposo nulla: il
quanto mediatore dell'interazione gravitazionale, il gravitone, ha massa nulla.

Osserviamo anche che
kγ · xγ = ηγσk

σ · xγ = k0x0 − |k · x| = ωt− k · x
Dalla condizione di gauge:

∂hαδ
∂xα

= 0 essendo hαδ = ηασhσδ = ηασAσδ e
i kγ ·xγ

∂

∂xα

(
Aσδ η

ασei kγ ·x
γ

)
= Aσδ η

ασei kγ ·x
γ

· i kα ≡ 0

cioè
i kαA

α
δ e

i kγ ·xγ = i kαh
α
δ = 0 ⇒ hαδ · kα = 0

che è detta condizione di trasversalità. Vediamo perchè.

Scegliamo la direzione di propagazione lungo l'asse x: ovvero k ≡ (k, 0, 0) e quindi hασ · kα = ηαδhδσkα =
hδσk

δ = 0. Ricordiamo le condizioni di scelta del sistema di riferimento (h = 0 e h0i = 0).

σ = 0 → h00k
0 + h10k

1 + h20k
2 + h30k

3 = 0 → h00 = 0

σ = 1 → h01k
0 + h11k

1 + h21k
2 + h31k

3 = 0 → h11 = 0

σ = 2 → h02k
0 + h12k

1 + h22k
2 + h32k

3 = 0 → h12 = h21 = 0

σ = 3 → h03k
0 + h13k

1 + h23k
2 + h33k

3 = 0 → h13 = h31 = 0

Riassumendo il tutto in forma matriciale

hβδ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 h22 h23

0 0 h32 h33

 h = 0⇒ h22 + h33 = 0⇒ h22 = −h33 ≡ h+

e per simmetria h23 = h32 ≡ h×
⇒ hβδ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 h+ h×
0 0 h× −h+


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Vedo che se k è lungo l'asse x, le componenti non nulle dell'onda sono perpendicolari all'asse x. Sono onde
trasversali a due componenti (polarizzazioni):{

h+ = A+ ei(ωt−k·x)

h× = A× e
i(ωt−k·x)

3.10 Lenti gravitazionali

Abbiamo visto che la metrica del campo debole, stazionario, si può scrivere nella forma

ds2 =
(

1 +
2Φ
c2

)
c2dt2 −

(
1− 2Φ

c2

)(
dx2 + dy2 + dz2

)
Questo risultato ci permette di ricavarne un altro molto interessante. Per un raggio luminoso ds2 = 0 e, posto
dx2 + dy2 + dz2 ≡ dl2, avremo (

1 +
2Φ
c2

)
c2dt2 =

(
1− 2Φ

c2

)
dl2

da cui (
dl
dt

)2

= c2

(
1 + 2Φ

c2

)
(

1− 2Φ
c2

) ≡ v2
eff ≡

c2

n2
g

dove veff è la velocità e�cace di propagazione dell'onda luminosa e ng si può pensare come un indice di
rifrazione gravitazionale. Si ha

ng =

√√√√√√√
(

1− 2Φ
c2

)
(

1 + 2Φ
c2

) ∼√(1− 2Φ
c2

) (
1− 2Φ

c2

)
→ ng ' 1− 2Φ

c2

Se Φ = 0 all'in�nito ed è negativo nei pressi di una massa, ng > 1 e veff < c. Queste relazioni ci fanno vedere
che lo spazio, per e�etto della gravitazione, si comporta come un mezzo rifrattivo: questa è la base di quei
fenomeni noti come lenti gravitazionali.
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4 LA METRICA DI ROBERTSON-WALKER

4 La metrica di Robertson-Walker

4.1 Il principio cosmologico

Se vogliamo applicare la Relatività Generale (intesa come la miglior teoria disponibile per descrivere il moto
dei corpi per e�etto della distribuzione di materia) allo studio del cosmo, dovremo aspettarci che, in generale,
la geometria dello spazio tempo non sia statica, ma dipenda dal tempo. Questo è anche suggerito dall'evidenza
osservativa di un moto generale di allontanamento delle galassie da noi (legge di Hubble).

Se però le linee di universo (traiettorie nello spazio-tempo) delle galassie, pensate come �mattoni� dell'universo
e �traccianti� della sua evoluzione, fossero come in �gura, le cose sarebbero estremamente complicate: non ci
sarebbe nessun ordine nell'evoluzione e, dove le linee si incrociano, avremmo delle collisioni.

ct

Fortunatamente le osservazioni astronomiche ci confortano. L'espansione dell'universo appare abbastanza rego-
lare. Vi sono, a causa della presenza di disomogeneità (come gruppi, ammassi di galassie), delle perturbazioni nei
moti delle galassie indotti dall'azione gravitazionale di queste disomogeneità. Ma questi moti sono relativamente
�piccoli�, con velocità dell'ordine di 100÷ 1000 km/s, rispetto alle velocità di allontanamento (recessione)10 da
noi delle galassie che, nelle survey ottiche, arrivano anche a frazioni signi�cative della velocità della luce. Questi
moti, inoltre, appaiono generalmente non sistematici.

Si sta inoltre delineando sempre meglio l'evidenza che, su scale dell'ordine dei 100 h−1Mpc, l'universo sia in
media simile a se stesso. L'elevatissimo grado di isotropia della radiazione di fondo a microonde, che è dell'ordine
di 10−5 , e la posizione per nulla particolare occupata dalla Galassia nella struttura a grande scala, rendono
ragionevole supporre che questa isotropia non sia caratteristica della nostra collocazione, ma sia tipica di ogni
punto dello spazio. È questa un'ulteriore applicazione del punto di vista �Copernicano�, secondo il quale l'uomo
non occupa più il centro geometrico dell'universo. Ma l'isotropia attorno ad ogni punto dello spazio implica
l'omogeneità di questo11 (in uno spazio disomogeneo sarebbe impossibile avere ovunque isotropia). Osserviamo
incidentalmente che non è necessariamente vero il contrario: posso avere uno spazio omogeneo ma non isotropo
(immaginiamo come esempio un universo omogeneo, ma in rotazione attorno ad un certo asse spaziale).

Sulla base di quanto detto sopra arriviamo ad enunciare il Principio Cosmologico: �Ad ogni epoca �ssata
l'universo appare lo stesso in ogni punto, a parte le irregolarità locali� .12

L'enunciazione di questo principio permette di sempli�care enormemente lo studio della cosmologia. Possiamo
pensare di smussare tutte le irregolarità e moti locali, su scale dell'ordine dei 100h−1Mpc, ottenendo un substrato
che evolve in modo uniforme ovunque, ad un certo istante. Posso dire �ad un certo istante�, lasciando presupporre
l'esistenza di un tempo de�nibile in modo inequivocabile, proprio perchè l'universo è omogeneo: in ogni punto
la situazione evolve allo stesso modo (posso pensare di legare lo scorrere del tempo, in ogni punto, alla densità
locale di materia; a densità uguali corrispondono tempi uguali).

10Più che di una vera velocità, si tratta del rate di variazione della distanza propria, come vedremo; ma, seppur impropriamente
( e pericolosamente), si usa abitualmente questo termine, come in questa pagina

11Almeno nel caso che la distribuzione di materia non sia un frattale.
12Esiste anche un Principio Cosmologico Perfetto, secondo il quale l'universo appare lo stesso in ogni luogo ed in ogni tempo,

nel quale quindi la densità ed i vari parametri cosmologici non mutano nel tempo. Questo Principio è stato implementato nel
modello di universo detto Stato Stazionario (Steady State) di Hoyle, Bondi e Gold.
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ct

Immaginiamo di riempire �ttamente questo spazio �smussato� e omogeneo di osservatori, ognuno con orologio
e regoli, ognuno in quiete rispetto al moto medio della materia circostante. Le linee di universo (cioè le
geodetiche) di questi osservatori non si intersecano, eccetto possibilmente in un punto singolare nel passato e,
forse, nel futuro. C'è una sola geodetica che passa per un punto dello spazio-tempo, e quindi la materia possiede,
in ogni punto, una ben de�nita velocità. Questo substrato �smussato� si comporta come un �uido perfetto. La
regolarità del moto degli osservatori (postulato di Weyl) permette di de�nire, per ogni valore del tempo cosmico,
una sezione spaziale t = cost dello spazio-tempo. Queste sezioni spaziali sono perpendicolari alle geodetiche
descritte dagli osservatori (vedi più avanti).

Se consideriamo infatti uno di questi osservatori O in quiete rispetto al moto medio locale della materia, la sua
geodetica sarà per lui de�nita dalle condizioni xi = cost (i = 1, 2, 3) ; se consideriamo un osservatore vicino, che
si trovi sulla stessa super�cie t = t0 = cost, cioè x0 = cost, di O, il vettore ∆x che unisce l'evento O all'evento O′

sarà perpendicolare al vettore ∆t parallelo alla geodetica per O ed alla quadrivelocità di componenti (1, 0, 0, 0).
Se fosse ∆t ·∆x 6= 0 gli eventi O ed O′ non sarebbero più contemporanei, perchè ∆x avrebbe una componente
non nulla lungo l'asse dei tempi di O.

Questo ci permette di sempli�care la scelta della metrica per l'osservatore O, che sarà in generale

ds2 = gαβdx
αdxβ

Poichè però vettori del tipo (1, 0, 0, 0) (tipo ∆t) e vettori del tipo (0, 1, 0, 0) del tipo ∆x sono perpendicolari, il
loro prodotto scalare si scriverà:

∆t ·∆x = 0 = g0i∆t0∆xi ∀∆t0, ∀∆xi ⇒ g0i = 0

e la metrica sarà del tipo
ds2 = g00(dx0)2 + gijdx

idxj (i, j = 1, 2, 3)

Ricordiamo che, per il tipo di osservatori scelto, in quiete rispetto al moto medio locale dell'universo, le compo-
nenti spaziali dxi sono nulle, cioè xi = cost: i valori delle coordinate spaziali assegnate all'osservatore restano
costanti nel tempo. Queste coordinate costanti sono dette co-moventi (co-moving). Il fatto che le coordinate
degli osservatori siano costanti non implica che mutue distanze siano costanti, perchè i gαβ dipenderanno, in
generale, anche dal tempo.

Consideriamo un osservatore co-movente O. Le sue coordinate spaziali saranno xi = cost, per cui dxi = 0;
l'intervallo ds2 tra due eventi successivi lungo la linea d'universo di O sarà quindi ds2 = g00(dx0)2, ma questo
è anche uguale, per de�nizione, a c2dτ2 con τ tempo proprio associato ad O:

c2dτ2 = g00(dx0)2
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Lo spazio è omogeneo, e questa relazione deve valere per qualunque osservatore, quali che siano le sue coordinate
xi, per cui g00 deve dipendere solo da x0. Posso quindi de�nire una nuova scala di tempo cosmico tale che

cdt =
√
g00dx

0

che coinciderà con il tempo proprio degli osservatori co-moventi e scriverò, usando t per indicare il tempo
proprio,

ds2 = c2dt2 + gijdx
idxj

Un sistema di riferimento in cui sia g00 ≡ 1 e g0i ≡ 0 è detto sincrono. In questo caso le linee d'universo
xi = cost. sono linee geodetiche. Infatti il quadrivettore tangente alla linea d'universo uα ≡ dxα/ds ha le
componenti uguali a (1, 0, 0, 0) e soddisfa automaticamente l'equazione delle geodetiche perché

duα

ds
+ Γαβγu

βuγ ' Γα00

ma, essendo g00 = 1 = cost. e g0i = 0,

Γα00 =
1
2
gασ

(
∂gσ0

∂x0
+
∂gσ0

∂x0
− ∂g00

∂xσ

)
= 0

Consideriamo ora un triangolo formato da tre particelle sia al tempo t = t0 che al temo successivo t = t1. I due
triangoli non saranno in generale uguali, ma saranno necessariamente simili, perchè se così non fosse ci sarebbe
disomogeneità e/o anisotropia nell'universo, in contrasto con in Principio Cosmologico. Da questo deriva che la
dipendenza dei gij dal tempo deve essere simile, e non dipendere dalle coordinate spaziali. Perciò sarà:

ds2 = c2dt2 + a(t)2gijdx
idxj

dove la dipendenza dal tempo è tutta nella funzione a(t) detta fattore di scala, ed i gij non dipendono dal
tempo. Il rapporto a(t1)/a(t0) rappresenta l'ingrandimento al tempo t1, rispetto al tempo t0, di una lunghezza
misurata lungo le due super�ci t = t1 e t = t0.

Osserviamo che, per eventi che giacciono su una super�cie t = cost (dt = 0), e che sono qindi tra loro contem-
poranei, il ds2 sarà del tipo �spazio� e quindi < 0, cioè a2(t)gijdxidxj < 0; se poniamo g̃ij = −gij sarà quindi
a2(t)g̃ijdxidxj > 0 e scriveremo

ds2 = c2dt2 − a2(t)g̃ijdxidxj

che è del tipo ds2 = c2dt2−(dl)2 (come siamo abituati a scrivere nella Relatività Ristretta), dove dl2 è l'intervallo
in uno spazio 3-D caratterizzato da t = cost = t0

dl2 = a2(t0)g̃ijdxidxj i = 1, 2, 3

Dobbiamo ora de�nire g̃ij per uno spazio a 3 dimensioni che sia isotropo e omogeneo.

4.2 La metrica di Robertson e Walker

Usiamo anzitutto il fatto di avere una simmetria sferica dovuta all'isotropia scegliendo un sistema di coordinate
sferico, che ri�ette questa simmetria. Restiamo, per ora, nello spazio euclideo e de�niamo:

x = Rsinθcosφ

y = Rsinθsinφ

z = Rcosθ
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x

y

z

q

f

R

O

P

De�nita in questo modo la super�cie sferica è immediato ricavare il tensore metrico:

xR = (sinθcosφ, sinθsinφ, cosθ)
xθ = (Rcosθcosφ,Rcosθsinφ,−Rsinθ)
xφ = (−Rsinθsinφ,Rsinθcosφ, 0)

3gij =

1 0 0
0 R2 0
0 0 R2sin2θ


dl2 = dR2 +R2(dθ2 + sin2θdφ2) = dR2 +R2dΩ2

Per R = cost sarà dl2 = R2dΩ2 con 2gij =
( R2 0

0 R2sin2θ

)
. Ricordiamo che l'area della super�cie si può

ottenere dalla relazione

dA =
√

2g dθdφ = R2sinθdθdφ

da cui l'area della sfera è pari a

A =
∫ 2π

0

∫ π

0

R2sinθdθdφ = 4πR2

Questa relazione si può generalizzare alle tre dimensioni ottenendo in questo caso un volume:

dV =
√

3g dRdθdφ = R2sinθdRdθdφ

da cui otteniamo

V =
4
3
πR3

Tutto questo vale nella spazio euclideo, in cui l'area della sfera è 4π×(il coe�ciente di dΩ2). In uno spazio
generico, non euclideo, ma a simmetria sferica, la scostamento dallo spazio euclideo si farà sentire (a causa
dell'isotropia) solo in direzione radiale. Ogni punto si troverà su una super�cie sferica bidimensionale, il cui
elemento di linea sarà

dl2 = g(r′)(dθ2 + sin2θdφ2) = g(r′)dΩ2

dove g(r′) è una funzione della terza coordinata (quella radiale) che abbiamo chiamato r′. Sulla sfera g(r′) =
cost. e l'area della sfera sarà 4π × g(r′).

Poichè ho la massima libertà nel de�nire il sistema di coordinate, posso ride�nire la coordinata radiale r in
modo che r2 ≡ g(r′), con una trasformazione r′ → r. Allora, nuovamente, una super�cie con r = cost ha area
4πr2, ma ora r non corrisponde più alla distanza propria radiale (misurata idealmente con regoli a t = cost.,
immaginando cioè di congelare l'espansione) dal centro alla super�cie sferica, anche se ovviamente ci sarà un
legame tra le due grandezze.

Posso vedere la cosa in modo intuitivo riducendo di uno la dimensione dello spazio e parlando di circonferenza
anzichè di area. Nel piano euclideo abbiamo C = 2πa; ma su una sfera sarà C = 2πf(a) = 2πx con x = f(a) =
Rsinθ = Rsin(a/R). Ora x non rappresenta la distanza propria della circonferenza dal centro, che è a, ma è
una coordinata come le altre, e la posso usare se mi torna utile.
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C

a

a

C=2pa C=2px

Torniamo alla sfera nello spazio 3-D, con r come coordinata radiale (legata alla distanza propria ma diversa da
questa). L'elemento di linea nello spazio sarà

dl2 = grrdr
2 + r2dΩ2 (dΩ2 = dθ2 + sin2θdφ2)

I termini del tipo grθ o grφ saranno nulli poichè la coordinata radiale r sarà, per la simmetria sferica che
impongo, perpendicolare alle super�ci r = cost.

Tornando allo spazio-tempo avremo quindi un

ds2 = c2dt2 − a(t)2
[
f(r)dr2 + r2dΩ2

]
con f(r)da determinare. Fissiamo la coordinata temporale: t = t0, così che a(t) = a(t0) = a0 = cost; il tensor
metrico della parte spaziale sarà (in coordinate r, θ, φ):

gij =

a2f(r) 0 0
0 a2r2 0
0 0 a2r2sin2θ

 gij =

 1
a2f(r) 0 0

0 1
a2r2 0

0 0 1
a2r2sin2θ

 g = a6f(r)r4sin2θ

Voglio imporre la condizione che lo spazio sia omogeneo; questo signi�ca che anche la curvatura dello spazio
sarà costante ovunque. Ho una sola funzione da de�nire, f(r), per cui mi basta una sola condizione, cioè che lo
scalare di Ricci della sezione spaziale a tempo cosmico costante, 3R, sia costante.

Ricordiamo che 3R = gαβ 3Rαβ e 3Rαβ =3 Rγαγβ (abbiamo messo l'apice 3 davanti a R per indicare che ci
riferiamo alla parte spaziale, non allo spazio-tempo completo).

Il calcolo è lungo, noioso, e banale. Riportiamo solo alcuni passaggi. Si inizia come sempre dalle connessioni
a�ni; ce ne sono 18 indipendenti; di queste solo 7 sono diverse da zero:

Γ1
11 =

1
2

1
f

df
dr

Γ1
22 = − r

f

Γ1
33 = −rsin

2θ

f
Γ2

12 = Γ2
21 =

1
r

Γ3
13 = Γ3

31 =
1
r

Γ2
33 = −sinθcosθ

Γ3
23 = Γ3

32 =
cosθ
sinθ

Poichè 3R = gβδRβδ = g11 3R11 + g22 3R22 + g33 3R33 risulta che:

3R11 =
1
r
· 1
f

df
dr

3R22 = 1− 1
f

+
1
2
r

f2

df
dr

3R33 = sin2θ ·3 R22

da cui, imponendo che 3R = costante = K

3R = K =
2

a2r2

[
1− 1

f
+

r

f2

df
dr

]
=

2
a2r2

[
1− d

dr

(
r

f

)]
=

2
a2r2

d
dr

[
r

(
1− 1

f

)]
da cui

d

[
r

(
1− 1

f

)]
=
Ka2r2

2
dr
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cioè

r

(
1− 1

f

)
=
Ka2r3

6
+A ⇒ f(r) =

1
1 + Ka2r2

6 − A
r

Ma, se r → 0, la metrica sarà quella euclidea per cui f(r) ≡ 1; ne segue che A = 0 e

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[

dr2

1− Ka2(t)r2

6

+ r2dΩ
]

Osserviamo però che, come avevamo detto, la dipendenza dal tempo della parte spaziale si esplica attraverso la
a2(t) davanti alla parentesi quadra, ed il termine all'interno di questa non dipende dal tempo. Questo signi�ca
che Ka2(t) non dipende dal tempo, e questo si vede anche dalla relazione che de�nisce K, nella quale si vede
che Ka2 è funzione di r. Sarà allora K = K(t).

De�niamo un cambiamento di scala in r tale che Ka2r2

6 ≡ kr̃2, dove k = 0 seK = 0, altrmenti k ha lo stesso
segno di K, ma modulo 1. Abbiamo quindi

r2 =
6k
Ka2

r̃2 → r = r̃

√
6k
Ka2

dr =

√
6k
Ka2

dr̃

e quindi

dl2 = a2(t)
[

6k
K(t)a2(t)

· dr̃2

1− kr̃2
+

6k
K(t)a2(t)

r̃2dΩ2

]
=

6k
K(t)

[
dr̃2

1− kr̃2
+ r̃2dΩ2

]
Se vogliamo che dl2 = ã2(t)[...], de�niamo 6k

K(t) ≡ ã
2(t) e avremo:

dl2 = ã2(t)
[

dr̃2

1− kr̃2
+ r̃2dΩ2

]
in cui K(t) =3 R(t) ≡ 6k

ã2(t) .

Se �nalmente lascio cadere la tilde inessenziale avremo che la metrica del nostro universo si potrà scrivere

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
che è la metrica (l'elemento di linea) di Robertson-Walker, in cui lo scalare di Ricci che esprime la curvatura
della parte spaziale è K = 6k/a2(t), dove t è il tempo cosmico, tempo proprio degli osservatori co-moventi, θ e
φ sono coordinate angolari e r è legata alla distanza radiale.

4.3 Topologia dell'Universo

Vediamo ora in dettaglio le proprietà topologiche dei modelli cosmologici corrispondenti ai tre casi k = 0,+1,−1.

4.3.1 Caso k = 0

Se k = 0 la sezione spaziale a tempo cosmico costante è uno spazio euclideo (piatto) E3, 0 < r < ∞, lo spazio
è in�nito. Super�ci e volumi si esprimono nel modo abituale.

4.3.2 Caso k = +1

Per dθ = dφ = 0 abbiamo dl = a(t) dr√
1−r2 per cui vedo che |r| < 1 e la metrica diverge se r → 1. Posso eliminare

questa divergenza scegliendo una nuova coordinata χ al posto di r, tale che r = sinχ così che

dr = cosχdχ =
√

1− sin2χdχ =
√

1− r2dχ

dl2 = a2(t)
[

(1− r2)dχ2

1− r2
+ sin2χdΩ2

]
= a2(t)

[
dχ2 + sin2χdΩ2

]
con 0 ≤ χ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.
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Per visualizzare meglio la metrica facciamo un passo indietro, alla sfera in 2-D in E3. Sarà χ = s/a; s = aχ,
asinχ = x

dl2 = a2dχ2 + x2dφ2 = a2
(
dχ2 + sin2χdφ2

)
Inoltre, detto u ≡ x/a, u = sinχ, du = cosχdχ =

√
1− sin2χdχ =

√
1− u2dχ e la metrica diviene:

dl2 = a2

[
du2

1− u2
+ u2dφ2

]
Vedo che la coordinata r in Robertson-Walker con k = +1 corrisponde a x/a nel caso 2-D della sfera; χ varia
tra 0 e π.

Consideriamo una ipersfera13: una sfera 3-D in E4. L'equazione della sfera, estendendo il teorema di Pitagora
e ricordando che la quarta dimensione sarà in qualche modo perpendicolare alle altre tre, sarà

x2 + y2 + z2 + u2 = a2 a = cost = raggio della sfera

Sia r2 = x2 + y2 + z2 (sfera 2-D per u = cost) così che a2 = r2 + u2 = cost. Di�erenziando ottengo

2rdr + 2udu = 0 → rdr = −udu

du2 =
r2dr2

u2
=

r2dr2

a2 − r2

Questo per garantire che lo spostamento du sia sulla ipersfera in E4. Il dl2 in E4 sarà (ricordiamo che E4 è
euclideo):

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 + du2

Esprimento dx2 + dy2 + dz2 in coordinate polari come al solito abbiamo:

dl2 = dr2 + r2dΩ2 + du2 = dr2 + r2dΩ2 +
r2dr2

a2 − r2
= dr2

[
1 +

r2

a2 − r2

]
+ r2dΩ2 =

dr2

1− r2/a2
+ r2dΩ2

Posto r̃ = r/a abbiamo che (dr = adr̃):

dl2 = a2

[
dr̃

1− r̃2
+ r̃2dΩ2

]
E questa è la parte spaziale della metrica di Robertson-Walker con k = +1, che è quindi localmente la stessa di
una ipersfera in E4.

Torniamo alla metrica di R&W nella forma dl2 = a2(t)
[
dχ2 + sin2χdΩ2

]
e, ricordando come si valutano gli

elementi di super�cie e di volume, calcoliamo appunto super�cie e volume.

Per una sfera 2-D, ponendo dχ = 0, avremo

2gij =
(
a2sin2χ 0

0 a2sin2χsin2θ

)
→

√
2g = a2sin2χsinθ

A(χ) =
∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

a2sin2χsinθdθdφ = 4πa2(t)sin2χ

13Possiamo pensare alla sfera come ad un disco il cui bordo è tutto identi�cato in un punto. Con un'analogia, possiamo pensare
ad un'ipersfera come ad una sfera (intesa come volume sferico), la cui super�cie è tutta identi�cata in un punto.

57



4.3 Topologia dell'Universo 4 LA METRICA DI ROBERTSON-WALKER

Questa è minima sia per χ → 0 che per χ → π e massima all' �equatore� χ = π/2, ed è sempre, come ci si
aspetta per K > 0, k = +1:

Area
(raggio)2

=
4πa2sin2χ

a2χ
< 4π

Il raggio proprio si ottiene dalle metrica ponendo dθ = dφ = 0 e risulta rp = aχ.

Per calcolare il volume dello spazio avremo

3gij =

a2 0 0
0 a2sin2χ 0
0 0 a2sin2χsin2θ

 →
√

3g = a3sin2χsinθ

Il volume entro la coordinata �radiale� χsarà:

V (χ) =
∫ χ

χ=0

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

a3sin2χsinθdθdφdχ = 2πa3

(
χ− sin2χ

2

)
che cresce, ed ha un valore massimo �nito, per χ = π pari a V = 2π2a3.

Il volume totale dello spazio è proporzionale a a3, per cui si dice che a(t) è il �raggio dell'universo�. Il volume
è �nito, anche se non ci sono con�ni �sici e la topologia di questo spazio è indicata con S3.

4.3.3 Caso k = −1

In questo caso non vi sono discontinuità in r (0 ≤ r ≤ ∞) e

dl2 = a2

[
dr2

1 + r2
+ r2dΩ2

]
Introduciamo anche qui la variabile χ e de�niamo r ≡ sinhχ da cui (si ricordi che cosh2χ − sinh2χ = 1 )
dr = coshχdχ =

√
1 + sinh2χdχ =

√
1 + r2dχ e

dl2 = a2
[
dχ2 + sinh2χ

(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
Possiamo cercare di fare come nel caso di k = +1: di �immergere� la super�cie di cui dl2 è la metrica, in uno
spazio a 4 dimensioni. De�niamo la super�cie

u2 − x2 − y2 − z2 = a2 = cost r2 = x2 + y2 + z2

u2 − r2 = a2 ⇒ udu = rdr du2 =
r2dr
a2 + r2

Possiamo vedere la super�cie (eliminando, come in �gura, la coordinata z) come un iperboloide a 2 falde. Ma
se tentiamo di fare la stessa cosa fatta per la ipersfera scrivendo dl2 = dx2 + dy2 + dz2 + du2 otteniamo

dl2 =
r2dr
a2 + r2

+ dr2 + r2dΩ2
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che non è metrica voluta. Per riuscire nell'intento dobbiamo assumere uno spazio simile a quello di Minkowski

con tensor metrico


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 per cui dl2 = dx2 + dy2 + dz2 − du2 e allora:

dl2 = dr2 + r2dΩ2 − r2dr
a2 + r2

=
dr

1 + r2/a2
+ r2dΩ2

e posto r ≡ r/a si ha, come voluto:

dl2 = a2

[
dr

1 + r2 + r2dΩ2

]
Non è possibile contenere lo spazio, indicato con H3, in E4, come si cercava di fare! Ci vorrebbe infatti E7

(come per H2 ci vorrebbe E5).

Analogamente a quanto abbiamo fatto per k = +1 possiamo calcolare la super�cie della sfera di raggio aχ
(raggio proprio):

A(χ) =
∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

a2sinh2χsinθdθdφ = 4πa2sinh2χ

e poichè sinhχ ≥ χ si ha che
Area

(raggio)2
=

4πa2sinh2χ

a2χ2
> 4π

Il volume, potendo χ → ∞, è in�nito. Il fatto che la super�cie della sfera cresca più rapidamente che nello
spazio euclideo rende impossibile contenere H3 in E4, cosa invece possibile per S3, in cui l'area cresce meno
rapidamente che in E4.

Chiudiamo il paragrafo facendo osservare che la metrica di R&W, oltre che nel modo in cui l'abbiamo presentata
sopra, cioè

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
si può trovare scritta anche nella forma, peraltro equivalente,

ds2 = c2dt2 −R2(t)
[
dχ2 + S2

k(χ)
(
dθ2 + sin2θdφ2

)]

con R(t) fattore di scala, e la funzione Sk(χ) de�nita come:

Sk(χ) =

 sin(χ) (k = +1)
χ (k = 0)

sinh(χ) (k = −1)

Ma, attenzione, al posto di χ si può trovare scritto r, per cui bisogna capire dal contesto quale delle due
relazioni viene usata! Noi useremo generalmente la prima delle due forme.

4.3.4 Topologie più complesse

Nei tre casi visti sopra abbiamo analizzato le tre topologie più semplici: E3, S3edH3. Ma la Relatività Generale
è in realtà una teoria locale, e la nostra assunzione di isotropia e omogeneità locali implica che lo spazio è
localmente quello di E3, S3ed H3.

Sono però possibili topologie più complesse14. Vediamo alcuni esempi.

Se partiamo inizialmente in 2 dimensioni (per aiutare lintuizione) possiamo costruire un Toro 2D (T2) partendo
da una super�cie rettangolare piana (euclidea). Si identi�cano in modo opportuno punti appartenenti al bordo
del rettangolo e questo si può visualizzare immaginando di eseguire piegature ed incollaggi come mostrato qui
sotto (ma la curvatura si mantiene nulla, mentre la ciambella qui sotto non ha curvatura nulla in E3!):

14Si vedano, ad esempio, gli articoli The Mathematics of Three-Dimensional Manifolds diW.P. Thurston e J.R. Weeks, Scienti�c
American, July 1984, p. 94 e La forma dell'universo di C. Adams e J. Shapiro, Le Scienze, 414, p. 72. Anche il libro La segreta
geometria del cosmo di J.-P. Luminet, 2004, Ra�aello Cortina Editore, ed il sito di Je�rey Weeks www.geometrygames.org
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Immaginiamo ora un insetto che cammina sulla super�cie del toro. L'insetto attraversa il con�ne superiore in
2 e rientra dal basso in 2', esce in 3 a destra e rientra in 3' a sinistra. Il toro è equivalente ad un rettangolo i
cui bordi sono identi�cati a due a due. Pur essendo �nita, la super�cie non ha con�ni.

1

2

2’

33’

?’

Un altro e�etto tipico di questo tipo di topologia compatta è la presenza di fantasmi (ghosts), cioè di immagini
multiple dello stesso oggetto S, che arrivano in O da varie direzioni. Poiché i cammini, e quindi i tempi di
percorrenza, sono diversi, le varie immagini dello stesso oggetto ce lo mostrano in diversi momenti della sua
evoluzione (quindi non è banale riconoscerlo!).

O

S

L'analogo di T2 in 3D è il toro 3D, T3. Un osservatore posto al suo interno ha l'impressione di trovarsi in
una stanza con pareti, so�tto e pavimento ricoperti di specchi che però non rovesciano l'immagine. Anche qui
osserveremo, per ogni oggetto reale, i suoi fantasmi in tutte le direzioni.
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Toro 3D T
3

Quanto detto vale per uno spazio Euclideo (2D o 3D), che può essere rappresentato, oltre che con una celletta
a forma di parallelepipedo, anche con una a forma di prisma a base esagonale. Nel caso di uno spazio 3D
euclideo ci sono 10 varietà euclidee compatte candidate a rappresentare il nostro universo, che apparentemente
non presentano con�ni, come il toro 2D o 3D.

Esistono varietà compatte anche negli spazi non euclidei, con curvatura positiva e negativa. Tra queste ricor-
diamo lo spazio dodecaedrico iperbolico di Seifert-Weber, variante compatta (cioè con volume �nito) di H3,
ottenuto incollando ogni faccia del dodecaedro a quella opposta dopo una rotazione di 108◦ (tre decimi di an-
golo giro). Una variante compatta dell'ipersfera S3 è invece rappresentata dallo spazio dodecaedrico sferico di
Poincaré, ottenuto incollando ogni faccia del dodecaedro a quella opposta dopo una rotazione di 36◦ (un decimo
di angolo giro).

Spazio dodecaedrico iperbolico

di Seifert-Weber

Spazio dodecaedrico sferico

di Poincaré

Già nel 1924 Friedmann e nel 1927 Lemaître si erano resi conto che le equazioni di Einstein non permettevano,
da sole, di decidere se l'universo fosse �nito o in�nito. Friemann mostrò come lo spazio possa diventare �nito
se si identi�cano i punti tra loro, intuì che questo consentiva l'esistenza di fantasmi e osservò che uno spazio
a curvatura positiva è sempre �nito. Lemaître fece notare che gli spazi con curvatura negativa ammettono
topologie con volume �nito.

J.-P. Luminet 15ha interpretato la mancanza di �uttuazioni del fondo cosmico a microonde (CMB) su scale
angolari maggiori di 60◦ come dovute al volume �nito del nostro universo. La cella che meglio si accorda con i
dati sperimentali (quelli del satellite WMAP) sarebbe quella di uno spazio dodecaedrico sferico di Poincaré.

In base a quanto detto sopra l'a�ermazione che se l'universo è �nito la sua geometria deve essere localmente
sferica, e che se la geometria è localmente iperbolica o euclidea l'universo deve essere in�nito, è sbagliata. Ma
tutti gli spazi di curvatura costante e localmente sferici (k = +1) sono compatti.

15J.-P. Luminet et al., 2003, Nature 425, 593
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Poichè spesso si trova, nella letteratura, confusione tra curvatura, topologia ed evoluzione temporale di a(t),
vediamo le possibilità corrispondenti a questi tre parametri (l'evoluzione in dettaglio di a(t) la vedremo meglio
più avanti):

� Sulla base della curvatura (della sezione spaziale di a t = costante) possiamo avere:

� un universo sferico (ellittico) se k = +1

� un universo euclideo (piatto) se k = 0

� un universo iperbolico se k = −1

� In base alla topologia possiamo avere:

� un universo �nito (per quanto riguarda il volume parte spaziale)

� un universo in�nito (per quanto riguarda il volume parte spaziale)

� Per quanto riguarda l'evoluzione temporale e �destino� futuro possiamo avere:

� un universo chiuso → termina con un ricollasso

� universo critico → diventa asintoticamente statico

� universo aperto → l'espansione continua all'in�nito

curvatura topologia (volume spaziale)

sferico k = +1 �nito
euclideo k = 0 �nito o in�nito
iperbolico k=-1 �nito o in�nito

4.4 Legge di Hubble

Consideriamo un osservatore co-movente preso come origine, un punto caratterizzato dalle coordinate co-moventi
(r, θ, φ) ed un raggio luminoso (il metodo più e�ciente per scambiare informazioni) che li congiunge radialmente
(dθ = dφ = 0). Sappiamo che per i fotoni ds2 = 0.

Dalla metrica di R&W avremo

ds2 = c2dt2 − a2(t)
dr2

1− kr2
≡ 0

Un segnale luminoso emesso dal punto (r, θ, φ) a t = 0 (nell'ipotesi che esista un istante iniziale dell'universo,
come nel modello del Big Bang) giungerà a r = 0 (l'osservatore) all'istante t tale che (ricordiamo che, se dt è
positivo, dr è negativo, cioè al trascorrere del tempo il raggio luminoso passa per punti via via a noi più vicini):∫ t

0

cdt′

a(t′)
=
∫ r

0

dr′√
1− kr′2

Vediamo il signi�cato del termine a destra. Immaginiamo di misurare, ad un istante t �ssato, con una serie di
regoli (immaginando di congelare l'espansione durante la misura) la distanza radiale tra l'origine e il punto di
coordinate (r, θ, φ); dalla parte spaziale (dt ≡ 0) di R&W avremo che questa distanza, detta distanza propria
dpr, sarà espressa da:

dpr(t) =
∫ r

0

a(t) · dr√
1− kr2

= a(t)
∫ r

0

dr′√
1− kr′2

= a(t) · fk(r)

dove, per quanto abbiamo già visto quando avevamo fatto le sostituzioni r = sinχ, r = χ, r = sinhχ:

fk(r) =

 arcsin r ' r + r3/6 + · · · (k = +1)
r (k = 0)
arcsinhr ' r − r3/6 + · · · (k = −1)

 ' r + k r3/6 + · · ·

In realtà la dpr(t) non è direttamente misurabile. Il suo legame con dpr(t0) (t = t0 corrisponde all'epoca attuale)
viene dal fatto che

dpr(t)
a(t)

=
dpr(t0)
a(t0)

= fk(r) essendo r = cost nel tempo

dpr(t) =
a(t)
a0

dpr(t0) (a0 = a(t0) )
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dpr(t) è quindi funzione del tempo tramite a(t). La quantità fk(r), o anche a0fk(r), invariante nel tempo, viene
chiamata anche distanza co-movente.

Se deriviamo rispetto al tempo la relazione dpr(t) = a(t) ·fk(r) otteniamo il tasso di variazione di dprnel tempo,
che dimensionalmente è una velocità, e che viene chiamata velocità di recessione vr:

ddpr(t)
dt

≡ vr(t) = ȧ(t) fk(r) =
ȧ(t)
a(t)

dpr(t) ≡ H(t) dpr(t)

vr(t) = H(t) dpr(t)

Questa relazione esprime la legge di Hubble e la quantità H(t) = ȧ(t)/a(t) è detta parametro di Hubble.
Se scriviamo questa relazione per il tempo attuale t0 avremo vr(t0) = H0 dpr(t0), dove H0 ≡ H(t0) è la
cosiddetta costante di Hubble. Si usa parametrizzare l'incertezza sul suo valore sperimentale scrivendo H0 =
100h kms−1Mpc−1, con 0.5 ≤ h ≤ 1.0. H0 ha le dimensioni dell'inverso di un tempo, ed è approssimativamente
1/H0 ' 3 · 1017h−1 s. Dopo decenni di dispute, il valore di H0 sembra �nalmente abbastanza de�nito; il valore
fornito di recente dal Key Program a questo dedicato dallo Hubble Space Telescope è H0 = 72±8 kms−1Mpc−1,
mentre dal fondo a microonde e dalla struttura a grande scala dell'universo si ha, in ottimo accordo, H0 =
71 (+0.04,−0.03) kms−1Mpc−1.

Sulla legge di Hubble va fatto un commento importante. Fissato H0, se dpr cresce a su�cienza, vr può diventare
maggiore della velocità della luce. La distanza propria alla quale vr = c viene detta raggio di Hubble, RH ,
che viene quindi de�nito come

RH(t) ≡ c

H(t)

e dipende dal tempo, così come H. Il fatto che, per dpr > RH , risulti vr > c può creare qualche sconcerto, ma
questo non è in contrasto con la Relatività Ristretta perchè, rispetto agli osservatori co-moventi, la velocità di
qualunque oggetto è, localmente, sempre minore di c. Nessuna informazione viaggia con v > c. È la distanza
tra osservatori, lo spazio tra loro interposto, che cresce più rapidamente di c, ma questo non corrisponde ad una
trasmissione di informazione. Inoltre, per misurare una velocità relativa ad un osservatore, devo poter spostare i
due vettori velocità (dell'oggetto e dell'osservatore) nello stesso punto e fare la di�erenza; in uno spazio euclideo
questo implica un trasporto parallelo il cui risultato, però, in uno spazio curvo, dipende dal percorso. In uno
spazio curvo non ha quindi senso parlare di velocità relativa di oggetti che non si trovino nello stesso punto.

Oltre alla costante (parametro) di Hubble è stato de�nito una un altro parametro: il cosiddetto parametro
di decelerazione q, così detto in quanto legato a ä che, in un universo senza costante cosmologica, è sempre
negativo. Per de�nizione

q(t) ≡ − ä(t)a(t)
ȧ(t)2

con il corrispondente valore q0relativo al tempo t0. I due parametri H0 e q0 tornano utili nello sviluppo in
serie di a(t) in un intorno di t = t0. Avremo

a(t) = a(t0) + ȧ(t0)(t− t0) +
1
2
ä(t0)(t− t0)2 + . . . = a(t0)

[
1 +H0(t− t0)− 1

2
q0H

2
0 (t− t0)2 + . . .

]
che ci sarà utile in seguito.

4.5 Tempo conforme - Redshift

Abbiamo scritto la metrica di R&W nella forma

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[
dχ2 + S2

k(χ)dΩ2
]

con Sk(χ) =


sinχ k = +1
χ k = 0
sinhχ k = −1

In questo caso si dice che si usa il gauge sincrono. È utile talvolta separare completamente il fattore di scala dal
resto. Per fare questo si de�nisce il tempo conforme η in modo che dη = cdt/a(t), e la metrica si può scrivere
(gauge conforme):

ds2 = a2(η)
[
dη2 −

(
dχ2 + S2

k(χ)dΩ2
)]

Se consideriamo il moto di un fotone che ci arriva con θ = φ = cost e per cui ds2 = 0, sarà

a2(η)[dη2 − dχ2] = 0
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cioè dη = ±dχ che rappresenta il cono luce, con i raggi inclinati a 45°. Se η = 0 rappresenta l'inizio dell'universo,
vedo che ci sono valori di χ tali che da essi non è arrivata ancora l'informazione: c'è un orizzonte delle particelle.
Per un fotone che si muove verso l'osservatore (χ = 0) sarà η = η0 − χ con η0 =′′ η attuale′′.

Orizzonte delle particelle

dh
0

Due segnali, emessi ai tempi ηe e ηe + dηe da una sorgente co-movente a χ = χe, saranno ricevuti in χ = 0 ai
tempi η0 ed η0 + dη0.

Poichè nel gauge conforme il moto dei fotoni è sempre inclinato di 45°, sarà dηe ≡ dη0 e quindi

cdte
a(te)

=
cdt0
a(t0)

Se dte è il periodo di un'onda elettromagnetica di frequenza νe = 1/dte, la frequenza osservata ν0 = 1/dt0 sarà
data da νea(te) = ν0a(t0) = ν0a0 cioè:

νe
ν0

=
a0

a(te)
→ λe

λ0
=
a(te)

a0

La lunghezza d'onda subisce una �dilatazione� pari a quella del fattore di scala. E' la variazione del fattore di
scala dovuta all'espansione, e non la velocità relativa tra sorgente e ricevitore, che produce questo e�etto, che
quindi è improprio de�nire e�etto Doppler. Per illustrare questo fatto supponiamo che in un ideale modello
cosmologico un fotone venga emesso quando a(t) è costante; poi subentra una fase di espansione da ae ad a0,
seguita da una nuova fase di a = cost = a0, durante la quale il fotone viene ricevuto da un osservatore. Sorgente
e osservatore sono in quiete relativa quando il fotone viene emesso e ricevuto, quindi non c'è e�etto Doppler,
ma il redshift cosmologico è presente e λ0/λe = a0/ae!

Se de�niamo il redshift z come

z ≡ λ0 − λe
λe

=
λ0

λe
− 1 =

a0

a(te)
− 1

otteniamo
λ0

λe
= 1 + z =

a0

a(te)
⇒ a(t) =

a0

1− z

Questa relazione è anche utile per legare il redshift al fattore di scala.

Anche se il redshift cosmologico non è dovuto all'e�etto Doppler, localmente, al prim'ordine in v/c, il fenomeno
può essere visto in questi termini. Infatti, dalla formula dell'e�etto Doppler, si ha:

v

c
=

∆λ

λ
=
λ0 − λe
λe

=
λ0

λe
− 1 =

a0 − a(te)

a(te)
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ma a(te) ' a0 +H0a0(te − t0) +O(∆t2) per cui

v ' c −H0a0(te − t0)

a0 +H0a0(te − t0)
' cH0(t0 − te)

[
1 +H0(t0 − te)

]
' cH0(t0 − te) ' cH0∆t

Ma, se ds2 = 0 e dθ = dφ = 0, c2dt2 = a2dχ2 e c∆t = a0∆χ = dpr e quindi v = H0dpr cioè proprio la legge di
Hubble. Quindi, procedendo a ritroso a partire da questa, mi ritrovo la formula dell'e�etto Doppler. Localmente,
quindi, il redshift cosmologico si può interpretare come un e�etto Doppler dovuto al moto di�erenziale tra due
osservatori co-moventi vicini.

Ma possiamo anche interpretarlo su grande scala come un e�etto Doppler integrato, somma dei tanti e�etti
di�erenziali lungo il cammino del fotone dalla sorgente �no a noi.

lem

ae

loss

a0

l+dl l

cammino del fotone

Consideriamo gli osservatori co-moventi posti lungo il cammino che il fotone compie dalla sua emissione (a = ae)
al suo arrivo a noi (a = a0). Se consideriamo due osservatori vicini, separati da una distanza propria dl che
il fotone percorre in un tempo dt (dl = cdt), che si muovono con velocità relativa dv a causa dell'espansione
(dv = Hdl), e che osservano il fotone, emesso con λ = λem, rispettivamente con lunghezze d'onda λe λ + dλ,
avremo (ricordiamo che H(t) = ȧ(t)/a(t)) per e�etto Doppler locale :

dλ
λ

= dz =
dv
c

=
Hdl
c

=
Hcdt
c

=
da
dt

1

a
dt =

da
a

Da questa deriva, integrando, che

∫ a0

ae

dlnλ =

∫ a0

ae

dln a → ln
λ0

λe
= ln

a0

ae
→ λ0 = λe

a0

ae
= λe(1 + z)

Vedo quindi che posso interpretare il redshift cosmologico semplicemente come un e�etto globale dovuto alle
di�erenti velocità relative degli osservatori che immagino posti lungo il cammino del fotone che arriva a noi. Non
occorre pensare ad un �stiramento� della lunghezza d'onda del fotone per e�etto dell'espansione dello spazio!

4.6 Orizzonti

La di�coltà nel de�nire la topologia globale dell'universo risiede anche in un limite osservativo, non di tipo
semplicemente strumentale, ma di natura �sica. Una domanda che ci si potrebbe porre è: Qual è la frazione
dell'universo dai cui punti mi è arrivata �nora informazione? Come abbiamo già più volte sottolineato, l'evi-
denza osservativa ci suggerisce che l'universo abbia avuto un'origine nel tempo (e gran parte dei modelli teorici
supportano questa evidenza).

Abbiamo visto che un segnale luminoso, emesso alla coordinata co-movente r = rH a t = 0 arriva all'osservatore
(r = 0) al tempo t secondo la relazione ∫ t

0

cdt′

a(t′)
=

∫ rH

0

dr√
1− kr2

In base alla de�nizione di distanza propria avremo che∫ t

0

cdt′

a(t′)
=

∫ rH

0

dr√
1− kr2

= fk(rH) ≡ dpr(t, rH)

a(t)

La quantità

dH(t) ≡ dpr(t, rH) = a(t)

∫ t

0

cdt′

a(t′)

rappresenta la distanza propria massima dalla quale, al tempo t, abbiamo ricevuto segnali luminosi. Se dH(t) è
�nito, esiste una parte dell'universo dalla quale non ci sono ancora giunti segnali luminosi ed esiste quello che si
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chiama un orizzonte delle particelle (PH ). Il fatto che dH(t) sia �nito dipende dal comportamento di a(t).
Per modelli ragionevoli vedremo che dH ∝ t ed è quindi �nito. Per modelli cosmologici senza singolarità iniziale
(come il modello dello Stato Stazionario) il limite inferore di integrazione va posto non a 0 ma a −∞.

Se guardiamo invece avanti, possiamo chiederci: Da quale distanza potremmo in futuro ricevere segnali che
partono oggi? La risposta si ottiene integrando tra t e ∞(o t = tmax se c'è ricollasso) anzichè tra 0 e t.

dE(t) ≡ a(t)

∫ ∞
t

cdt′
′

a(t′)

Se l'integrale diverge basta avere pazienza per vedere un qualunque evento; altrimenti ci sono distanze dalle
quali non riceveremo mai informazione. In questo caso si ha un orizzonte degli eventi (EH ). Poichè questo
accada occorre che a(t) cresca più rapidamente di t. Ad esempio se a(t) ∝ eHt, con H = cost, avremo:

dE(t) = eHt ·
∫ ∞
t

cdt′

eHt′
= c eHt

[
− 1

H
e−Ht

]∞
t

= c eHt · e
−Ht

H
=

c

H
= cost

come nei modelli dominati da costante cosmologica ed in quello dello Stato Stazionario. Ma, mentre dE = cost,
le distanze proprie delle galassie crescono come a(t) ∝ eHt e quindi, col passare del tempo, le galassie �escono�
da dE : ci attende un destino solitario in questo modello cosmologico! Ma le galassie che escono da EH sono
comunque sempre visibili, ma con una storia, vista da noi, rallentata, e con i fotoni sempre più arrossati. Infatti,
dalle galassie sul bordo ci arrivano fotoni a t =∞ quando a(t)→∞ e quindi con un redshift z →∞ (λoss →∞).

Può apparire a prima vista strano che in un universo in espansione, e quindi inizialmente molto �piccolo� rispetto
ad oggi, esista un orizzonte delle particelle. La causa di questo risiede nel fatto che il tasso di espanzione de�nito
dalla velocità di recessione vr(t) può essere, ed in certi casi è, molto maggiore di c(vedi quanto detto sopra).
Questo non viola la Relatività Ristretta perchè la velocità di recessione non corrisponde ad una trasmissione di
informazione, ma misura solo come lo spazio tra gli osservatori co-moventi aumenta.

A causa di questa espansione, che nelle prime fasi del Big Bang avviene con vr � c, un fotone, emesso verso
di noi nelle prime fasi di vita dell'universo, �nisce con l'allontanarsi inizialmente da noi perchè la strada da
percorrere aumenta più rapidamente della sua velocità, per poi avvicinarsi quando la velocità di espansione
diviene minore di c.

Torniamo brevemente sulla cresita delle mutue distanze tra gli osservatori co-moventi . Si usa esprimeree
comunemente questo fatto dicendo che lo spazio �si espande�; ma non si deve pensare che sia lo spazio in es-
pansione a trascinare con sè le galassie, come la pasta di un panettone che, lievitando, allontana i canditi uno
dall'altro. Subito dopo il Big Bang, le particelle elementari che componevano l'universo primordiale (e dalle
quali si sono poi formate le galassie), si sono trovate in uno stato di mutuo allontanamento (per il momento
dobbiamo prenderla come una condizione iniziale del moto, ma il meccanismo potrebbe essere simile a quello
che produce l'in�azione); l'evoluzione di questo mutuo allontanamento, descritto dal fattore di scala a(t), deriva
dall'applicazione delle equazioni di Einstein ed è legato alla quantità di massa-energia, più la costante cosmo-
logica, presenti nell'universo. Di questa espansione, di questo moto di mutuo allontanamento degli oggetti,
possiamo anche dare una descrizione in termini di espansione del substrato cosmico; ma il modo più corretto e
sicuro è quello di pensare che gli oggetti, date le condizioni iniziali, si muovono sotto l'e�etto dell'interazione
gravitazionale (includiamo in questa anche la costante cosmologica) con tutte le sorgenti di massa-energia del-
l'universo, e non perchè trascinati o �allungati� e �stirati� da un misterioso spazio in espansione (cosa che, tra
l'altro, richiederebbe di introdurre un nuovo tipo di interazione in grado di produrre questo �stiramento�).

66



4 LA METRICA DI ROBERTSON-WALKER 4.7 Il modello di Milne

A conclusione di queste osservazioni sulla geometria del cosmo, arriviamo a concludere che limiti �sici ci im-
pediscono di accedere a tutto l'universo: ne conosciamo solo una parte, ed estrapoliamo la nostra conoscenza
�locale� al tutto. Ricordiamo inoltre che l'universo, per de�nizione, è l'insieme di tutti gli oggetti e concetti
�sici (come stelle, galassie, atomi, spazio e tempo). Non esiste uno spazio �sico al di fuori di un universo �nito.
In questo senso certe rappresentazioni �naif� dell'universo come un palloncino (2D) che si gon�a nello spazio
(3D) possono generare confusione. Inoltre, se l'universo è in�nito spazialmente, esso era tale anche nel passato,
quando a(t)→ 0. In�ne, non c'è un punto privilegiato da cui si possa dire che tutto si sia espanso. Ogni punto
è equivalente, ed in ogni punto c'è stato il big bang: se, in un punto qualsiasi, risaliamo indietro nel tempo, la
densità e la temperatura locali aumentano e tendono all'in�nito quando t→ 0.

4.7 Il modello di Milne

Il fatto di aver de�nito un �tempo cosmico� in un modo che appare abbastanza naturale, non deve ingannare
sulle conseguenze di questa assunzione. Vediamo di illustrare le conseguenze dell'esistenza del tempo cosmico
descrivendo il modello cosmologico di Milne (1932), molto semplice, che non usa la Relatività Generale, ma
soddisfa il Principio Cosmologico. Si usa invece la Relatività Ristretta. Inoltre questo modello, per certi versi,
come vedremo, non soddisfacente, ci aiuta a comprendere alcuni elementi fondamentali dell'espansione cosmica.

Consideriamo uno spazio di Minkowski e supponiamo che ad un certo istante t = 0, dall'origine O venga emessa
in tutte le direzioni, con tutte le velocità u < c, una nube di particelle di massa nulla. Tutte queste particelle,
essendo nulle le interazioni gravitazionali, si muovono di moto rettilineo uniforme. Secondo l'osservatore S,
solidale con O, l'universo sarà un insieme di �granelli di polvere� che si espandono con tutte le velocità u < c; il
�con�ne� del suo universo, sul quale nessuna particella si trova, si muove alla velocità c. A prima vista sembra
che questo non soddis� il Principio Cosmologico, perchè O è un punto privilegiato. Ma il �con�ne� dell'universo
si comporta, cinematicamente, come un fronte sferico di luce emesso in O al tempo t = 0 (evento creazione, C).
Ma ogni particella, essendo stata presente in C, considererà se stessa al centro del fronte d'onda.

O

r1

r2

P1

P2

u1

u2

r1 - r2

Il moto è radiale da 0, con r = u · t per ogni particella, per cui u = r/t = H · r cioè H = 1/t e vale la legge
di Hubble. Non solo: essa vale per ogni �granello� mobile: infatti per la particella 2 sarà (r1 = u1t, r2 = u2t)
r1 − r2 = (u1 − u2)t ⇒ d = v · t come se ci riferissimo all'origine O.

Resta da vedere se possiamo avere una distribuzione isotropa di densità attorno ad ogni punto. Per studiare
questa possibilità, de�niamo τ il tempo proprio trascorso per ogni particella dalla creazione. Allora n0, la
densità propria di particelle attorno ad una generica particella P , sarà della forma

n0 =
N

τ3
(N = cost) (∗)

perchè una piccola sfera attorno a P , contenente un numero �sso di particelle, si espande con la velocità relativa
costante δu della particella più lontana da P , quindi ha un raggio δu · τ e volume 4

3πδu
3τ3. Evidentemente,

per avere la massima simmetria, assumiamo che N sia uguale per tutte le particelle. Se la particella P è alla
distanza r dall'origine, per S in O sarà:

τ =
t

γ(u)
u =

r

t
γ(u) =

1√
1− u2/c2

e la densità di particelle in P , relativa all'origine O, sarà (ricordando che i volumi sono contratti di un fattore
1/γ nella direzione del moto)

n =
γ(u) ·N
τ3

=
γ4N

t3
=

Nt

(t2 − r2/c2)2
(∗∗)
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Evidentemente, una densità de�nita dalla (∗∗) relativa all'origine O si riduce alla forma (∗) per ogni particella in
moto e quindi alla (∗∗) prendendo come origine una qualunque delle particelle. Quindi la (∗∗) è la distribuzione
che deve valere attorno ad una qualunque delle particelle.

Vediamo quindi che il modello di Milne è isotropo ed omogeneo, e che τ de�nisce il tempo cosmico (dato, per
esempio, da un orologio ideale che misura la densità media dell'universo). Notiamo anche che, dalla (∗∗), la
densità n tende all'in�nito avvicinandosi al con�ne r = ct. Non ci sono galassie al con�ne, e per ogni galassia ce
ne sono in�nite da lei al con�ne, in tutte le direzioni (ovviamente devo assumere un numero in�nito di granelli
di polvere prodotti alla creazione).

Anche se il modello di Milne soddisfa il principio cosmologico, non è soddisfacente poichè ammette che ci sia
un �fuori� dell'universo delle galassie (oltre il bordo r = ct) che può tuttavia interagire con queste (ad esempio
mandando segnali luminosi che possono essere visti). L'espansione dei granelli di polvere avviene nello spazio,
mentre in un modello cosmologico soddisfacente, senza un �fuori�, si ha l'espansione dello spazio tra le galassie.

Consideriamo ora il modello di Milne sotto un altro punto di vista. Prendiamo il tempo cosmico come coordinata
temporale e consideriamo delle coordinate co-moventi (ad esempio u, θ, φ) rispetto al sistema inerziale S. La
metrica in coordinate polari sferiche sarà, relativamente ad S,

ds2 = c2dt2 −
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2)

]
e supponiamo che r = t = 0 coincida con la �creazione�. Passiamo ora al tempo cosmico τ già de�nito: τ =
t · (1−u2/c2)

1
2 e de�niamo una nuova coordinata co-movente r̃, più conveniente di u, come cr̃ = u/(1−u2/c2)

1
2 .

Se ci aiutiamo con la relazione r̃ = sinhψ (ricordiamo che cosh2ψ − sinh2ψ = 1) otteniamo:

r = ut =
uτ√

1− u2/c2
= cτ r̃ = cτsinhψ

sinhψ =
u/c√

1− u2/c2
→ sinh2ψ =

u2/c2

1− u2/c2
= cosh2ψ − 1

cosh2ψ =
1− u2/c2 + u2/c2

1− u2/c2
=

1

1− u2/c2
→ coshψ =

1√
1− u2/c2

che ci permette di scrivere t = τcoshψ. Notiamo anche che cosh2ψ = 1+sinh2ψ = 1+ r̃2, per cui, dalla relazione
r̃ = sinhψ, per di�erenziazione, si ha dr̃ = coshψ dψ, cioé dψ = dr̃/

√
1 + r̃2.

Riprendiamo la metrica ds2 = c2dt2 − [dr2 + r2dΩ2] e passiamo da r, t a r̃, τ :

ds2 = c2
[
τsinhψdψ + coshψdτ

]2 − [cτcoshψdψ + csinhψdτ
]2 − c2τ2sinh2ψdΩ2

= c2dτ2 − c2τ2
[
dψ2 + r̃2dΩ2

]
= c2dτ2 + c2τ2

[
dr̃2

1 + r̃2
+ r̃2dΩ2

]
che corrisponde ad una metrica di RW con k = −1 e con a(τ) = cτ (ricordiamo che il tempo indicato con t nella
metrica R&W è in realtà il tempo proprio che qui abbiamo indicato con τ)

Se sopprimiamo due dimensioni spaziali (ad esempio θ e ψ) possiamo visualizzare il legame tra le vecchie
coordinate r, t e le nuove r̃, τ . Sarà:

r̃ = sinhψ =
u/c√

1− u2/c2
= costante ⇒ u

c
= cost.

e quindi r = ut = u
c ct: le linee r̃ = cost sono rette per l'origine; se u→ ±c, r ∼ ±ct, r̃ → ±∞.

Per quanto riguarda le linee τ = cost = T , dalla t = τ√
1−u2/c2

segue

t2 =
T 2

1− u2/c2
=

T 2

1− r2

c2t2

=
T 2c2t2

c2t2 − r2
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da cui risulta c2t2 − r2 = c2T 2 che è un iperbole, con r = ±ct come asintoti. Questa rappresenta una sezione a
tempo cosmico costante dello spazio-tempo.

Al di là del fatto che il modello di Milne può non essere soddisfacente per molti aspetti, esso mostra come
l'introduzione di un principio cosmologico e di un tempo cosmico portano automaticamente ad introdurre uno
spazio con curvatura negativa, anche a partire da uno spazio di Minkowski che è per sua natura piatto. Non
occorre la Relatività Generale per avere uno spazio curvo! Inoltre, in questo modello basato unicamente sulla
Relatività Ristretta, è lecito applicare la formula relativistica dell'e�etto Doppler per legare redshift e velocità:

1 + z =

√
1 + (v/c)√
1− (v/c)
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5 Modelli cosmologici

5.1 Le equazioni di Friedmann

Possiamo, a questo punto, ricavare le equazioni che regolano il comportamento del fattore di scala a(t) in un
universo con la metrica di Robertson-Walker e con un tensore energia-impulso proprio di un �uido perfetto.

Partiamo con lo scrivere il tensor metrico; le coordinate sono (x0, x1, x2, x3) = (ct, r, θ, φ):

gαβ =


1 0 0 0

0 − a2

1−kr2 0 0

0 0 −a2r2 0
0 0 0 −a2r2sin2θ

 4g = −a
6r4sin2θ

1− kr2
gαβ =


1 0 0 0

0 − 1−kr2

a2 0 0
0 0 − 1

a2r2 0
0 0 0 − 1

a2r2sin2θ


Passiamo poi a calcolare le connessioni a�ni. Molte di queste sono nulle; quelle diverse da zero sono le

Γ0
ij = − ȧ

a

gij
c

Γi0j =
ȧ

a

δij
c

con i, j = 1, 2, 3, mentre i termini del tipo Γijk sono gli stessi già calcolati per de�nire la metrica di R&W (i
fattori −1 presenti in gij e gij si elidono): basta sostituire, al posto della funzione f(r) incognita, l'espressione

1
1−kr2 ; ad esempio: Γ1

11 = kr
1−kr2 .

Occorre poi passare dalle Γαβγ al tensore di Ricci Rαβ = Rγαγβ ; con un po' di pazienza risulta che le componenti
diverse da zero sono:

R00 = − 3

c2
ä

a

Rij = −gij
c2

[
ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2kc2

a2

]
(3 componenti 6= 0 : R11, R22, R33)

e lo scalare di Ricci è:

R = gαβRαβ = − 6

c2

[
ä

a
+
ȧ2

a2
+
kc2

a2

]
Vediamo quanto valgono le componenti del tensore energia impulso Tαβ = (p+ ρc2)uαuβ − pgαβ
Nel sistema co-movente uα = (1, 0, 0, 0); si veri�ca facilmente che uα = gαβu

β = gα0u
0 = gα0 = (1, 0, 0, 0). Sarà

quindi
T00 = (p+ ρc2)− p = ρc2 e Tij = −pgij

Possiamo quindi �nalmente scrivere

Rαβ −
1

2
Rgαβ =

8πG

c4
Tαβ + Λgαβ

Per la componente 00 abbiamo facilmente

ȧ2 + kc2 =
8πG

3
ρa2 +

1

3
a2c2Λ (F1)

Da una qualunque delle tre componenti (11, 22, 33) otteniamo:

ä+
1

2a

(
ȧ2 + kc2

)
= −4πG

c2
p a+

1

2
Λc2a

e sostituendo in questa la (F1) abbiamo:

ä = −4πG

3

(
ρ+

3p

c2
)
a+

1

3
Λc2a (F2)

La (F1) e la (F2) non sono in realtà indipendenti: se infatti esplicitiamo ρ dalla (F1) e deriviamo rispetto al
tempo otteniamo:

ρ̇ =
3ȧ

4πGa2

[
ä− 1

a

(
ȧ2 + kc2

)]
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Usando (F2) per ä e riusando (F1) per il termine in parentesi tonde, si ottiene:

ρ̇+ 3
ȧ

a

(
ρ+

p

c2
)

= 0 (F3)

Ma una relazione di questo tipo (con lo spigolo L di uno spazio cubico al posto del fattore di scala a) l'avevamo
già vista derivare dalla conservazione dell'entropia e dal 1º Principio della Termodinamica, parlando del tensore
energia-impulso di un gas ideale, ed è quindi legata alla quadridivergenza di Tαβ uguale a zero: Tαβ ;β = 0 (il
termine con la costante cosmologica soddisfa automaticamente questa relazione, essendo gαβ ;β ≡ 0 e non altera
quindi con la sua presenza il risultato). La si può considerare come un'equazione di continuità.

La (F3) si può porre in forme analoghe del tipo dQ = dU + dL = 0, infatti:

d
dt

(
ρc2a3

)
= −p d

dt

(
a3
)

→ d
(
ρc2a3

)
+ pd

(
a3
)

= 0

5.2 La densità dell'universo

Come si vede esaminando le equazioni di Friedmann, uno dei parametri fondamentali è la densità dell'Universo,
per cui cercheremo di valutarne il valore.È utile de�nire anzitutto il parametro, detto densità critica ρcr,
come:

ρcr =
3H2

8πG

che, dipendendo da H, dipende da t. Il valore attuale, usando H0 = h ·100 kms−1Mpc−1 = h ·3.241 ·10−18s−1=
(h/3.086 · 1017) s−1 fornisce una ρcr ' 1.879 · 10−29h2g cm−3.

Si usa esprimere la densità ρ in funzione di ρcr usando il parametro di densità Ω :

Ω ≡ ρ

ρcr

Poiché vi sono, come vedremo subito, vari contributi alla densità dell'Universo, avremo un valore particolare di
Ω per ognuno di questi. Vediamo quindi il contributo alla densità totale delle varie componenti dell'universo.

5.2.1 Materia luminosa

La densità ρlum della materia luminosa, essenzialmente stelle, si può ottenere dalla densità di luminosità ρL
dell'universo (ρL ∼ 2 · 108h L�Mpc−3), e assumendo un rapporto massa-luminosità 〈M/L〉 ∼ 1M�/L�. Si
ottiene Ωlum ≡ ρlum/ρcr:

Ωlumh ' 0.002 − 0.006

5.2.2 Galassie

La presenza di aloni massicci attorno alla parte luminosa delle galassie, evidenziata dalle curve di rotazione
�piatte�, suggerisce che per queste 〈M/L〉 ∼ 30hM�/L�

16. Questo porta ad una stima di Ωgal un ordine di
grandezza superiore a quella di Ωlum:

Ωgal ≥ 0.03 − 0.05

5.2.3 Ammassi di galassie

Dal teorema del viriale applicato a gruppi e ammassi di galassie (Zwicky, 1933), come dalle stime di massa tramite
le lenti gravitazionali o l'emissione X del mezzo intra-ammasso, si ottiene che 〈M/L〉 ∼ 100 − 400h M�/L�
cioè 10 volte maggiore che per le singole galassie. Usando questo valore si ha

Ωcl ∼ 0.1− 0.3

16Ricordiamo che, per una galassia o un ammasso di galassie di massa M , M ∼ V 2R ∼ V 2θD, con V dispersione di velocità, D
distanza, θ angolo sotteso ed R scala del sistema. D'altra parte, la velocità media di recessione del sistema 〈v〉 è, per la legge di
Hubble, 〈v〉 = H0D ∝ hD, cioè D ∝ h−1. Quindi la massa scala come M ∝ h−1. Il �usso misurato è F ' L/D2 e quindi L ∝
D2 ∝ h−2. AlloraM/L ∝ h−1/h−2 ∝ h. La densità di luminosità scalerà allora come L/Volume ∝ L/lunghezza3 ∝ h−2/h−3 ∝ h.
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5.2.4 Nucleosintesi primordiale

Il modello dello Hot Big Bang prevede la sintesi (detta nucleosintesi primordiale) di 3He, 4He,D, 7Li quando
l'universo aveva un'età di circa tre minuti. Come vedremo, dai calcoli teorici, confrontati con le osservazioni, si
ha che la densità dei barioni (intesi, in astro�sica, come protoni, neutroni, nuclei di elio, ecc.) dà un contributo

Ωbh
2 ' 0.005− 0.024

con una preferenza per i valori alti di questo intervallo (come suggerito dal fondo a microonde).

5.2.5 Catastrofe barionica

Il plasma di�uso e caldo, che emette raggi X nello spazio tra le galassie degli ammassi, rappresenta circa il
6h−3/2% della massa totale dell'ammasso, mentre le stelle (delle galassie) forniscono un ulteriore 2%. Se, come
sembra dalle simulazioni numeriche, il rapporto tra massa in barioni Mbe massa totale Mtot di un ammasso
è rappresentativo del rapporto su scala cosmica tra densità dei barioni e densità totale, o tra i corrispondenti
parametri di densità Ωb e ΩM , tenendo anche conto che una parte dei barioni potrebbe essere oscura, si ottiene
(assumendo Ωbh

2 ' 0.02)

Ωb/ΩM ≥ 0.06h−3/2 + 0.02 → ΩM ≤
0.02h−2

0.06h−3/2 + 0.02
≤ 0.33

se assumiamo h ' 0.7. Il termine catastrofe barionica risale all'inizio degli anni novanta, quando si riteneva che
ΩM ' 1; la catastrofe era rappresentata dall'impossibilità di avere un valore di ΩM prossimo all'unità.

5.2.6 Radiazione e neutrini (non massicci)

L'universo è anche riempito dalla radiazione cosmica a microonde (Cosmic Microwave Background, CMB),
scoperta nel 1965; essa ha uno spettro termico di corpo nero con una temperatura odierna Tγ ' 2.73K; a questo
corrisponde una densità di massa-energia odierna

ργ =
aT 4

γ

c2
' 4.7 · 10−34g/cm3 ⇒ Ωγ ' 2.5 · 10−5h−2

Vi è anche un contributo da un fondo cosmico di neutrini che, se hanno una massa nulla o trascurabile, si
comportano come fotoni, cioè come materia relativistica, fornendo

ρν ∼ Nν · 10−34g/cm3

con Nν numero di famiglie di neutrini; se Nν = 3 risulta Ων ' 1.7 · 10−5. Il contributo totale ΩR sotto forma
di materia relativistica, cioè di fotoni e neutrini (non massicci) è quindi

ΩRh
2 = (Ωγ + Ων)h2 ' 4.2 · 10−5

Se i neutrini, come vedremo meglio in seguito, possiedono una massa diversa da zero, il loro contributo può
essere maggiore di questo, ma vanno allora annoverati tra la materia non relativistica.

Vediamo che, all'epoca attuale, il contributo dominante alla densità di massa-energia lo fornisce la materia, per
cui ρ ∼ ρM . Poichè questa materia non possiede moti relativistici, la pressione p0 = p(t0) sarà trascurabile.

5.2.7 Materia oscura barionica e non barionica

La �gura seguente riassume le condizioni sopra descritte relative alle varie componenti di materia presenti
nell'Universo.

Se prendiamo per H0 un valore attorno ai 70 km · s−1 ·Mpc−1 vediamo che, rispetto alla materia luminosa, la
materia barionica totale è maggiore per almeno un ordine di grandezza. Dinamica degli ammassi di galassie e
la catastrofe barionica ci portano ancora su di almeno un ordine di grandezza.
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Questo ci mostra che nell'Universo esiste materia oscura, cioè non luminosa, e che questa è sia di tipo barionico
che, ancor di più, di tipo non-barionico.

5.2.8 La costante cosmologica

In questi ultimi anni, da un lato l'osservazione di SNIa �no a z ∼ 1, dall'altro la misura da satellite (COBE,
WMAP) e da pallone del CMB, hanno suggerito che la geometria della parte spaziale (t = cost.) della metrica
è consistente con una metrica Euclidea (k = 0). Questo grazie al contributo di una costante cosmologica Λ non
nulla.

Risulta utile inglobare la costante cosmologica nel tensore energia-impulso, de�nendo

T̃αβ = Tαβ +
Λc4

8πG
gαβ =

(
p̃+ ρ̃c2

)
uαuβ − p̃gαβ

dove pressione e�cace p̃ e densità e�cace ρ̃ sono espresse da

p̃ = p− Λc4

8πG
e ρ̃ = ρ+

Λc2

8πG
= ρ+ ρΛ

Vediamo quindi che a Λ si può associare una densità ρΛ = Λc2/8πG e quindi un parametro di densità

ΩΛ =
ρΛ

ρcr
=

Λc2

8πG
· 8πG

3H2
=

Λc2

3H2

La �gura seguente mostra i vincoli osservativi sui valori di ΩΛ ed ΩM derivati dalle SNIa lontane, dal CMB
e dagli ammassi di galassie. Il signi�cato delle varie curve sarà chiarito più avanti (Adattato da: Knop et al.,
2003, ApJ 598, 102).
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5.3 Moti peculiari 5 MODELLI COSMOLOGICI

Come si vede, le regioni di con�denza relative alle SNIa ed al CMB si incrociano quasi ad angolo retto,
permettendo di de�nire abbastanza bene ΩΛ ' 0.7 ed ΩM ' 0.3.

5.3 Moti peculiari

Prima di proseguire nello studio dei modelli, consideriamo, usando le Γ calcolate, il problema dei cosiddetti
moti peculiari. De�niamo come velocità peculiare uα (4-velocità) la velocità di una particella rispetto al sistema
co-movente del punto in cui essa si trova. L'equazione del moto secondo la geodetica sarà, come al solito:

duα

ds
+ Γαβγu

βuγ = 0 ( ricordo che uα ≡ dxα

ds
)

Per la componente α = 0 avremo
du0

ds
+ Γ0

βγu
βuγ = 0

ma per la metrica di RW (vedi sopra) l'unica componente non nulla di Γ0
βγ è Γ0

ij = − ȧa
gij
c , (i, j = 1, 2, 3)

. Ricordiamo inoltre che 1 = gαβu
αuβ = (u0)2 + giju

iuj = (u0)2 − |u|2, essendo u la parte spaziale del
quadrivettore. Quindi:

du0

ds
= +

ȧ

a

gij
c
uiuj = − ȧ

a

|u|2

c

Di�erenziando 1 = (u0)2 − |u|2 ottengo u0du0 = |u|d|u| ed essendo u0 = dxo

ds = c dt
ds si ottiene:

|u|
u0

d|u|
ds

= − ȧ
a

|u|2

c
⇒ d|u|

dt
= − ȧ

a
|u| ⇒ |u̇|

|u|
= − ȧ

a

Questo signi�ca che |u| ∝ 1/a, ed essendo pα = m0u
α, anche |p| ∝ 1/a.

Vediamo di nuovo che il sistema co-movente è quello più naturale. Infatti in un universo in espansione la
velocità peculiare (3-velocità) cala al crescere dell'espansione: le particelle tendono a portarsi in quiete rispetto
agli osservatori co-moventi. Posso cercare di vedere la cosa in modo intuitivo pensando che se una particella si
allontana da un punto con una certa velocità essa passerà per osservatori in moto rispetto al primo, per i quali
la velocità peculiare della particella risulterà minore

D = vp ·∆t v′0 = H0D = H0vp∆t v′p = vp − v′0

⇒ ∆vp = v′p − vp = −v′0 = −H0vp∆t ⇒ 1

vp

dvp
dt

= −H0 = − ȧ0

a0
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Osserviamo che, poichè la temperatura di un gas ideale è proporzionale al modulo quadrato della velocità media
delle particelle: Tgas ∝ |u|2 ∝ 1/a2 (Trad ∝ 1/a) consistente con l'espasione adiabatica di un gas perfetto:
pV γ = cost ⇒ TV γ−1 = cost γ = 5/3, V ∝ a3 ⇒ Ta2 = cost.

5.4 L'equazione di stato

Nelle equazioni di Friedmann, oltre alla densità ed alla costante cosmologica, compare anche la pressione p.
Esprimeremo la pressione per mezzo di un'equazione di stato del tipo p = wρc2 con w = cost, 0 ≤ w ≤ 1.

Come abbiamo già visto, il caso w = 0 è il caso �polvere� in cui, anche se p = w(T )ρc2 è diverso da zero, essendo
il gas non-relativistico, risulta p� ρc2 e quindi w ' 0. Per un �uido non degenere ultrarelativistico in equilibrio
termico l'equazione di stato è del tipo p = 1

3ρc
2 con w = 1

3 , valida anche per un gas di fotoni.

La grandezza w è anche legata alla velocità del suono adiabatica (a entropia costante):

cs =

(
∂p

∂ρ

)1/2

S

⇒ cs = c
√
w

Se w = 0, allora cs = 0; se w = 1/3 allora cs = c/
√

3; se fosse w > 1 avremmo cs > c, mentre se fosse invece
w < 0 , cs sarebbe immaginario.

In queste condizioni abbiamo già visto che ρwV 1+w = cost, ma V ∝ a3 → ρwa
3(1+w) = cost = ρ0wa

3(1+w)
0

da cui (il su�sso 0 implica t = t0):

ρw = ρ0w(
a

a0
)−3(1+w)

� w = 0 → ρMa
3 = cost = ρ0Ma

3
0; a0

a = 1 + z ⇒ ρM = ρ0M (1 + z)3

� w = 1/3 → ρRa
4 = ρ0Ra

4
0 ⇒ ρR = ρ0R(1 + z)4

Per quanto riguarda il comportamento della costante cosmologica, riprendiamo la pressione e la densità e�caci
de�nite poco sopra. Se immaginiamo che pressione e densità di materia e radiazione siano trascurabili, otteniamo

p̃ ≡ pΛ = − Λc4

8πG
e ρ̃ ≡ ρΛ = +

Λc2

8πG

che ci fornisce
pΛ = −ρΛc

2 =⇒ wΛ = −1

Vediamo quindi che la costante cosmologica è caratterizzata da un'equazione di stato con w = wΛ = −1. Un
caso analogo si ha, come vedremo, per la fase di in�azione che si veri�ca nell'Universo primordiale. Se w = −1
l'equazione che esprime ρw (che in questo caso sarà ρΛ) mi mostra che ρΛ = cost: la densità di massa-energia
non muta con l'espansione.

Alle equazioni di cui sopra si può arrivre anche partendo dalla (F3) nella forma già scritta sopra

d
(
ρc2a3

)
+ p d

(
a3
)

= 0

Infatti, posto p = wρc2, si ha
d
(
ρc2a3

)
+ wρc2 d

(
a3
)

= 0

a3d(ρc2) + ρc2(1 + w) · 3a2da = 0

dρ

ρ
= −3(1 + w)

da

a

che, integrato con w = cost, fornisce appunto∫ ρ0

ρ

d ln ρ = −3(1 + w)

∫ a0

a

d ln a
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e quindi, nuovamente,

ρ = ρ0(
a

a0
)−3(1+w)

Nel caso in cui w non sia costante (come accade in alcune teorie che, al posto della costante cosmologica, con-
siderano un campo scalare variabile nel tempo per spiegare l'origine della cosiddetta dark energy) nell'integrale
qui sopra il fattore 1 + w non si può portare fuori dall'integrale e la soluzione formale si scrive

ρ(a) = ρ0 exp

{
3

∫ a0

a

[1 + w(a)] d ln a

}

Se invece del fattore di scala a si vuole usare il redshift z ricordiamo che a = a0/(1+z) da cui da = −a0/(1+z)2dz
per cui

ρ(z) = ρ0 exp

{
3

∫ 0

z

[1 + w(z)]
−a0

(1 + z)2

1 + z

a0
dz

}
ρ(z) = ρ0 exp

{
3

∫ z

0

[1 + w(z)]

1 + z
dz

}

5.5 Relazioni tra i parametri cosmologici

Le equazioni (F1) ed (F2) permettono di ricavare utili relazioni tra i parametri cosmologici. Se partiamo dalla
(F1) e la dividiamo per a2 abbiamo

ȧ2 + kc2 =
8πG

3
ρa2 +

1

3
a2c2Λ / · 1

a2

ȧ2

a2
+
kc2

a2
=

8πG

3
ρ
H2

H2
+

1

3
c2Λ

H2

H2

H2 +
kc2

a2
= H2 · ρ

ρcr
+H2 · c

2Λ

3H2

kc2

a2
= H2

[
ρ

ρcr
+
c2Λ

3H2
− 1

]
Ricordiamo che Λc2/3H2 = ΩΛ, ρ = ρM + ρR e quindi

kc2

a2
= H2 [ΩM + ΩR + ΩΛ − 1]

Se chiamo Ω ≡ ΩM + ΩR + ΩΛ, avremo
kc2

a2
= H2 [Ω− 1]

Questa relazione vale ad ogni istante; in particolare al tempo attuale t = t0avremo

kc2

a2
0

= H2
0 [Ω0 − 1]

Da questa relazione vedo subito che, a seconda del valore attuale del prametro di densità totale Ω0 avremo

� Ω0 > 1 ⇒ k = +1

� Ω0 = 1 ⇒ k = 0

� Ω0 < 1 ⇒ k = −1

Quindi il valore di Ω0 de�nisce la curvatura della sezione spaziale a tempo cosmico costante! La relazione scritta
sopra permette anche di esprimere (per k 6= 0) il valore attuale del fattore di scala:

a0 =
c

H0

√
k

Ω0 − 1
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Una seconda relazione deriva dalla (F2) con pressione trascurabile (p = 0), cioè con trascurabile contributo di
materia relativistica (ΩR ' 0):

ä = −4πG

3
ρa+

1

3
Λc2a / · 1

a

ä

a
= −4πG

3
ρ+

1

3
Λc2 / · H

2

H2

1

3
Λc2 = H2 2 · 4πG

3H2
· 1

2
ρ+

ä

a
· H

2a2

ȧ2

Ricordando che il parametro di decelerazione q ≡ −ä a/ȧ2 e ρ = ρM si può scrivere

1

3
Λc2 = H2

[
ΩM
2
− q
]

che vale a qualunque epoca. Questa relazione, all'epoca attuale e se Λ = ΩΛ = 0, fornisce un legame tra q0 ed
Ω0: q0 = Ω0/2. Altrimenti otteniamo più in generale

ΩΛ =
ΩM
2
− q ⇒ q =

ΩM
2
− ΩΛ +

ΩΛ

2
− ΩΛ

2

q =
Ω

2
− 3

2
ΩΛ

che vale, come già detto sopra, quando la pressione è trascurabile, cioè quando è trascurabile ΩR. Vedremo poi
una relazione che non risente di questa limitazione.

5.6 Il parametro di Hubble

Consideriamo nuovamente la (F1) e dividiamola per a2
0, ricordando anche che kc2/a2

0 = H2
0 [Ω0 − 1], Ω0 =∑

w Ω0w; inglobiamo anche la costante cosmologica nella densità ρ tramite la ρΛ = Λc2/8πG:

ȧ2 + kc2 =
8πG

3
ρa2 / · 1

a2
0

ȧ2

a2
0

− 8πG

3H2
0

H2
0 ρ

(
a

a0

)2

= −kc
2

a2
0

dove ρ ≡
∑
w ρw =

∑
w ρ0w(a0

a )3(1+w) = ρ0 cr

∑
w Ω0w(a0

a )3(1+w). Allora

ȧ2

a2
0

−H2
0

∑
w

Ω0w(
a0

a
)3(1+w)

(
a

a0

)2

= −H2
0

[∑
w

Ω0w − 1

]

ȧ2

a2
0

= H2
0

[∑
w

Ω0w(
a0

a
)1+3w +

(
1−

∑
w

Ω0w

)]

che si può scrivere, ricordando che H(t) ≡ ȧ/a0, e moltiplicando per (a0/a)2:

H2(t) = H2
0

(
a0

a

)2[∑
w

Ω0w

(
a0

a

)1+3w

+ (1−
∑
w

Ω0w)

]

Ricordando che a0/a = 1 + z possiamo ricavare H(z)

H2(z) = H2
0 (1 + z)2

[∑
w

Ω0w(1 + z)1+3w + (1−
∑
w

Ω0w)

]

che, esplicitando le varie componenti, fornisce

H2(z) = H2
0 (1 + z)2

[
ΩR(1 + z)2 + ΩM (1 + z) + ΩΛ(1 + z)−2 + 1− (ΩR + ΩM + ΩΛ)

]
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5.7 Le tre epoche dell'Universo

Nell'equazione appena scritta, che descrive l'evoluzione di H(z), e quindi anche del fattore di scala, vediamo
che ci sono tre contributi, legati ad ΩR, ΩM , ΩΛ, che variano in modo diverso con il redshift.

A z elevato il termine in ΩΛ conta poco, come pure il termine 1− (ΩR + ΩM + ΩΛ) che è dell'ordine dell'unità,
mentre gli altri due crescono; ma quello in ΩR cresce più rapidamente e, anche se oggi ΩR � ΩM , la materia
relativistica domina prima dell'epoca cosiddetta dell' equivalenza, corrispondente a

1 + zeq =
ΩM
ΩR
' 23800 ΩMh

2

che, per ΩM ' 0.3 e h ' 0.7, fornisce zeq ' 3700. Quindi prima dell'equivalenza la dinamica dell'Universo è
dominata dalla materia relativistica, poi dalla materia non relativistica, �no a quando non entra in gioco la
costante cosmologica, cioè quando

ΩM (1 + zΛ) = ΩΛ(1 + z)−2
Λ

cioè ad un redshift zΛtale che

1 + zΛ =

(
ΩΛ

ΩM

) 1
3

che, se ΩΛ = 0.7 ed ΩM = 0.3 corrisponde a zΛ = 0.33.

Abbiamo quindi le tre fasi di evoluzione dell'Universo: una prima fase dominata dinamicamente dalla materia
relativistica (radiazione) (RD), una seconda dominata dalla materia (MD), una terza, quella attuale, dominata
dal �vuoto� (VD), intendendo dominata dalla costante cosmologica (o da una forma di dark energy).

5.8 Il tempo di Hubble

Supponendo che ad un certo istante (ad esempio t = t0) sia ȧ > 0 (espansione), dalla (F2) si vede che, se
(ρ + 3p/c2) > 0 (cioè se (1 + 3w)ρ > 0, w > −1/3), allora ä è sempre < 0 e il gra�co di a(t) ha la concavità
rivolta verso il basso, quindi a(t) deve essere nulla ad un certo instante, che possiamo prendere come t = 0. A
t = 0 ρ ed H divergono, e abbiamo una singolarità, il cosiddetto Big Bang.

Vediamo anche che a0/TH = ȧ0 ⇒ 1/TH = H0 e TH > t0 cioè H0t0 ≤ 1: l'inverso di H0 dà un limite
superiore all'età dell'Universo (TH è il cosiddetto tempo di Hubble = 1/H0).

Il Big Bang è inevitabile se valgono le ipotesi che abbiamo introdotto: il principio cosmologico, la legge di
gravitazione di Einstein, p = wρc2 con w > −1/3. Potrebbe entrare in gioco qualcosa che agisce come una
costante cosmologica, e/o fattori che coinvolgono la meccanica quantistica (quantum gravity). Notiamo anche
che, se in qualche istante risulta ȧ < 0, la concavità di a(t) implica che nel futuro ci sia un collasso inarrestabile:
il Big Crunch. Notiamo che l'e�etto di espansione non è dovuto in alcun modo alla pressione, che agisce sempre
nel senso di decelerare l'espansione, se w > −1/3.
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5.9 L'evoluzione del parametro di densità Ω

Se dividiamo membro a membro la relazione, relativa ad un istante generico,

kc2

a2
= H2(Ω− 1)

con la relazione analoga che vale a t = t0 si ha

a2
0

a2
=
H2

H2
0

Ω− 1

Ω0 − 1
⇒ Ω− 1 = (Ω0 − 1)

H2
0a

2
0

H2a2

e dall'evoluzione di H si ha:

Ω− 1 =
Ω0 − 1

1− Ω0 +
∑
w Ω0w(1 + z)1+3w

Esplicitando le 3 componenti R, M, Λ:

Ω− 1 =
Ω0 − 1

ΩR(1 + z)2 + ΩM (1 + z) + ΩΛ(1 + z)−2 + 1− Ω0

che mi fornisce l'evoluzione di Ω(z). Vedo anzitutto che, essendo il denominatore della parte destra della relazione
sempre positivo (si veda la relazione che esprime H(z)), il segno di Ω(z) − 1 non cambia durante l'evoluzione.
Quindi se Ω0 > 1, Ω(z) rimane sempre maggiore di uno attraverso la storia cosmica. Analogamente se Ω0 < 1;
se Ω0 = 1 così rimane in tutti i tempi.

Andando indietro nel tempo, per z → ∞, vedo che Ω − 1 → 0, cioè Ω → 1: risalendo nel passato l'Universo
somiglia sempre più a quello con k = 0 e gli e�etti della curvatura sono trascurabili nelle prime fasi dell'evoluzione
cosmica.

Il fatto che Ω tenda a divergere da 1 al passare del tempo, mentre in realtà oggi sembra essere molto prossimo
ad 1, richiede che nel lontano passato Ω sia stato in realtà estremamente prossimo ad 1, con notevole ��ne
tuning� tra densità e tasso di espansione. Questo è il cosiddetto problema della piattezza, che viene risolto dal
paradigma dell'in�azione. L'esistenza di una fase di in�azione, dominata cioè dalla densità di energia di un
falso vuoto che mima gli e�etti di una costante cosmologica, fornisce il meccanismo attraverso il quale Ω viene
talmente forzato verso l'unità, da rimanere �no ad oggi non molto diverso da 1.

5.10 Evoluzione del parametro di decelerazione q(z)

Vedi pagine scannerizzate.

5.11 Modelli cosmologici

Esaminando le equazioni di Friedmann (F1) e (F2)

ȧ2 + kc2 =
8πG

3
ρa2 +

1

3
a2c2Λ (F1)

ä = −4πG

3

(
ρ+

3p

c2
)
a+

1

3
Λc2a (F2)

possiamo schematizzare qualitativamente l'evoluzione dei vari modelli con Λ 6= 0 (o, in generale, con Λ qualsiasi).

Se Λ < 0 , dalla (F1) vedo che (ρM ∝ a−3, ρR ∝ a−4) il termine in ρa2 (positivo) decresce nel tempo, mentre
quello in Λa2 (negativo) cresce (in valore assoluto), kc2 è una costante e perciò, ad un certo punto, al crescere
del fattore di scala a, risulterà ȧ2 = 0; se a crescesse ancora, ȧ2 diverrebbe immaginario. Esiste quindi un valore
massimo di a e, poiche' ä è sempre negativo, e la curva a(t) ha la concavità rivolta verso il basso, si ha un
ricollasso. Questo per qualunque valore di k se Λ < 0.

Se Λ > 0 occorre separare i due casi k = −1 o k = 0 dal caso k = +1. Se k = −1 o k = 0, ȧ2 > 0 sempre e
anche ä diventa prima o poi positivo: l'universo si espande sempre, inizialmente tende a decelerare ed alla �ne
accelera.
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Se k = +1, con Λ = 0, per un certo valore di a risulta ȧ2 = 0, e si ha ricollasso; lo stesso accade se Λ
è positivo ma non molto grande. La regione proibita ha l'andamento riprodotto in �gura. Come si vede è
possibile avere contemporaneamente sia ȧ = 0 che ä = 0, che corrispondono al modello statico di Einstein .
Per valori di Λ > ΛE , cioè del massimo della regione proibita, nuovamente abbiamo decelerazione iniziale
seguita da accelerazione ed espansione �no all'in�nito. Tra i casi con Λ > ΛE abbiamo il cosiddetto modello
di Lemaitre , in cui, se Λ = ΛE(1 + ε) con ε � 1 possiamo avere un'epoca quasi stazionaria arbitrariamente
lunga. Tale modello fu invocato nel 1967 per spiegare un eccesso di quasar a z ∼ 2 (l'evoluzione dei quasar
oggi viene interpretata in modo diverso). In questo modello viene amche a cadere il limite TH ≡ 1/H > t0. Se
0 < Λ < ΛE , a seconda della condizione iniziale, si può avere una fase di contrazione, seguita da una espansione
con a(t) sempre > 0 (bouncing universe, universo �rimbalzante�), oppure ancora un modello che ricollassa, come
quelli con Λ < 0.

Queste considerazioni si possono esprimere sinteticamente con i due gra�ci qualitativi sopra riportati, che hanno
in ascissa il fattore di scala e in ordinata Λ. Il gra�co seguente mostra invece, in modo sintetico, tutta la casistica
discussa.

Inizieremo ora a vedere in dettaglio alcuni modelli che sono interessanti per questioni storiche o perchè possono
essere utili approssimazioni in alcune fasi evolutive.

Se includiamo la costante cosmologica entro il tensore energia-impulso, come già fatto più sopra, e la pressione
e�cace p̃ e densità e�cace ρ̃ sono espresse da

p̃ = p− Λc4

8πG
e ρ̃ = ρ+

Λc4

8πG
= ρ+ ρΛ
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le (F1) e (F2) diventano;

ȧ2 + kc2 =
8πG

3
ρ̃a2 (F1)

ä = −4πG
3
(
ρ̃+

3p̃
c2
)
a (F2)

Queste ammettono una soluzione statica con ä = 0 e ȧ = 0 se:

ρ̃ = −3p̃
c2

=
3kc2

8πGa2

Per un universo come quello attuale con p ' 0 abbiamo:

−3p̃
c2

= − 3
c2

(
− Λc4

8πG

)
=

3kc2

8πGa2
⇒ Λ =

k

a2

ρ̃ = ρ+
Λc2

8πG
=

3kc2

8πGa2
⇒ ρ =

kc2

4πGa2

Poichè ρ > 0 ne segue che k = +1 e Λ > 0. Il valore di Λ che rende l'universo statico è

ΛE =
k

a2
=

4πGρ
c2

e a = aE =
c√

4πGρ

Questo è il già menzionato modello di Einstein , che però è instabile: vi sono due modelli, detti di Eddington-
Lemaitre con Λ = ΛE e k = +1, che hanno come asintoto il modello di Einstein. Uno parte da a = 0 e tende
asintoticamente ad aE , con a < aE . L'altro invece parte da a = aE e, dopo un tempo in�nitamente lungo,
si discosta con lentezza da aE e diverge. Questo perchè una leggera espansione è su�ciente a far decrescere
l'attrazione gravitazionale e accrescere la repulsione dovuta a Λ > 0. All'opposto, una piccola contrazione da
a = aE accresce l'autogravitazione e porta al collasso.

Un modello particolare è quello di De Sitter : esso è vuoto (p = 0 e ρ = 0) e piatto (k = 0). Abbiamo in questo
caso:che mi dà esattamente

ȧ2 =
Λ
3
c2a2 ⇒ a(t) = A e

√
Λ
3 ct con H =

ȧ

a
=

√
Λ
3
c = cost

Vedremo che in questo modello, in cui l'equazione di stato è del tipo p̃ = −ρ̃c2 ci porterà all'universo in-
�azionario, una fase iniziale dell'evoluzione cosmica. Osserviamo anche che il modello di De Sitter rappresenta
il comportamento asintotico dei modelli con Λ > 0, come si può vedere esaminando la (F1) e facendo crescere a.
Perciò questo modello rappresenta anche il comportamento asintotico del modello cosmologico che attualmente
ha maggior credito.

5.12 Il modello di Einstein-de Sitter

In questo modello (EdS) si trascura la costante cosmologica e si assume che la dinamica sia dominata da una
componente sola (radiazione o materia) e sia Ω0w ≡ 1 (questo, come visto sopra, implica che Ωw(z) ≡ 1 sempre);
cioè k = 0. Per la precisione, il modello con k = 0 e w = 0 è detto di Einstein-de Sitter, ma chiamiamo in
generale con questo nome anche i modelli con w 6= 0. Sia allora Λ = 0. Avremo, dalla (F1), nella fase dominata
dalla componente w:

ȧ2

a2
0

= H2
0

(
a0

a

)1+3w

= H2
0 (1 + z)1+3w

cioè
a

1+3w
2 da = Cdt ⇒ a

3(1+w)
2 = C ′ · t

e riferendosi ad a0 e t0:

a(t) = a0

(
t

t0

) 2
3(1+w)

cioè l'universo si espande per sempre. Possiamo anche scrivere l'ultima formula in funzione di z, come:

t = t0(1 + z)−
3(1+w)

2
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Abbiamo anche:

H ≡ ȧ

a
=

2
3(1 + w)t

→ Ht = cost → H =
H0t0
t

= H0(1 + z)
3(1+w)

2

q ≡ − äa
ȧ2

= − 2
3(1 + w)

ȧt− a
t2

a

ȧ2
=

1 + 3w
2

= cost = q0

t0cr,w ≡ t0 =
2

3(1 + w)H0
dalla prima

ρwa
3(1+w) = cost → ρw

ρ0w
=
(
a

a0

)−3(1+w)

=
(
t

t0

)−2

→ ρw(t) =
ρ0wt

2
0

t2

ma dire che Ω0w = Ωw = 1 signi�ca che ρ = ρcr = 3H2

8πG , cioè:

ρw(t) =
3H2

0

8πG

(
2

3(1 + w)H0

)2 1
t2

=
1

6πG(1 + w)2t2

Risulta utile scrivere esplicitamente queste relazioni nei casi:

� w = 0 �polvere�, universo dominato dalla materia (=�uido non relativistico)

a(t) = a0

(
t

t0

) 2
3

t = t0(1 + z)−
3
2 H =

2
3t

= H0(1 + z)
3
2

q0 =
1
2

t0cr,m = t0 =
2
3

1
H0

ρm(t) =
1

6πGt2

� w = 1/3 materia relativistica, universo dominato da radiazione

a(t) = a0

(
t

t0

) 1
2

t = t0(1 + z)−2 H =
1
2t

= H0(1 + z)2

q0 = 1 t0cr,r = t0 =
1

2H0
ρr =

3
32πGt2

Osserviamo che accrescere la pressione (da w = 0 a w = 1/3) fa crescere il parametro di decelerazione q0.

Questo modello è però estensibile anche a casi più generali. Infatti, nelle fasi dominate dalla radiazione o dalla
materia, quando il contributo di ΩΛ è trascurabile, come anche il termine di curvatura, l'evoluzione della a(t) è
data dalla

ȧ2

a2
0

= H2
0 Ω0w

(
a0

a

)1+3w

analoga alla relazione che de�nisce il modello EdS, ma con una costante di Hubble e�cace H0,eff pari a

H0,eff = H0

√
Ω0w

Quindi a z elevato possiamo usare le le stesse relazioni del modello EdS, ma con H0 → H0,eff , ad esempio:

t(z) =
2

3(1 + w)H0

√
Ω0w

(1 + z)−
3(1+w)

2

H(z) = H0

√
Ω0w(1 + z)

3(1+w)
2

Rimangono invariate le relazioni che esprimono ρw(t) (in cui il termine con H0 e quello con Ω0wsi sempli�cano)
e q (che non dipende da H0).

Queste relazioni sono utili per avere delle stime approssimate dei valori corretti. Vedo quindi che, a z elevato,
il modello di EdS rappresenta un'ottima approssimazione del modello reale di Universo, quale che sia la sua
curvatura.
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5.13 Modelli con radiazione e materia

Se curvatura e costante cosmologica sono trascurabili è possibile trovare una soluzione analitica esatta. L'e-
quazione

ȧ2 = H2
0a

2
0

[
ΩR
(a0

a

)2

+ ΩM
(a0

a

)]
può essere integrata. Se ne facciamo la radice quadrata e separiamo le variabili otteniamo

H0dt =
d(a/a0)[

ΩR
(
a0
a

)2 + ΩM
(
a0
a

)]1/2
Posto a/a0 = x ed integrando abbiamo∫ t

0

H0dt′ =
∫ a/a0

0

dx[
ΩM
x + ΩR

x2

]1/2 =
∫ a/a0

0

dx[
ΩMx+ΩR

x2

]1/2 =
∫ a/a0

0

x dx

[ΩMx+ ΩR]1/2

Questo integrale fornisce 17 il risultato cercato:

H0t =
2

3Ω2
M

[(
ΩR +

a

a0
ΩM

) 1
2
(
a

a0
ΩM − 2ΩR

)
+ 2Ω

3
2
R

]

Da questa, ricordando che 1 + zeq ' 2.4 · 104ΩMh2, otteniamo l'età dell'Universo all'epoca dell'equivalenza:

teq =
2(2−

√
2)

3H0

√
ΩM (1 + zeq)

3
2
' 1.032 · 103(ΩMh2)−2 anni

corrispondente, per ΩM ' 0.3 e h ' 0.7, a teq ' 5 ·104anni (teq = 5.66 ·104anni se ΩMh2 = 0.135, come ricavato
dai dati di WMAP sul CMB). Se faccio un confronto con la penultima formula del paragrafo precedente, che è
un'approssimazione, vedo che la stima più precisa di teq di�erisce per il semplice fattore 2−

√
2 ' 0.59.

5.14 Modelli dominati da materia

Come abbiamo appena visto, l'epoca dell'equivalenza corrisponde ad un'età dell'Universo di soli 50−60000 anni,
molto minori dei circa 13.5 miliardi di anni (vedi oltre) di vita del cosmo in cui vicviamo. Se trascuro questo
�piccolo� lasso di tempo rispetto alla durata totale, e suppongo che la costante cosmologica sia nulla o comunque
trascurabile, ottengo i classici modelli cosmologici riportati in tutti i testi, divulgativi e non, di qualche decina
di anni fa. Vediamo quindi in dettaglio questi modelli, ricordando che il modello di EdS dominato da materia
è già uno di questi casi, quello con Ω ≡ ΩM = 1.

L'equazione (F1) diventa, in questo caso,(
ȧ

a0

)2

' H2
0

[
ΩM

a0

a
+ 1− ΩM

]

Se prendiamo la radice positiva, corrispondente ad un modello in espansione, avremo:

da
dt

= a0H0

[
ΩM

a0

a
+ 1− ΩM

]1/2

= a0H0Ω1/2
M

(
a0

a

)1/2[
1 +

1− ΩM
ΩM

a

a0

]1/2

da cui: ∫ a/a0

0

d( aa0
)( aa0

)1/2√
1 + 1−ΩM

ΩM
( aa0

)
= H0Ω1/2

M

∫ t

0

dt

Vediamo separatamente i due casi ΩM > 1 e ΩM < 1:

17
∫

x dx√
a+b x

= 2
b2

[
(a+bx)3/2

3
− a(a+ bx)1/2

]
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� ΩM > 1: Osserviamo subito che, essendo 1−ΩM < 0, mentre ΩM (a0/a) decresce al crescere di a, ci sarà
un valore del fattore di scala che rende nullo ȧ, e valori maggiori di a renderebbero immaginario ȧ. Esiste
quindi un valore massimo del fattore di scala am al tempo t = tm, dato da

a(tm) = am = a0
ΩM

ΩM − 1

Per trovare la soluzione poniamo ( aa0
) · 2(ΩM−1)

ΩM
≡ 1 − cos θ con θ angolo di sviluppo, un parametro

ausiliario. Allora

Ω1/2
M H0t =

∫ a/a0

0

d( aa0
)( aa0

)1/2√
1− ΩM−1

ΩM
( aa0

)

(
a

a0

)
=

(1− cos θ)ΩM
2(ΩM − 1)

=
∫ θ

0

(1− cos θ)1/2Ω1/2
M ΩM sin θdθ ·

√
1− cos θ

√
2(ΩM − 1)1/22(ΩM − 1)

√
1− 1−cos θ

2

√
1− cos θ

d

(
a

a0

)
=

ΩM
2(ΩM − 1)

sin θdθ

=
Ω3/2
M

√
2

23/2(ΩM − 1)3/2

∫ θ

0

(1− cos θ) sin θdθ√
1− cos2 θ

da cui alla �ne:

H0t =
ΩM

2(ΩM − 1)3/2
(θ − sin θ) a(t) = a0

ΩM
2(ΩM − 1)

(1− cos θ)

Questa è l'equazione parametrica di una cicloide. Il massimo si ha per θm = π per cui, come già visto,:

a(tm) = am = a0
ΩM

ΩM − 1
H0tm =

ΩM
2(ΩM − 1)3/2

(θm − sin θm) =
ΩMπ

2(ΩM − 1)3/2

Per t = 2tm (θ = 2π) abbiamo un Big Crunch. Possiamo anche ottenere un espressione per t0 ponendo
a(t0) = a0:

1− cos θ0 ≡
2(ΩM − 1)

ΩM
⇒ cos θ0 =

2− ΩM
ΩM

=
(

2
ΩM
− 1
)

sostituendo nell'altra equazione si ha:

H0t0 =
ΩM

2(ΩM − 1)3/2

[
arccos

(
2

ΩM
− 1
)
− 2

ΩM

√
ΩM − 1

]
<

2
3

� ΩM < 1: poniamo in questo caso ( aa0
) · 2(1−ΩM )

ΩM
≡ coshψ − 1

Ω1/2
M H0t =

∫ a/a0

0

d( aa0
)( aa0

)1/2√
1 + 1−ΩM

ΩM
( aa0

)

(
a

a0

)
=

(coshψ − 1)ΩM
2(ΩM − 1)

=
∫ ψ

0

Ω1/2
M

√
coshψ − 1ΩM sinhψdψ

√
2(1− ΩM )1/22(1− ΩM )

√
1 + coshψ−1

2

d

(
a

a0

)
=

ΩM
2(1− ΩM )

sinhψdψ

da cui, in modo analogo al caso precedente, si ha

H0t =
ΩM

2(1− ΩM )3/2
(sinhψ − ψ) a(t) = a0

2(1− ΩM )
ΩM

(coshψ − 1)

Ancora, in modo analogo al caso ΩM > 1, abbiamo

coshψ0 = 1+
2(1− ΩM )

ΩM
=

2
ΩM
−1 e H0t0 =

ΩM
2(1− ΩM )3/2

[
2

ΩM

√
1− ΩM−arccos

(
2

ΩM
−1
)]

>
2
3

Usando la relazione arccos(x) = ln[x+
√
x2 − 1] e sviluppando per ΩM → 0 si ottiene

H0t0 ' 1 +
ΩM ln ΩM

2
→ 1 se ΩM → 0
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precisa al 99% per ΩM < 0.3.

Perchè studiare modelli che sono palesemente non rappresentativi del modello cosmologico attualmente accetta-
to? Per quanto riguarda il modello con ΩM > 1, esso può rappresentare l'evoluzione (sempli�cata) di una
�uttuazione di densità in eccesso rispetto alla densità media: se supponiamo che una regione sferica dell'Uni-
verso abbia una densità maggiore della densità media e maggiore anche di quella critica, quella regione sferica
evolve (il suo raggio evolve) come il fattore di scala di un Universo con ΩM,locale > 1, raggiungendo un massimo
e poi ricollassando, mentre il resto dell'Universo continua ad espandersi. Il modello con ΩM < 1 ci fa vedere
come, al tendere della densità a zero per e�etto dell'espansione, ci si ritrova con un andamento, e con un k, che
riproducono quelli del modello di Milne, con a ∝ t, H = 1/t, k = −1.

5.15 Modelli con Λ 6= 0

Abbiamo già visto una classi�cazione qualitativa di questi modelli. Cerchiamo ora di essere un po' più quanti-
tativi. Abbiamo anche visto che i modelli che iniziano con un Big Bang ricollassano o si espandono all'in�nito.
Questo ultimo fatto diviene tanto più probabile al calare della densità di materia e di radiazione ed al crescere
del contributo dovuto alla costante cosmologica. Ma in altri casi l'universo non ha mai avuto un Big Bang: nel
passato l'universo collassava, ma l'e�etto repulsivo di una Λ > 0 ne ha rallentato il collasso �no a trasformarlo
in espansione.

Per vedere in dettaglio i vari casi occorre integrare numericamente le equazioni di Friedmann; nel caso in cui
ignoriamo la radiazione, si può procedere anche analiticamente. L'equazione di Friedmann, con ΩR = 0, diventa(

ȧ

a0

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)
+ ΩΛ

(a0

a

)−2

+ 1− ΩM − ΩΛ

]
Ponendo a/a0 = R e τ = H0 · t si ottiene:(

dR
dτ

)2

= 1 + ΩM

(
1
R
− 1
)

+ ΩΛ(R2 − 1)

L'epoca attuale corrisponde a R = 1 e la pendenza della curva, sempre all'epoca attuale, è uguale a 1.

Vediamo quale futuro (e quale passato) possono avere i modelli cosmologici in funzione degli attuali valori dei
parametri di densità.

Abbiamo già visto che se Λ < 0 (ΩΛ < 0) l'universo ricollassa in ogni caso.

Abbiamo anche visto che, se k ≤ 0 e Λ > 0 (ΩΛ > 0), si ha alla �ne in ogni caso un'espansione come nel modello
de Sitter.

Più vario è il caso in cui k = +1 e Λ > 0 (ΩΛ > 0), come abbiamo visto. Un valore ΩΛ > 0 tende a far
espandere l'universo a meno che ΩM non sia così elevato da forzare il ricollasso prima che il termine di costante
cosmologica riesca a dominare la dinamica. In questo caso, per un R > 1, cioè nel futuro, R(τ) avrà un massimo
con derivata nulla, fornendo un equazione cubica per R. Si avrà espansione e non ricollasso se:

ΩΛ > 4ΩM

{
cos
[

1
3

arccos
(

1− ΩM
ΩM

)
+

4π
3

]}3

Per valori grandi e positivi di ΩΛ l'universo ha invece un punto di inversione nel passato, un rimbalzo, che separa
una fase di collasso da quella attuale di espansione (bouncing model). Questo accade se

ΩΛ > 4ΩM

{
coss

[
1
3
coss−1

(
1− ΩM

ΩM

)]}3

(∗)

dove

coss =

{
cosh ΩM < 1/2
cos ΩM ≥ 1/2

Il �rimbalzo� avviene ad un redshift zB e, ricordando che a0/a = 1 + z, vediamo che ad un minimo di a nel
passato corrisponde ad un massimo di z = zB con

zB = 2coss
[

1
3
coss−1

(
1− ΩM

ΩM

)]
− 1 (∗∗)

La tabella seguente mostra alcuni risultati:
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ΩM zB

0.01 5
0.1 2
0.01 1.25

Vediamo subito che, per valori di ΩM ragionevoli, ottengo valori implausibili di zB . Se ΩM ∼ 0.1 l'esistenza di
QSO a z & 5 esclude questi modelli con rimbalzo.

In questi modelli, comunque, non c'è una fase di Big Bang, di elevatissima densità della materia, e sono esclusi
anche dall'esistenza del fondo a microonde.

Se l'Universo si trova esattamente sulla linea critica de�nita dalla (∗), il �rimbalzo� si ha a t = −∞. I modelli
al di sotto della linea critica, ma molto prossimi ad essa, sono noti come modelli �esitanti� (loitering models),
poichè hanno una lunga fase quasi-statica, con un fattore di scala quasi costante ( e quindi con un redshift
costante z = zL), e corrispondono ai modelli di Lemaitre di cui abbiamo già detto sopra.

La (∗∗) dà il valore di zL corrispondente a questa fase quasi-statica, che è tanto più lunga quanto più siamo
prossimi alla curva (∗). Una durata in�nita corrisponde al modello di Eddington-Lemaitre, con Λ ∼ ΛE all'epoca
della quasi-staticità. Questo modello ha (ricordandoci che ΛE = 4πGρ

c2 e che ρ = ρ0M (1 + z)3, ρΛ = ΛEc
2

8πG )

ρΛ =
1
2
ρ0M (1 + zL)3 e dividendo per ρ0cr ⇒ ΩΛ =

1
2

ΩM (1 + zL)3

come risulta anche dalle (∗) e (∗∗). Questa relazione ci fornisce zL in funzione dei valori odierni di ΩM e ΩΛ se
siamo in un modello loitering (è anche il valore di z per cui q(z) = 0!). Vediamo che una fase quasi-statica ad
alto redshift richiederebbe valori esageratamente bassi di ΩM se ΩΛ ' 0.7. Il gra�co sotto mostra una sintesi di
quanto detto. Ricordiamo che recenti osservazioni suggeriscono i valori ΩM ∼ 0.3 e ΩΛ ∼ 0.7.
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5.16 Il nostro Universo?

Come abbiamo visto, il nostro universo, dopo l'equivalenza, è stato dominato prima dalla materia e poi dal vuoto.
Esiste una soluzione analitica per un universo con materia + costantecosmologica e piatto (ΩM + ΩΛ = 1).

Dalla (F1) scritta, in questo caso, nella forma(
ȧ

a0

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)
+ ΩΛ

(a0

a

)−2
]

si ha, ponendo R ≡ a/a0,

dR
dt

= H0

[
ΩM
R

+ ΩΛR
2

]1/2

→ H0dt =
dR√

ΩM/R+ ΩΛR2

H0t =
∫ R

0

dx√
ΩM/x+ ΩΛx2

=
∫ R

0

√
xdx√

ΩM + ΩΛx3

Ponendo x3 ≡ u2 si ottiene

H0t =
2

3
√

ΩΛ

∫ R3/2

0

du√
ΩM/ΩΛ + u2

che, risolto18, fornisce

H0t =
2

3
√

ΩΛ

sinh−1

[(
a

a0

)3/2√ ΩΛ

ΩM

]

Posto a/a0 = (1 + z)−1, questa relazione mi fornisce, per questo modello, l'età dell'Universo in funzione del
redshift. Nel gra�co seguente è riportato l'andamento del fattore di scala in funzione del tempo per il nostro
modello di Universo (ΩM = 0.27, ΩΛ = 0.73 e h = 0.71, come dalle osservazioni di WMAP). Si noti come la
linea tratteggiata, tangente alla curva al tempo attuale, passi con ottima approssimazione per l'origine: con
questi parametri cosmologici il tempo di Hubble coincide praticamente con l'età attuale dell'Universo!

Nel gra�co seguente vediamo sempre, con gli stessi parametri cosmologici, il legame tra età dell'Universo (in
miliardi di anni) ed il redshift.

18Ricordiamo che, posto q ≡
√
x2 + a2,

∫
dx√
x2+a2

= ln(x+ q) e ln
(
x+q
a

)
= sinh−1

(
x
a

)
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5.17 L'età dell'Universo

Abbiamo �nora visto l'età dell'Universo in funzione del redshift per alcuni modelli particolari. Vediamo ora una
formulazione generale. Dalla stessa de�nizione del parametro di Hubble abbiamo:

H ≡ ȧ

a
=

1
a

da
dt

=⇒ dt =
da
a ·H

=
d(a/a0)

(a/a0) ·H(a)

da cui, posto a/a0 = u,

t(a/a0) =
∫ a/a0

0

du

u ·H(u)

integrabile data la dipendenza di H da a/a0 e dai parametri cosmologici (vedi paragrafo 5.6). Più pratico è
usare il redshift, ricordando che a/a0 = 1/(1 + z) e che quindi

da = − a0

(1 + z)2 dz =⇒ dt = − a0

(1 + z)2
aH

dz = − dz
(1 + z) H(z)

dove si è inserito a0/a = 1 + z. Si ottiene quindi la formula generale

t(z) =
∫ z

0

dz′

(1 + z′)H(z′)

dove
H(z) = H0(1 + z)

[
ΩR(1 + z)2 + ΩM (1 + z) + ΩΛ(1 + z)−2 + 1− Ω0

]1/2
con Ω0 ≡ ΩR + ΩM + ΩΛ. Un'approssimazione utile per l'età attuale t0 dell'Universo, esatta se Ω0 = 1, è la
seguente (valida nel caso vuoto più materia), buona entro qualche percento se 0 < ΩM ≤ 1, 0 < Ω0 ≤ 1:

H0t0 '
2
3

arcsenn
[√
|1− Ωa|/Ωa

]
√
|1− Ωa|

dove Ωa ≡ ΩM − 0.3 Ω0 + 0.3 e �arcsenn� è de�nito come arcsenh se Ωa ≤ 1 (il caso usuale) e arcsen se Ωa > 1.
Se, ad esempio, ΩM = 0.27, ΩΛ = 0.73 e h = 0.71 (come dalle osservazioni di WMAP), si ottiene t0 = 13.7×109

anni.

Il gra�co seguente illustra l'e�etto della costante cosmologica sull'età dell'Universo, confrontando, in funzione
di ΩM il caso �piatto� (ΩM + ΩΛ = 1) con il caso �aperto� (Ω0 = ΩM ). Si noti come la costante cosmologica
allunghi l'età dell'Universo, portandola in accordo con le stime sull'età degli ammassi globulari.
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Un parametro cosmologico utilizzato è anche il cosiddetto loop-back time, tlb = t0− t(z), cioè il tempo trascorso
tra il redshift z e oggi. Ad esmpio, nel caso di un modello EdS sarà:

tlb = t0 − t0(1 + z)−
3(1+w)

2 = t0
[
1− (1 + z)−

3(1+w)
2
]

Esempio: sia w = 0, e supponiamo che H0 = 50km/s Mpc.

H0 =
1

6 · 1017
s ⇒ t0 =

2
3H0

=
2
3

6 · 1017s = 4 · 1017s = 13.9 · 109anni

Consideriamo un quasar con z = 2, quanto tempo fa è stata emessa la luce che osserviamo oggi? Avremo

tlb = t0
[
1− (1 + z)−3/2

]
= 0.8075 t0 = 10.8 · 109anni fa

5.18 Ancora orizzonti

Vediamo di calcolare l'orizzonte delle particelle in un modello di Einstein-de Sitter:

dH(t) = a(t)
∫ t

0

cdt′

a(t′)
= a(t)

∫ t/t0

0

t0
cd( t

′

t0
)

a0( t′t0 )
2

3(1+w)
=
a(t)
a0
· ct0

∫ t/t0

0

dx

x
2

3(1+w)
=

=
a(t)
a0

ct0
3(1 + w)
1 + 3w

(
t

t0

) 1+3w
3(1+w)

=
3(1 + w)
1 + 3w

ct

=
3(1 + w)
1 + 3w

ct0

(
t

t0

)
=

2c
H0(1 + 3w)

(
a

a0

) 3(1+w)
2

dato che t0 =
2

3(1 + w)H0

Vedo che dH(t) ∝ ct; se w = 0 dH(t) = 3ct; se w = 1/3 dH(t) = 2ct.

Sempre nel medesimo modello consideriamo invece il raggio di Hubble RH , de�nito come la distanza propria
alla quale la velocità di recessione è pari alla velocità della luce. Dalla legge di Hubble si ha:

c =
ȧ

a
RH(t) ⇒ RH(t) ≡ c

H(t)
=
c · 3(1 + w)t

2
=

1 + 3w
2

dH(t)
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Anche se RH e dH appaiono, nel modello EdS, confrontabili, in realtà sono di natura due cose molto diverse:
RH(t) è una quantità istantanea, dipendente dal valore istantaneo di H, mentre dH(t) è una quantità integrale,
dipendente da tutta la storia passata dall'universo. Per questo motivo, se un oggetto è entrato nell'orizzonte vi
resterà per sempre, mentre può succedere che in fasi successive un oggetto sia, ad esempio, prima dentro, poi
fuori, poi nuovamente dentro il raggio di Hubble. Se H = cost (come nel modello di de Sitter), R = cost = c/H.
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Nei modelli con una fase inflattiva dH risulta in realtà 
molto maggiore di RH. 

Il modello di Milne, con a(t)=ct, non ha orizzonte delle 
particelle (dH→∞). 

Abbiamo già visto che il modello in espansione 
esponenziale (con H=cost) di de Sitter ha un orizzonte 
degli eventi dE=c/H=RH=cost. Cosa accade nel 
modello che pare rappresentare il nostro universo (ΩM 

+ ΩΛ = 1)? Se vediamo l’andamento di dE(t), esso 
tende asintoticamente ad un valore costante (l’universo 
tende ad un modello di de Sitter).  

Orizzonte degli eventi e distanze proprie 

 

Mpc 

t in Gyr 

t0 

 z=5 
 

z=1.7 

z=1 
dE(t) 
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Se si traccia poi l’andamento della distanza propria 
dpr(t) per oggetti che oggi presentano un redshift z, 
trovo che oggetti che oggi hanno z ≈ 1.7 stanno 
uscendo da dE, per cui non conosceremo mai che ne 
sarà di loro! Come detto più sopra, li vedremo sempre, 
con redshift crescente, ma i fotoni che partono oggi da 
loro non ci raggiungeranno mai. Oggetti che oggi 
hanno z=5 sono usciti da dE a t ≈ 6.2 Gyr; il CMB, oggi 
a z≈1100, è uscito da dE a t ≈ 0.6 Gyr. Vediamo quindi 
che la presenza di una costante cosmologica fa sentire i 
suoi effetti anche su eventi lontani nel passato, non 
solo su quelli recenti e futuri. 

 

Caveat: Il raggio di Hubble rappresenta la zona di 
spazio entro la quale è possibile scambiare 
informazioni; è una scala molto importante per 
l’evoluzione delle perturbazioni che hanno dato origine 
alle strutture oggi presenti nell’universo. Poichè gli 
studi teorici che spiegano queste strutture sono iniziati 
quando ancora non si parlava dell’inflazione, e nei 
modelli di EdS raggio di Hubble ed orizzonte (delle 
particelle) in pratica coincidono, è invalso l’uso 
improprio del termine orizzonte per indicare RH. Prima 
dell’inflazione questo non cambiava molto le cose, ma 
nei modelli con fase inflattiva la differenza è 
notevolissima! Ciononostante si tende spesso ad usare 
ancora il termine orizzonte per indicare il raggio di 
Hubble.  
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r(z) 

Una grandezza fondamentale, come vedremo, per il 
confronto tra modelli cosmologici ed osservazioni è la 
coordinata co-movente radiale r. In particolare, è 
essenziale la sua dipendenza dal redshift z. 

Abbiamo visto la relazione 

dz
zH

c

kr

dra

)(1 2

0 =
−  

con H(z)≡H0 E(z), 

[ ] 2/12
0

34 )1)(1()1()1()( zzzzE MR +Ω−+Ω++Ω++Ω= Λ

 
come anche: 
 

                                                                arcsin(r)    (k=+1)   

 ∫∫ ===
−

=
zr

k kr
zE

dz

Ha

c

kr

dr
rf

0000
2

)0(
)'(

'

'1

'
)(

                     

                                                                arcsinh(r)   (k=-1)  
Se ricordiamo che 
 

)1( 0
2
02

0

2

−Ω= H
a

kc

 

 
si ottiene, definendo la funzione sinn(x), la seguente 
realzione per a0 r(z): 
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







−Ω

−Ω
= ∫

z

zE

dz

H

c
zra

0

0

00

0 )'(

'
1sinn

1
)(

 

dove sinn(x)=sin(x) per Ω0>1(k=+1) e sinn(x)=sinh(x) 
per Ω0<1(k=-1), mentre, nel caso Ω0=1(k=0) si ha più 
semplicemente, 

∫=
z

zE

dz

H

c
zra

00
0 )'(

'
)(

 

Per z<zeq possiamo trascurare il contributo di ΩR e  

[ ] 2/12 )2()1()1()( ΛΩ+−Ω++= zzzzzE M  

mentre se Ω0=1, ΩΛ=1-ΩM, 

[ ] 2/13)1(1)( zzE MM +Ω+Ω−=  

Non ci sono espressioni analitiche per a0 r(z) nel caso 
generale. Nei modelli dominati da materia (ΩΛ=0) si 
ottiene invece la seguente formula di Mattig:  

[ ]
)1(

1)1()2(2
)(

2

21
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MMM

+Ω
−Ω+−Ω+Ω

=  

che vale sia per ΩM>1 che per ΩM<1. 

Questa relazione, per z→∞, fornisce (ΩΛ=0): 
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0
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Nel caso, invece, in cui sia ΩM+ΩΛ=1 si ha: 

4.0
0

0

2
)(

MH

c
zra

Ω
≅  

Per valori piccoli di z si può usare lo sviluppo in serie 


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DISTANZA DI LUMINOSITA’ 

Il flusso bolometrico (integrale) Fbol che ci arriva da 
una sorgente di luminosità L , ad un redshift z, con 
coordinata radiale r, 

22
0

2 4)1( raz

L
Fbol π+

=
 

dove il termine 4πa0
2
r

2 rappresenta l’area della sfera 
centrata sulla sorgente e sulla quale noi ci troviamo, 
mentre il fattore (1+z)2 deriva dal redshift subito dai 
fotoni e dal loro tasso di arrivo.  

Se vogliamo usare una relazione analoga a quella 
euclidea, definiamo la distanza di luminosità dL 

)1(
4 0

2/1
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F

L
d
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L +=





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Universo piatto

βcosm 1.39( ) 1=
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⌠
⎮
⎮
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d:=

H(z) = H0 E(z)
0
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x
1

E x( )

⌠
⎮
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⌡

d= c

0

z

z
c

H z( )
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⎮
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⌡

d= H0

0

r z( )

r
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1 kr2−

⌠
⎮
⎮
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⌡

dv = H0 dpr = H0 a0 fk(r)  = H0   

Ω0 1=Ω0 ΩM ΩΛ+:=h 0.7:=ΩΛ 0.74:=ΩM 0.26:=

Parametri cosmologici:

1 β+

1 β−
=1 z+<=== Effetto Doppler relativistico==>βrel z( )

1 z+( )2 1−

1 z+( )2 1+
:=

β=v/cVELOCITA' DI RECESSIONE


































