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ALGORITMI

Un algoritmo ¢ un insieme finito di istruzioni che
consente di risolvere una classe di problemi.

Un algoritmo deve essere caratterizzato da

« generalita
 finitezza
* non ambiguita

Complessita: “lavoro” eseguito da
un algoritmo

Misura di complessita: n° di operazioni di base
eseguite

La complessita di un algoritmo viene in generale
espressa in funzione della dimensione dell’input.

Un algoritmo puo 1noltre richiedere dello spazio di
memoria aggiuntivo oltre a quello richiesto per
memorizzare [’input. L’algoritmo opera sul posto
(in place) se lo spazio usato € costante rispetto alla
dimensione dell’mput.



S1ano

* S, insieme degli input di dimensione n

* m(x) n° di operazioni di base eseguite per Xxe S
* [x][=lye S,m(y)=m(x)} (x€ S,)

* p([x]) probabilita di un input appartenente a [x]
« I'={[x] | xe S,} (ipotesi: I finito)

* M(x])=m(x) (xe S,)

n

Complessita nel caso peggiore
(worst-case complexity)

W(n)=max{m(x) | xe S}

Complessita media (average complexity)

A(m)= D p([(XDmx) = » p(IXDHM([x])

[x]el [x]el



Ricerca sequenziale

r variabile contenente [’elemento da cercare
a vettore di n elementi

Alcune varianti dell’algoritmo:

i=1
trovato = False
Do While (Not trovato) And (1 <=n)
If a(i) =r Then
trovato = True
else
1=1+1
End If
Loop ‘rende n+1 se non trova

i=1
Do While (i <=n) And (a(i) <>1)
i=1+1
Loop ‘rende n+1 se non trova

=1

Do While (i<n) And (a(1)<>1)
1=1+1

Loop

If a(i)<>r Then
1=n+1

End If ‘rende n+1 se non trova



Complessita della ricerca sequenziale

i=1

Do While (1 <=n) And (a(1) <>r)
1=1+1

Loop

If1>n Then1=n+1 EndIf

Dimensione dell’input: n (numero elementi di a)
Operazione di base: confronto a(i) <>r

Caso peggiore: r € In posiZIone n 0 non compare

W(n)=n

C. 1insieme de1 vettori di n elementi in cui r € 1n

posizione i (i=1,....n) ——>  M(C)=i
C, . 1nsieme di vettort di n elementi in cui r non
compare ——> M(C_)=n

p(C)=q/n(i=1,...,n) p(C,,)=1-q (qel0,1])
A®) = Y PCIM(C)+P(C, M(C,) =

:qii/n+n(l—q):q(n+1)/2+n(1—q)
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Confronto tra algoritmi
S={h:N—R"U{0}}

Sia f€ S una funzione esprimente la complessita di
un algoritmo

* O(f)={ge S | dke R+, me N | g(n)<kf(n) Vn>m}
« Q(f)={ge S | Ike R+, me N | g(n)=kf(n) Vn>m}
* O(H)= O(HML(1)

* o(f)= O(H)-Q(D)

ge O(f) <——> g ha ordine minore od uguale a f
ge Q(f) «—> g ha ordine maggiore od uguale a f
ge O(f) &——> g halo stesso ordine di f

ge o(f) <—> g ha ordine minore di f



Proprieta

*lim, ., gn)/f(n)=0 —
elim, ., gn)/f(n)=u>0 =
e lim, . _g(n)/f(n) =+oo —
e lim, . _gn)/f(n)=0 =

ge O(1)
ge O(1)
ge (1)
geo(1)

« fe O(g), ge O(h) = f €0O(h) (anche per Q, O, 0)

feO(g) & geQ(f)

cfeB(g) & geB()
* O(t+g)=0O(max{t,g})

* Q(f+g)=Q(max{f,g})
* O(t+g)=0(max{t,g})

La relazione ® definita dalla

fOg & e O(g)

¢ una relazione di equivalenza le cui classi di
equivalenza sono dette classi di complessita.



Qualunque funzione appartenente ad una classe di
complessita puo essere scelta per rappresentare la
classe stessa. In particolare

* O(log(n)) classe di complessita logaritmica

* O(n) classe di complessita lineare
* O(n?) classe di complessita quadratica
* O(nd) classe di complessita cubica

e O(k") (k>1) classe di complessita esponenziale
S1 ha

log(n)e o(n*) Vo0

n%e o(k") Vo0, k>1

La preferenza andra in generale ad algoritmi la cu
complessita ha (appartiene a classi di) ordine
inferiore.



Complessita ed incremento della velocita di
esecuzione

Indicando:

» Complessita algoritmo: f(n)

« Max ampiezza input “trattabile’” nel tempo T: m

* N° operazioni eseguite nel tempo T: f(m)

« Fattore di incremento velocita calcolatore: k

Per determinare la nuova ampiezza max dell’input
“trattabile” nel tempo T, risolvere 1’equazione in n:

f(n)=k-f(m)

Complessita Max ampiezza input
f(n) dopo incremento
log,(n) mk

n km

n? k”m

an m+ log, (k) (a>1)



Ricerca dei due elementi piu piccoli in un vettore

a vettore di n (n>2) elementi reali
Problema: trovare 1 due valori p1u piccoli in a.
Operazione di base: confronto tra valori

1° Algoritmo
Idea: cercare 1l minimo del vettore e di seguito il
minimo tra gli elementi rimanenti.

minl = a(l)
indmin = 1 ‘Inizializzazione di minl e dell’indice
Fori=2Ton ‘Determinazione del minimo del vettore
If a(i) < minl Then
minl=a(i)
indmin =1
End If
Next 1 ‘Segue inizializzazione della variabile min2
If indmin <> 1 Then min2 = a(1) Else min2 = a(2) EndIf
Fori=2Ton ‘Determinazione del minimo tra 1 rimanenti
If (1 <> indmin) And (a(1) < min2) Then
min2 = a(1)
End If
Next 1
N° confronti: n-1 per determinare il minimo

1 per il test indmin <> 1
2(n-1) per 1l 2° valore piu piccolo

Totale 3n-2  confronti 10



2° Algoritmo

Idea: modificare la seconda parte del 1° algoritmo
spostando 1l minimo al primo posto nel vettore.

minl=a(1) ‘Inizializzazione della variabile minl
indmin = 1 ‘Inizializzazione dell’indice del minimo
Fori=2Ton ‘Determinazione del minimo del vettore
If a(1) < minl Then
minl = a(1)
indmin =1
End If
Next 1
comodo = a(1l) ‘Spostamento del minimo in prima posizione
a(l) = minl
a(indmin) = comodo
min2 = a(2)
For 1 =3 To n ‘Determinazione del minimo tra 1 rimanenti
If a(1) < min2 Then
min2 = a(1)
End If
Next 1
N° confronti:  n-1 per determinare il minimo
n-2 per 1l 2° valore piu piccolo

Totale 2n-3 confronti
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3° Algoritmo

Idea: effettuare un solo ciclo aggiornando due variabili
minl e min2 all’interno d1 esso.

If a(1) < a(2) Then ‘Inizializzazione delle variabili minl e min2
minl = a(1)
min2 = a(2)
Else
minl = a(2)
min2 = a(1)
End If
Fori=3 Ton ‘Determinazione dei due valori piu piccoli
If a(i) < min2 Then
If a(i) < minl Then
min2 = minl
minl = a(1)
Else
min2 = a(1)
End If
End If
Next 1

N° confronti: 1 per I’inizializzazione
n-2<N<2(n-2) nel ciclo

Totale n-1<N<2n-3 confronti
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4° Algoritmo

Idea: considerare coppie di elementi successivi ed
ordinare ogni coppia; pol confrontare in sequenza le
coppie. Per semplicita s1 supporra n pari.

=1
Do Whilei<n ‘Ordinamento di ogni coppia
If a(i+1) < a(i1) Then
com=a(i) a(1)=a(i+1) a(i+1)=com
1=142
End If
Loop
minl = a(l)
min2 = a(2)
1=3 ‘Inizializzazione di minl, min2 ed 1
Do Whilei1<n ‘Confronto delle coppie
If a(1) < minl Then
If a(i+1) < minl Then
minl =a(i) min2=a(i+l)
Else
min2 =minl minl = a(i)
End If
Else
If a(1) < min2 Then
min2 = a(1)
End If
End If
1=142

Loop 3



N° confronti:

Totale

Riepilogando:

1° algoritmo
2° algoritmo
3° algoritmo

4° algoritmo

n/2
n-2

1.5n-2 confronti

W(n)
3n-2
2n-3
2n-3
1.5n-2

ordinamento elem. delle coppie

confronto delle coppie

A(n)
3n-2
2n-3

*

1.5n-2

* dipende dalla distribuzione di probabilita dell’input
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Complessita worst case della ricerca
sequenziale in un vettore ordinato

r variabile contenente [’elemento da cercare
a vettore ordinato di n elementi

Il ciclo di ricerca puo essere interrotto se 1’elemento
corrente ¢ maggiore od uguale ad r.

1=1

Do While (i<n) And (a(1) <)
1=1+1

Loop

If a(i) <>r Then

1=n+1 ‘Rende n+1 se non trova
End If

Operazione di base: confronto a(i) <r

Posizione di r N° confronti
Dr=a(l) (=1, ...,n) 1
2)r<a(l) 1
3)a(i-1)<r<a(@i) (1=2,...,n) 1

4)a(n) <r n N



W(n)=n Complessita worst-case lineare

Supponendo che sia 0.5 la probabilita che

I’elemento cercato appartenga al vettore

supponendo che:

probabilita casi di tipo 1

(sono 1n tutto n casi) L
2n
probabilita casi di tipo 2, 3, 4 )
(sono 1n tutto n+1 casi)
2(n+1)

n 2 n

i i n n
An)= > —+ + = —
) ; 2n ; 2m+1) 2(n+1) 2

In queste 1potesi la complessita media ¢ quindi
lineare.

C
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Algoritmo di ricerca binaria

r variabile contenente [’elemento da cercare
a vettore ordinato di n elementi

1=1
j=n
Do
m=(1+) \ 2;
If a(m) < r Then
1=m+1

Until (a(m) =r) Or (i > )
If a(m) <>r Then

m=0 ‘rende 0 se non trova
End If

La complessita nel caso peggiore della ricerca

binaria ¢ logaritmica: W(n)e ©(log,(n))
17



Binary Search

| BEGIN

)

v

INPUT: r

v

=1 j=n

T

m=(i-+j) \ 2
v

OUTPUT: m

" END

)
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Algoritmi di selection sort
Gli algoritmi operano scorrendo 1l vettore,
determinando via via 1l minimo degli elementi
ancora da spostare e sistemando questo nella
posizione corretta, come elemento successivo a
quelli gia posizionati.

a vettore di n elementi

Fori=1Ton-1 ‘versione 1
Forj=i1+1Ton
If a(i) > a(j) Then
s =a(i) ‘scambio degli elementi
a(1) = a(j)
a(j)=s
End If
Next |
Next 1

Fori=1Ton-1 ‘versione 2
m=1
Forj=14+1Ton
If a(m) > a(j) Then
m=] ‘salvataggio dell’indice
End If
Next ]
s =a(i) ‘scambio degli elementi
a(1) = a(m)
a(m) =s

Next 1 19



Selection Sort - 1

END L

BEGIN

1=1
F
lT

=1+1

1=1+1

ﬁ %
=y

F

a(1)>a(j)
T

s=a(1)

a(=a(j)  a()=s

=it
|
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Selection Sort - 2

END L

BEGIN
i=1
F
] T
m=i j=it+l i=1+1
s=a(1)
a(1)=a(m)
a(m)=s
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Complessita del selection sort -2
Operazione di base: confronto a(m) > a(j)

N° confronti: n—1 per ogni valore di1 (1=1, ..., n—1)

n—1 n—1 _
Totale: Z (n—1) =Zi = n(n2 D confronti
1=1 1=1

(n—1)
2

n
W(n)=A(n)=

Operazione di base: assegnazione per scambio di
elementi

N° assegnazioni: 3 per ogni valore di1 (1=1, ..., n-1)
Totale: 3(n-1) assegnazioni

W(n)=A(n)=3(n-1)
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Merge di vettori

a, b vettori ordinati di n ed m elementi rispettivamente
c vettore di ntm elementi

=1 j=1 k=l
Do
If a(1)<=b(j) then
c(k)=a(i)
1=1+1
Else
c(k)=b())
j=j+1
End If
k=k+1
Until (i>n) Or (j>m)
If (i<=n) Then
Foru=1 Ton
c(k)=a(u)
k=k+1
Nextu
Else
For u=) Tom
c(k)=b(u)
k=k+1
Nextu
End If




Complessita del merge di vettori

Operazione di base: confronti tra elementi dei
vettortae b

Ogni confronto comporta la copilatura di un
elemento di uno de1 due vettori nel vettore c.

Dopo I’'ultimo confronto I’elemento piu piccolo e
tutti gli elementi rimanenti nell’altro vettore
vengono copiati nel vettore c¢. Non s1 possono
quindi effettuare piu di n+m-1 confronti.

Il caso peggiore, che comporta proprio n+m-1
confronti, s1 ha quindi quando a(n) € b(m) verranno
copiati nelle ultime due posizioni del vettore c.

W(n,m)=n+m-1
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Ricorsione

Un oggetto ¢ detto ricorsivo se comprende
parzialmente o ¢ definito in termini di s¢€ stesso.

Esempi:
1) Numeri naturali
1 ¢ un numero naturale

e 11 successore di un numero naturale € un
numero naturale

2) Funzione fattoriale (per n=0)
«0!=1
* n!=n(n-1)! Vn>0

3) Numer1 di Fibonacci
(Fib, n-esimo numero di Fibonacci)

 Fib,=0
.« Fib,=1
+ Fib.= Fib_+Fib_,

25



Nella programmazione si possono avere due tipi di
ricorsione:

Ricorsione diretta Ricorsione indiretta
procedura A procedura A
A B

Le regole di visibilita di variabili locali e parametri
impediscono 1l verificarsi di conflittt di nome.

Una condizione di arresto porra termine alla
successione di chiamate ricorsive.
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Calcolo del fattoriale

Versione iterativa

Private Function iterFatt(n As Integer) As Double
Dim 1 As Integer
Dim com As Double
com=1
Fori=2Ton
com = com * 1
iterFatt = com
Next 1
End Function

Versione ricorsiva

Private Function ricFatt(n As Integer) As Double
If n =0 Then

ricfatt =1
Else

ricfatt = n * ricFatt(n — 1)
End If

End Function
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Calcolo dei numeri di Fibonacci

Versione ricorsiva

Private Function ricFib(n As Integer) As Integer
If n =0 Then

ricFib =0
Elself n =1 Then

ricFib=1
Else

ricFib = ricFib(n — 1) + ricFib(n — 2)
End If

End Function

Versione iterativa

Private Function iterFib (n As Integer) As Integer
Dim x As Integer

Dim y As Integer

Dim z As Integer

Dim i1 As Integer

If n =0 Then
itFib =0

Else
x=1 y=0
Fori=1Ton-1

Z=X X=X+Yy

Next 1
itFib =x

End If

End Function

<
Il
N

28



Torre di Hanoi

Sono dati tre pioli, su uno dei quali sono infilati »
dischi, ciascuno di dimensioni inferiori a quello
sotto di lui.

Scopo: portare tutti 1 dischi su un altro piolo

Regole:

* un solo disco puo essere mosso per volta

* nessuno disco puo essere sistemato sopra un disco
p1iu piccolo

Soluzione:

* spostare gli n-1 dischi piu piccoli su un piolo

* spostare 1l disco piu grande sul piolo libero

* spostare gli n-/ dischi p1u piccoli sul piu grande

> Sposto gli n dischi spostando una volta un
disco e due volte n-1 dischi
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Private Sub scriviMosse(n As Integer, part As Integer, dest As Integer,
interm As Integer)

Ifn=1 Then
IstMess.Items.Add(“Muovi disco da” & “” & part & “a” & dest)
Else
scriviMosse(n — 1, part, interm, dest)
IstMess.Items.Add(“Muovi da” & “” & part & “ a” & dest)
scriviMosse(n — 1, interm, dest, part)
End If

End Sub

Se n ¢ la variabile che contiene 1l numero di dischi da muovere dal
piolo 1 al piolo 2, la prima chiamata della routine sara:

IstMess.Items.Add(“Per muovere ” & n & “ dischi traipioli 1 e 2: )
scriviMosse(n, 1, 2, 3)
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Esempio di output del programma:
Per muovere 3 dischi dal piolo 1 al piolo 2
Muovidala?2

Muovidal a3

Muovida 2 a3

Muovidala?2

Muovida3al

Muovida3a?2

Muovidala?2

f(n)=numero di mosse per spostare n dischi
fln)=1+2f(n-1) (M=2)

> fy=1

Soluzione: f(n) =2"—1

Esempio:

n =64 f(64) = 204 —-1=1.84-10"°

1 anno = 31536107 sec
1 mossa al sec > =5.85-10!! anni
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