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Nei capitoli seguenti e utilizzata la convenzione di

Einstein della sommatoria implicita: ogni volta che in un

monomio un indice e ripetuto due volte si sottintende
una sommatoria in tale indice.

Capitolo 1

Operatori differenziali

1.1 Derivazione e integrazione delle funzioni

di una sola variabile

1.1.1 Derivazione

Siano date delle funzioni scalari f , vettoriali U e tensoriali A

di una sola variabile (per es. il tempo):
fo Y oR b (),
_q:j%?/)) t>u(t),
A D=Lin, E->AWD,

dove }3 é un \‘V\)f@rf&m dn R . Le derivate risultano:

Cm . ,ﬁ.m p“z)*p(h)

0”' B Ab->0 At

)

u _ J. MU%)-M(h)

I= = w )

d
0“‘ Ab—¢ Al’

Oif\': 3 Q,« ﬁ“z)’ﬂ(h)
b~ dbo At

Gli incrementi AP, A_Ul e [\,& delle funzioni dovute

allincremento A} della variabile indipendente valgono:

Al - 1) - 1) - 04”9 B +oat)

v

Le parti lineari JQ U edh degli incrementi di p, U,ehp

valgono:
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du = 0t

e o
> -

GIA:A&EI—I;'

Si noti che le trasformazioni lineari ® - R , R— YV

e Ro—Lin sono del tipo EHCt‘/ E—fC e thQ

rispettivamente, dove ¢, ¢ e C sono scalari, vettori e
tensori costanti. Le precedenti relazioni affermano che tali

quantita costanti sono individuate dalle derivate.

1.1.2 Regole di derivazione

Somw

J do A
l‘ﬂ:‘(%-{-/&): ;(T—{—o(l' :

Infatti per la associativita e la commutativita dell’addizione:
D) = (o th) = (o)
= (=% )t(Ap) = Ax+ 03
Pl .
d

\ d d
] (“/{‘>=ﬁ/&+°‘w
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Infatti per la distributivita della somma rispetto al prodotto:
A (dﬂ) = % h % By
% o= % P+ 0 By Py

= (=), + ey (for=f4)
= N B+ AP

Il

Si noti che la formula e valida indipendentemente dalla commu-
tativita della moltiplicazione.

Taverso
J — -1dd -1
Z_ |« = _ Sakagv]
dF ( dt
Infatti:
-1
Lo'=1 = 0%%—0&“—*— o(jﬁ = (

e i ?(030\*0 A Commh\wo:
‘ _2 d&
() = -t

Linearita della derivazione;:

4 | - dA d/
g Cipit S py) = 1 :

o, 2 4 o —=
LR T2
dove &, e

1 ) sono funzioni costanti.
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1.1.3 Integrazione

Lintegrale di una funzione, per es. vettoriale, di una variabile

scalare risulta:

h
( af) db = lim Zoatu(k) .

94, Af; >0
b;
-+ttt
by 'Kr by
Somma:
n

Bo\k(@—kx_f) = So\ku +j)o\}rv.

Prodotto nel caso C =CO<;¥ :

N

Bo\}rcu=cyo\}f\i.

Prodotto nel caso U — ot :

ch(jcwcju_

Ne risulta che integrale & un operatore lineare.

Utilizzzando le componenti vettoriali fatte rispetto ad un
sistema cartesiano ortogonale si ottiene 'estensione del teorema

fondamentale del calcolo integrale alle funzioni vettoriali:

b ty
gk g - (K} s o)

o) =i lh) e =

= ully)-ull).

Il



6 Capitolo 1. Operatori differenziali 18 giugno 2005 Prof.Daniele Zaccaria

1.2 Campi scalari, vettoriali e tensoriali

Lo sz&owi oMM wi < ha a e para nell’ambito

della meccanica del continuo $ena pvn Zou &JLQM\W MQQA

Wm m&'%mw Q% A.QQ C,O(Po (9\/\\3Wo o“)va-
wlla by azion J?A?fmg/;m do afecimande o

Queske Pociows gossmus essee o vallort scallac, e G tawdte | vebee Q-P.
s heciall cppre tomssri i e sono cliguahe coupi A= P(q)-(P),
(seelacs, veloadi ¢ (;C,VLH;WQ \ww;gQg): M= u(Q)-v(P),
TN DA = A@)-A(P).
iRV Lo ehudio & Vol incrawanki  wd®'iwkorwo di o

?uv&o @v\(kNCQ GQ (:9\,\(;2/“‘0 A, %(QA‘;QM\‘Q <g\ucho dQQP/J
?Afh Qﬁw&am A&Q&‘mm&o) .

E\: 6%'—)\._!“

1.2.1 Gradiente 1.2.2 Divergenza

I Cemf{ ccaQA(f‘, ve Roid); a\wgo(;go,{ aubigouwo ({ggQA‘ Por crzw\{\ Ut\*oo'aQ/{ '3 \?N\C,O(‘-&QA. Q@aﬂ}l
intmnm}l YL\QCAML\o AA) un \)\m}t\ P aA wn a“‘(o QQQ,Q, aree O(;QA&}B}Q, /avvuosgn‘a (AWN%A}BM}( ({ILQQﬂ
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L L, zown Viwari A} l~?o : e che quindi il flusso attraverso una superficie chiusa vale:

Vi JA o vodA —wndh, veV oo v = i

W
¢: dh — gdh = gndh | gelin

CQ)JS%Q VQE\Q{&H/QQ(J{XQ :y _QdA .
o v\’&\'v(&l iﬂ\(OAurrg .“\ QQAA(L“O A‘ CU-VUE wnza , oY

c\u (idwee il wﬂ%o QRQVQ(QO oAl Qu?e{pic;q C\Mvga n
Rc\ Una [lwm'ou, ARR Pw\}o : %

ndA
hv U= \%‘)mP _fiév—tf/_'__ (scare)

CLQ.?’\ AzAom! oo | N \’ {
div ¢ = Bim M (\,@Hom) DgQQ@ e o en mouediatawamke

- V- P Vv

boora é&y&a tl,«'ve,(%wxw :

avendo tenuto conto che attraverso un’area orientata d A= dA n

N
si ha: B UondA = g div U dV
Moo sealare di v = yen dA R Y
Musso bl & & = g dA ggwgzgm@wh
oY v
v
0 n In RJIS\JHQ

- h (diva)la = diviga), pu oot @€V,
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Tofalti & naturdle | omette di roYore e cidwe Y4
K
\, (UV(QT@)A\/z S _(_S_TQ_V'DAA U(CP*V/AZ&O«AQ Gu ung Q.«MLG C\AJWSQ ad un CQA/SSo
J\/ ov aaverse una q\@()—vnﬂuo. c.u‘)q,(?—{o{e rdcc\u"v%c[ﬁﬁ&) 6\&8:
- ng(dn) adh = g_javdn dh ) ng'tds .,
(v )en = bm B " praw 06V
- S(o\xv@'o_» dv | S L
1%
Jas fLes
per “‘a’“‘ VWWQ P> d qv\'v\(h ducue - ((0}’ §>ﬂ = gtv:? S ’ PMOW‘ D—EI‘V)’

| {dv@'a) - @va)a tdv = 0

J\/ “dove i\ QA'M\'Q S —’P e M\Wb Gv una Qu?QrLy’cie
come volevasi dimostrare. M\}Me P o U V\MM&QJL N on P
1.2.3 Rotore

P‘Zf i %\A«?i v@\’\‘oriap,{ e M&O(ia‘&. Q(Lad}f G/QQQ
ijxQQ, c({w)fah oW el0S% Q o@«u\?[ oh

!

basformaziowi Civeaci d b'?o-.

IQ (C}O(Q c\) 'l_f ([%L/Q,\’Q wA ve)‘}ore &\/QAA}Q QACL/(&&M
g : di — édi =gtd5 , géLin , &QQQR \Aormkgl }%Qu?@(?{o{ Q,,\/Q m}o{wda%z qvé/QA &l
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clazon © mgssina
| = ¢ é: G AS = Q- ¢ k A _
D/B/QQQ debiwiziows SO bescoms i Glokes: gag— L4 gag— L as

- [(eobE)a 048 " (rbe) an da

s s
¢ ol
\ { (ok(ng) - (fokiﬂl_ }-Q dv = 0,
74

el 0"OW A éV, come volevasi dimostrare

1.2.4 Formula di Green

DQ}O wn C/&W‘b GCAQ/ML F: @3* R 9 C{fﬁw'o N un
VOQqu 0% c{!@%%{)av‘o euop,(deo Cf, V&)Qe Q/\o ?D'f‘MUvQ/@:

g %4\/ = ‘C\fn;gg;

Ri%dn& :
(ret g)moy_ = ro\‘(émox), per o acl .

Iﬂ?&\'\; Ge S o wud %u‘lefjl\’ow. c\«L w P ha \u,(

N = ngemalk
“°r""\352°* wmo N W*(;CO G oftione V L= norm

vsce W\\'Q

. " d S E AS dV
oty n dA = T _
)s( (_@) n %S.S_Q—_ds .
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Awa \/ e\ un ci\/@/QWthQ \(oi)z(/m!?. E:jo GW\\QAAU*O 1.2.5 Campi scalari
l iQ}u\‘*o ! RQ{QJM&L CW&A“&- ¢ &Q OWD e 1a dato un campo scalare [ :
C&Cdm%m (c{,x (2899/0){3; P ) . Sia dat p 1 p

NQJZ Case ({1 oAl funzioue CL A QO&J \,Qri&)m'& b/Q& ( @oﬁ R , P ﬁ(P)
ycrva/c\ QqU\‘V&QL QQ T@(W:\ pO\AL{MQ«QQ [{QD&LPC&O ﬁ; hV_"‘lR v p( )

M\' QQ,Q:
4 =R, Gyl

dove:

b
| = =00
valido i oﬂ{m reevally (thh) itk ] ' ivlervallle

4 b debiniciowe dlls Prziowe [ e R — R - R
A= Pz"ﬂ-zz Z1
PR & g
wa,[u’lzpﬂ ng:\‘_{eaot “Q(WWQL V\:ﬁﬂﬁ& vzq ;
/ VA OW" ¢/ ocg;x\){ét O = '£4 5
- - —_ e Lo ‘ /Z' j
A= t x )

Una tadtowaiowe Uingace Vo R o hf‘? VeV
o Q vqﬁm (sﬁl'&ﬂ{"Q .

Ce Qsic)ﬂ @év }an che
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Ap =Q.AY + o ( At I) 1.2.6 Campi vettoriali
pacte Gasa dllincroments & f Sia dato un campo vettoriale U :

dove N: fwu'm ¢L A, @Q@m: U \%0__)~v’)) P— E(P) .

g,za—(ﬂAp .
- M I h& Caso Qﬁ ‘?ﬁ(\(Q %i\&a(e, C(QQQ)\'V\C(WQ &A Y
s (QW\? a ap/a | ¢ uwy \ras%mua'u'm Linare NW—*V, coet & un
x5 losoiz doppio, indicete @ oraddl
(yadt} = ooy b - e b
of /ox Du =(gadu)ar +o(b1) .
TeofMa A& %(a(hw)‘e ?Qf un U‘m{‘)o GC&Q@R Le componenti ortonormali risultano:
O
D&\ovﬂWec%{z f.R—=R & ol ds [%gra&u],é-= % :
G[‘QW\ WW&H‘& C\X Serivese
Tafalt, bt=oae  dhba-
j 3.4 Fdv = Uv %—ia[\/)g , 52 !
v IA\A:@Q}G@AH\)% +o<(L)’
=f frieds =|FndS
A & Q c?\/\‘wc\'f'.
e qv(vx(LC : @
. Qu u
f%radpcﬁ/zf FndV. (%{ﬂd@g:(&%T = TIA‘
v )%
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Teoma C{EQ 9‘(3(&{0/«&)"6 TN vettor: J—Dﬁ
\YJ 1

Dabe un cawmpo \/Q/“Or{.l@ﬂ v 6%_,“‘\/’} o has

Wy

Ji  df ,
J\/61} J;V nd

Aa i G VJQ

g gedy a\\/:gV
v

J

| belgatgiv= u-nds.

vV

9®Q&S,

T8 teorwa ded ?jn&wh e vn Compo VLHuria,Qz
c&xw@\‘ﬂ Q\e%s\mw JLQQ/\J c\wu?)vw% di \)nCJq4119
V@\'\'M{&Q[ (w&\qu wj&\ i‘w}w‘ c\u WQW Qg Csmhdom'
o w@o&w\a‘ eishe bl Yoorwia dol Kﬂdiwh e
Q’u%\/ao}ia«k% :

div V = tr(?f@o] q[) .

IV\ W‘)D\M)ﬁ:
OV, , O Y

QU 2
AA\\/ g: — = %x + '—r— e .

o o9 0L
1.2.7 Campi tensoriali
Sia dato un campo tensoriale ﬁ :
A 630—’Li»n) P—'B(P).

Tn K caso Q/A far\a Riweara &QQ'MCrMo du

A PARRVIYA *(GQPOT\M/&‘M‘M Q}\)&Qfﬁ V/—-’ Lin , ¢
*@Q& ({C,A/L\\‘l quim(\j SRR fQ %/(dc\JQMXQ :
A A =<8(acl AYAY + o (An]) .
mQ'N\CNM\MQ AAB
Le \(&%@ofmdw Qmwi V“ L{m/z q\/n‘n(h g(QdA,
smwk@{a’f\uiz‘za)fe A@W(whfi indi ¢4 wPAHa)
a base By, & Vi \Gé?ormfﬁ ld ?@o\&

wi e Yewcori JoPP.‘ <%4‘¢3<‘JB>QK de 1 o
Vo%l ?o%Swo rawr'@mm{uﬂfz/a PO(M/&:
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(rdB) e, =( grad My o ey .

Le 2x3x3 =27 W" d %ﬂc‘ﬂ r{s«/\b«)\?:
Ly )dk“ dA

La Aivuobmw di on Canpo bonsoriale 67 sl ot
whividva 04 comdizions
div a) = dn(87e), progu ae?
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Capitolo 2

Sistemi di coordinate generali

2.1 Basi locali
Un sictons di ciFecimonte cactesiuo or}mamg,Qz ol
spzio evlide T wappa L deso i R ¢ o s
ipecte B Lona onbiguasioe ddl orpo otiave) in o
e Uy & R
po B-U, , P 2P =(01).

3

Tdh wippa € bivived ¢ guindi invertibile od o
molire onbonwa. Lo svpeckic odinake  cowo i piaud
ndividuati dallh quaziow -

L(P) =6y |

o&ove Qﬂ y Yvwoiowi ScaQA(i L. Soue 00 \Drm'ea'ow( U r

5\/(3&1 359( Coor(&;ua\[. LQ, O,Mee @0(&W}Q 4Lon9 Qv. rQH‘Q
M\U%u‘w C\QA Piam Coor&iv\/a\i . T&QX. 'Q,MQQ ?g,w/r&v\o n
:c%,m‘ PM\O P, Ui ])a% QQCGQL Q‘: lﬁmp qrgv'o VQ,H‘o(fa,Qo_ :

t@w’h L veltori }amw. a@z Qmm @owlmg\'e :

P
@[" ca\k‘, /

Apvt:
Y. U,E—v & , (11,12,‘1{) —> P(Zﬂz)?b) )

o Qfé waz.’m nve($a o\, ¥ C\MMQ %v\)YL Qy
bass QQC@QA Cotncidono (W\»Q/g base whividah der
\e(5of c\vﬁQA a5 Coordiwali .

15
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Poste FroLQDMw A&QQ erdivgle i by formg
e imw&q,(h’a}a «QA qud deann?Au'ouL. Iv}@m\o novi
'm\emesa v\nﬂﬂmm Q\ iv&uo ‘-;fa'a'o (@ w RZ/M

soﬁ&vﬁfo O/A w%%/vrzvjm @3 &Qﬂ (orfo‘ CWthWo , &

’

(Lb( (1\;9& Ao [ila;vl(c{/a Q'a\yzr\o (P) , non e Q«'\m‘h\{\m
50 QA Mwﬂxwa now ri?jvdrria k\zHo 6)) ma 90&‘”\@“}@
Un iNGrawmt &QMQO " %

Duv«ive) un %i%\u\ué di rftﬁzﬁw\w}o f()WZ«Q)L, (Pa-

Q a?u\o W sac uma Fonciows x biveiveca
e D—-U, , P— x(P)=(x4,x2,x3,)
e D e dimso in B (oweromia b dwiveure
I P R TN @mucbv\p-.SZ@D)
We ¢ o apecte & R ol ol %o Ponsiow
0 aolhcioubewsne (Zsayp/acb (& volte 6 cieluele cle

r wa C7 oo indshwhnake decvabile ¢ om
diale pliwe | ¢ i ande Lasua invesa P ooig Cm>.

(14’1,2}1%)
A3
| x*
VAR
W«

L(L 9@@(&{4 cwocdanate  hawwo eﬁuafu‘me :

2H(P) = oot -
L st Qo g purale dally Binee grocdivae (nsewin ot
et wordinde) o sowo g orarell octoapnali (o quindi anod moro
onocendls ) 10 cdodti i bt O
_oP

T ot
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B! CSQC"Q” MQQK ‘6; ‘wq\ 255e(e wutha}o da un r.re(imw}e
CQ(&M&&/M o(*otaov\a,Ql < . g& e no\ra @A Wia‘o\w

X U= Uy, (720 ) 2 (¢! 1),
pe(c\u\} P Qc.uu?io , il cidtewmd M BYATIN ?m?ﬁo
dhiwte da Fe fonzone /&QQ%A cisulia

P=HKet

€ per Qé\ (’anQ/Ac\; derivazions AIWJL ﬁ«/wz{ow‘ du
CUV\Z;M ri%ul\’éz

B 01,
(TS

e, -

Una &mu’w alk \“ao :
x* . ux — u,i ) (381)302,)(3\)'—»1 (x '3 X3>)
m?\){egzuh un ow‘cﬁWe iR 690((14(\/\/(;}2— M (62

@A ¥ L(vao%Qqus:\‘/{d%}We, (@apf%m.>,
(oma frim cisulfa

= P*"xx)

4 52

0, iwve(savv\w)‘Q :

Usx

ne OH\'eme .

Un Mw\novc\)foriaf?a UV a4 fawrtswh WLQ r{rercmm}o QMQQ

Con{'(ovari&wh ’U’" .

=l

v

v=U% -
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LQ QorkuQQ ci» hasfom/,m‘w ) 0"\'%801/]0 pau‘@mfe:

: - O *
= v = t ___&
v=v ELL v ox' B_/h )
2 qvmc\,; :
h
gh_ 9% o
* Qxt

Un %\».?o twsoriinﬂ ﬁ % (aﬂ,&gw\a ,v\& r{pu{mw}o
Rocdle ‘BL@‘%, in @w'po«w)f. am}(ova(isw&i /’\Lé‘ :

Pfoce&lm(&ﬂ Come P(EW\A n o\'\.@maowo Q!L Pof m\)QQ N
tasPormazione
. h K
_ a9 0%y ¥
A=A e g_x: WBI
Uuoe” :
L

¥ - Qb O

.
Aé

2.2 Base duale

La base A %L (@n\rmrouiwh> 4 bae
QMQ& % (Com;amh) viewg deliuila (ows 24¢ :

Pk un veore @ (iin awbieate eulides ) appecseuks
s Yodecwazionr Ywace V= R, v a-v,
Ja dofivivion data o Mml);f& ande o
o & ono pazie welteridle seuza prodo mberno
loe 03 base dude ragprsets una base delds spazio
e & V) cor Wl epasio ddlle Yashoruseiou
Vwar: V= R,

g‘l i m?\a(up)\h vwa Yms?omau‘m du
coordinale 43 qvu/Q.QL ?rwm@ x ad albe cactesigun
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OF\O‘BDV\&QJ ) (iqu\b : FO(MVQQ i *G%Formﬁ.\—aw .
. ¢ h
%L — ?_E_ gh . \7?: é@% Uh ,
d ‘Ot X,
Infatti: | | A* - @ch Bﬁx K
(02 oy (B, y B i i e el
. N ox’ 9y AK
Ox" Ot ‘ v Oy oxk o

L _ g
R, 9t ¢
Zh ax/ Ri%uQ/\a:

Da\o wn NM\?@ \/Qv\'\Oria,QL ’L_I qde&}n N (aw(agzu}a

ND&L \aﬁ%n (LanA araverse Qe CWA{‘DOV\@M}\ (;ovadc’m}f U ) \ : i
v=U 9" 29 =<U%h>-2:v.

A (Uh 3“)'2}; =V,

AV\QQSJZWQ per w» mtu,Ya ¥wgor.'a.& A . QM’V\(\.@ Q‘L W\)tmfw«}\ ovacas du U oo Qwuk(bgyw

Loy : A/AQQ/A kfd varianke -
A=A ey -7

) UL = l\i’ ]
@ua%\i Vuo‘ & Qwo\ mde aW{Wafe. mn g‘@qgww}{ %

@ : ¢ 6[\!&9&. w}rmf;w}[ C\S&Q/& \ac’ﬁe (.N}fow(i&n\‘e/:
A:Aﬁﬁﬁﬁ =R Y09

v

vy

U,l/
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AMQQ%W(L:
Abk—_- .%\.L\gj 7
A=y agl
AL&'=3.L'E}_&.

Gm,?ouw}; e Youcore idandita® ,(o fewore yyu))‘(foo) 3

Iii - 9[’2}0' - oé\)ia' )

];d': %,‘93 _ 9‘.0. |

IL} = 3[-053. = %E&‘ .
(%‘KNQ\UAA‘O &!& \mgo{( M(.‘Cﬂ ]

RESEICENECIN I

2oV yys '

2.3 Derivazione covariante (gradiente)
Gurdsize cmu\;ou,w)rf A& ?j(&c[im\‘a.
1) Caunpo scdare f o

of
o= (gad b} = qedbeg = =

2) Caugo veltaciale v -

h
OV CF
T Hfh?iv Y
Po%h\
h
X-k-=—%b- o8
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(\"%dex\'& :
v oo 9% ¥h v
W T Qud o ’
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2.4 Esempio: coordinate cilindriche
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