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Capitolo 1

Analisi della deformazione

1.1 Funzione di deformazione
I wote ddl corpo contivuo & descrilto cellativananke
d una m&i%u(élao«na i ciferimente &, (%Wa“%xm
o materidle) . La deformazione
£ B—® X x=g(x),
cha maypa Ua M\Yf{%u(a zione & ciborimento Bo in qu@%&
& (equash o ciciaea), o\ Grge sume

kvm‘)o E) A cox/lE(vwa e iv\\/&(\Y«'h"Qﬁ o avels3 C(M\’ivwa.

In 08\(\W\2 c(QQQJL dve @ni‘a%«wm @o S @ Yuo\ esse e G%UV'\}O

/

on sidkowa i coordinate gguarale Un puts Xe Bo gvra
wordingte X vl cifarimentto W@Qﬁ- s ovFgucacions
bi citeimabe o in eoa oraspadonza & Binee oordiuake
dividvive lg base Bede Gy (dullh spanio Yomapue
wl pudo X)) Anabnauauke 206 B ava® wndingle
2 vl (ifecimonts MCWA wuigusson B e
bl adivale gusano G bise Gesls g Piche

99 4\78'0‘0 &u\)iw\h Cé ) Cqu/«'AQD/ 2 ‘204' GM(C/
?oqc,i\o{QL &Horefe  In queg"o un e\'%\‘w c{j({?'e({wm}o

CacYesiauo orl’oxbov\B/QQ . TaQ;z sisfowa c?)mm 3
wc\réxm\(t mr)hcfiw orha%\é&i XL e T dy 'pvn‘h'
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base individuaba dai versori dogi asw gardimabe. Ml
Q@gui\‘o Jcalve awise oubacio b wordinale o fo
Mm: W caupi velleriai o feusoriall gacaano
atecite ad on cidoma & xssi cartesiau or¥099na@‘,

P oupunki | Do dbermazione ¢ appeseabiha da
bre mziow acdlaci .

4 I B, (xv2) —x=f(xv2),
e Torwsone f 3 oordivahe dll punte eppzidd x
o Fciove ddlle tee werdinabe dl pundo weleciake X

1.2 “Pull-back” e “push-forward” di punti

L fnviow f & doformazione ddla Oubigursnions R
de | oo contiwe assume ol tewfo t (\r,PlHo NIA
w%v(am Bo &i cifecimento , ferm)fe & riomdurc
Ue c‘v,w} R dehwte e w&%vau‘om ‘;r&?,iapl a

ok dabiwte i oufiguanion wakeriole touibe
oo e @ Questa opesoions & cidunioue 4]
wako 0 lowmns dorowinghor” B, o (no\jc){)@u%)o\'& por
I Bl de U ouliquacion B gk ua il
Al peobn b il abfodkie, ¢ pec il e de
O vargiows &l quubl wabeciali | i qadto rifecite
ol v uunt oabigutaaions, aquistan y c,;?,mﬂmo
o i preciss cioplto o sz e oriopadal
ﬁm)f;‘m\ spaud i, clecte 3duma wuhigquaioug vaciabilh .

L opermions. 4 portae & bR o 2 opedsioni
sqaa&i i quabh® ¢ opeszaion mateaali Vit
b, on douswinazions m&Qm / Fi@—_b_@g [portace
wdietre ol guFigvosion wakeridh ) U opeiont
avera view inves dokfa push —forward (Podm
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)(o x
!
| ol -back
(

. (%
wouli, ol Gubiguracion pacialle ) .
I punki waberidli X ¢ gualli 9@0‘@@‘ x sou
@@%}i Fawie 08 fugos deforwsrion of
x=glt) ,  X=f7{=), (1)

1.3 Gradiente della deformazione
¢ %r&hw}o_ AIL@?A C[KLPMMQZ'M rawrmh if
gabieds dlla fonziona di deformazione @ . Posto -
F-Calg

({%\/\\'&:
de = FdX .

10 geadiode 0 dumge oo Qnpo fousoriala
Fo B—Ln(4,7%), Xe=E(x)
de taoforma o skt Divesri X vsouki davn pure
wgeciale X (appacteusaki b spacio tongoute 1 in X )
i wcisgoudtaki (tawite U deformarione) elowouds
lieaci dz wodri dell po qfaw@z x wr-‘epwciw}e
(s dfoomasion) & puabe metecide X doands
Cuedd de AWM; Wy tpotio }a«ﬁw}e Vein ).
¢ %mchwh il doboruazione in un ponko & s
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teolocusrions e V3 =V, od dowadk

gk di Bo e dbusnk gomebici 4

® ) anpe mwrew)r%‘ da vellorr ma e Biescommhe

appesecavo Dise divetse (in o o in ).
El): Ve =Tx , dX +>dz=FdX.

Por ﬂveﬂ.)(o vowe dle esere un Two point Fencar
1

In componenti cartesiane ortogonali risulta:

N I X1
‘4 97 i 07 i
Infatti:

Fij = ¢i- (Grad gz{)ed- ’

rad ey =GBz
dZ&

. Agdzie)  ad
dzj—0 dZz; 0Z;

I .
se X (Zy) e ;“Cb(z&) sono due sistemi di coordinate generali,

il primo materiale e il secondo spaziale, le componenti migke

di £, on prim indice cw}ronriau}e, c)\mxaQL e
Qemc\g indice (Q\/ari&ﬁl‘a. WU?&QQ risultano:
o' 3z, 9z px O

Oz, 97y ox¥  oxf  OxT’

FLI=

Si noti che in tale espressione non compaiono simboli di
Christoffel. Questo poiché la funzione ¢ non rappresenta
un campo vettoriale ma una mappa di punti.

Si noti che Q,a fawraw)ﬂ)u'm na‘ranL N ch e MQ@J
\oac;c @va(ismh %; Jﬁ% %Pa?,{o few\%wh n oC :
dz = dzi%. | A

(

Axlzd_ag-%t _

¢ a[wz,% 4 dX o odla bese vecionte g Ay

sfazie \&maw)l in X .

dX=dx"G,  dxTodx-gt

Ne risulta che le componenti “naturali” di /= sono quelle miste
prima introdotte:

ADCL= Fér OD(I; F[r:%L’EQI
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Tagesta & F
Cudle tacformicionn ta due cques veltorials Y
e Ve “divessi 7 M%?%lﬂ _FT:NK—;V;( b F

dX e

Flde - dr « FdX VA)_(éK’,(J;_ceAK ,

piq&co P(Q/A(v. MQQ/A Gmwercia i f ,

non ‘)\'0\ @{wulcl!bm won F o N()y\ M ﬂu\‘\r\c\/( SanSo

Tovergq A F
Se esiste, 'inversa di soddisfa la condizione:

— - =1

Uivwa{m oq\‘ek Se @ SOQO %e Qo [.9(91)(‘)»&0 M q/ﬁpO/»uA:
Zioug J:‘ME wn o ol . T L C{Jgo/()mb{(f\
¢—1o@//X):X 3 Q{OQ/-’/Z?):IX (f‘}v!h:

(0d# ") F =1, o Fldd")=1..
L) iwversa EﬂtAlC—*AV; Wl E (affrtseuh

quindi i\ %/(A(Limk& A!ZJLQ/A “(Aseofm’.]zim iNnversa :
(o X

= =

Ft= %rau[ Q—4/

Pe( (457 w.xQo, QA (@Q/Aa‘ouﬂ,:

X = Fdz

T#0
& i acordo ow il Teorens JQQEJ Ponzioue uvasy

A 15sicora oo se @ wna [ nzisue Cr e se J;é()
n un ko @QQQQ ¢ e @’wfwk Vel H)rgf 6"' o indorwo
i \ﬂxéi Pm\\)/ e oma Pncine C* o J’(d’ﬂ:ﬁ@
7&@1 {‘QOFQW/-B dssicun @& Z"MV{’/‘C[W QC&QQ y fef

col &l 50@& f[C[XXGGh c{n e S5l Q( oA Q/vw'w Ci Couw
j#@ ovunquUe  yon d%CuA 14 ,QQI'SPMWJ L oma ﬁ—f

gj&zb:& ,

gf QCI@QXJ (\/Lou”tﬁ Qﬂ’ @UJQ‘?A/QZ('OUJL Ba N /upeé? /%&
pessa Pre ﬁllfe el om fb%,‘lm;@ wole cle Ca @é%}n
1 geuaricg wﬁ‘z«au‘w %maﬁe 5. Quando B
Co\'rlurC\Q (N @o ¢ ha E = L e G]Vt'vmc(/.

j:i in ‘L’VHA; ; FWLH' Now r)9hMC(9 WaA m\«w%'&rc.'

Si noti che la condizione

cle
[
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ne (omsedne che  in tal caso: . . (Lw}e -é , (v&ﬁ}fm aQ&l mpijﬁm. o &ﬁf M%(M

J= b B >0 | (Q,Qa}im Ny m()loft;ewh 24 L(EQ’MLQ@M w//wfemygé

CP)\LQ'\?(U‘QUM ‘Q/&WX/I&A/Q (Z/Q(J}Tﬂ : A’ *Q’“‘PQ AEE (t/ E)/ o5a che ne' —(_— ; nd _F
v, —7
A O !‘67479 .

% ‘aﬂm‘“’ mﬁ‘gv@v'm B o cifata a% @;Of .
C‘”&%"(wm Q"%‘W‘ym watia B e cle o 7%% 1.4 “Pull-back” e “push-forward” di vettori e
e @ colla . tensori

I push-forsd & w e di Gia wateciale
s e faube | gadioake Wi ddocwadioe.
- pak | pl-back &i vn dbuouke di Basa opsaicle
| o Mbha bgwke Oliwoss & F

g=§%g°¢ -

_D@(f‘/ew\io tale Q%r(‘egg{w 9 opl \'M;

A

E :_ﬁQE 0ﬂ)\/fe- FR:

>
M

~ h=Fd — dr=Fdx ()

St ousiderino 3@ 9(31{ b«jw}{ A[/))( e Vo oin X
x (;s(;z%'wh. [« cormfzw(ﬂm a) o (@) induowe
e by o corr:sfzm(ﬁme ta & Pos Biwenrs sv T

e o{\m@ﬁ w% eYa \‘Wn‘ &)ﬁh C{Qﬂ“’uh n l/y e
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ﬂan,Q,C i@ﬁw% in 7@ , Tali @rr.‘Wo\A&m Ssws ancora Mi—

WQQ—bacK se vawo da V3 a [, coet dd ol

9{)@&5&‘:& @Qcmwl') mmap,« | € vieversa gve%—porwarcl
s vawo do dhosih wabegali od il %fﬁuJQA

I PVQQ- back o ‘)usk—&fmro( ¢ possono indicare
i simbol #¥ 7, rrr;fw%‘we (gZ perclu
borke S defornasionn ) mowkee ?]Q‘ Aol owe espo=
ke o coms \»&fhe@ Gom9 siubds Mfcl M’Mﬁ
pdicre + A0 wdar svuki ispebhiauade fouile
ma waw> (o qu%h Ww‘w@y‘a be )

s 4 P\@\n—ﬂ;rwcl i on vethore U wakenalt ;

Q{J?—U = E g 7 gé% (?J)
'3 '\Q \MQQ—\@@JC atn U vLH‘orQ u SF&'MUQQ:
Fu=Fu, ek (4)

G oueitdn foi vwa lorma Oineare %(aan!L 4:7@—*&.
Moo pll-bck @ LR i vickiede et
azxgc/g sv veMon w\@)re,n&,‘ 1)'67/)( come o azaA‘gca,

% B
;ﬁ*&.%{ N F Lai:@dﬁ‘h\
S pvs%-&rya(é gV dui vektor wateidl
(e )v =dldv), o, 6)

ovwefod%iad :

¢ qu&:
g = olof (6)

In componenti covarianti: .
(Qgt_()l': ‘f.é"E(Qr) = ‘f.d({:kz(&y)
= FYI oL /%;) = "é} FYI - (%)
raw,qwj’& ¥@w¥t 1 vekbore a bl e
P ‘ﬁ” (iéjpx, Moa csdla:

#*a=Fa . )
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@Mm&,xiw)ﬁms uaﬁtaé mﬂ)rc;w/huw
forma Unear 3[79749&/ il o ﬁﬁ back, ¥ a, ww
vehor waleadt do appreseshy J pl-back ol [

Crugare %aJQQ ¢ fornito dalla (8).

@O 1
In oupmsnhi awhoadak s ha
= F7, =6 Fe ()
wibe i Ougosnki radauk cisulh:
( "ﬂ)fGn(d“_qH&”F&H)(gh&ah): aFl . o)

Nokae die Lo f0) cinids ton €4 cewmdn dllle (4) tewoud

ko o & QWW ouanad diwa fonud Brucart wini=

dono o QUQQQQ W ‘ MVQHom, corr.‘stwM.
Vahausake 1 push-Ferward de o veltore wgleisle b

qwﬁm @Wrw}wh b oma Porg Cogare il -

db=F'b, betp. ()
Vediguwo om i P\/@ back doi Feusop a&)ff/ Sra
3!&9/4 A vn Merﬂﬂf}zvsmo QUNV> ?vmctz Sf’m&Qﬂ I@
fvo YVQQ ekl g7A 95 Sv veor matecdle v €V,
p@mw&p i \Nﬂﬁ—b@ck M vszﬁare %{bu‘A«Qﬁ clie S OHTM

(@*n)v=7"[Ald,v)], prow VET, (1)

ovvwwé

= FAE . (1)
In cw?wsw}u nsulh
(d*/\) 1Ii ALJ FJNI; (44)
W o=
g | |A

R hars
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Na)rquAw}o. N ?UQL—CO(WJ N AELMX cisulla:
dh=EAET, (R =F A ET L (i)

/X\mﬁg aode s dofiwise FUEQ back di wna Forug
L).Q,W qrask ALY R

#h (uv)= Al b ) i wvely, (B

OVVL(D8%1A ¢

#*h= A{ExE) , (43)

dove:
ExE(yv)=(Ey, Fu).
In componenti covarianti:
(#0 ) = LFXE(Cy, &5)= AlF
:Fél{_—r (%u%) F k A; .

4,x4,

|

R R

IV\VQCQ 6\4 Aé %‘?Aﬂx G prsh‘c[br; {{ oorru‘eF.wc&qj‘e
ondo o Fismo Belin, Ll de

BV =A(wY) g wvel. (8)

Mlakiowside & B b (1) ciclieds:
u-(#8)v =g 8#,), (19)
e ogwi WV E Ty o s obhes
UGBy = u- FBFV, (1)
oVero%ia
§*8 =F'8F, (29)
¢, @nponauki miske
(WB)IJ = F'% le F}J, (Z’L)
P in W wrasianh
(¢* 6™ g FE) B Py =

=Fl B, I—');I . (8)
Ve (iu& du fi?y‘/u»rcl/a | M\\_va@ral & o andowsr Trgmo
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Ae Lin, ,comemwi L wa forma bilisae wekerdly
Sv Nl/; , S oH\‘m?oi;

A= F—Tﬁ_ [ (24)

S‘U&M OM}TJ& ‘T(\ﬂ)o W W‘o, [l [)u%—%ck Ay ong
YPY\MA bilineare %fganL Sv NV;* e le Ch.t:

(dB,B)= A @or ™ gee) . (25)

>
AN
=S

S 4 PSR y) cpm‘s‘zwwz ordoworfisno Belingea e b

sono i vettori corrispondenti alle forme ¢f e /’3 si ottiene:

a-(#"8)b =(Fa)-B(Fp), ()

o o @, b e g b
peB=£"BE. (2)
Snnsvansule, | poh—lovwacd o on BE Ling galle
ot di B&n: cislh:
/eB = FBF . (28)
:RAQ\'\A.Q,, i ?UQQ’L’MJ( di on M“‘\ﬂfﬁ*}mo 9{,@_6‘;@} Nﬁy—?%*
Q' hQQ t\kQ:
pha=[AEE . )
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Tuversamanle :

¢ 8=F BF' .

(34/

Tabella riassuntiva dei pull-back e dei push-forward

(32)

Tips i fusore RO — back Rch— forward
o £ F ()
fomeliwad | £7(+) Fle)
b\ FE | EF
Frdewrbyd | EFET | EoFT
i A OJ B Ol
Wm%ﬁﬁ) F'E | E()E
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1.5 Gradiente degli spostamenti

1.5.1 Gradiente materiale degli spostamenti
1) %;'_Q‘Q\AML materiale i}tgp)\ q‘;o%}amwh ram:mgw)ﬂ {Q
g@W& AEQ cwo materiale U 'L%A %i;;)%‘omm}f;
w: Bo= VX u=dx)-X
G)\A 'rﬂ-(wﬂu}o doi wA 9‘%1"““4 JA rlpeﬂw Menlﬂao
Of}“aw/QQQ Oa?j% %A %fofs“omm} Y s fzosxmo es, fpwut-

m Cp\uf
Ui R —K,

¢ ({Qv]b :

(X1 2) = u =ui(x12),
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Posho
H =Grad U

= ’

(i%u%\a :
dv = H dX .

I vellor u appartiencallo spazio "V dei vettori geome-

trici ddl spazie wibionke. €. 10 %@A;w}e materiale

Aegﬂx QQOQ\‘&MM L e vn two Fm‘vl)r bewsor
Grad u: Ry — LM@&,K), Xt H (k)
H): Y275, dxm du = Hdk .

D&Q@’ donkil

si oftitug ;

E=1+H e H=F-I,
Jove 1 idotile T, dMa shifler ufpmsmh | Fasporto
V&M dalll spazio % k&w in X aQQangz.‘o
v, %wbm}c in X, E duiare di in Gubieuke evelido
I Qhidahi ndle Spazic "V dei vettori geometrici, spaio
s @ind&w%\t@m\)iﬁx@ i }m.bw}.' “L/))< e Vo Nl

050 & divaie basi Qocals ne%ake?a—a Voo Vo s
wfw»}l G I ciselha.

=g 16 = g6,
e il tasports @GM formise w cawbio AA‘W‘:M»}{
(0% base Gy waende o quellla Sfmﬁ&?p 4. ) - N
oo di on aidema i cifeciwaide cattecizue 0(\—«9‘%&@/
ilter o appresedide dalla wabice dukita.

Le componenti di Y rispetto ad una base ortonormale

risultano:
_ aui
Hij = 0X;’
Infatti: ‘
(Gradu);; = e; - (Grad u)e;,
o (Grad u)(dXJ-eJ-) _ Au(deej) _ ou
(Grad u)e; = ax, Txeo dX; 90X

Se u, v e w sono le componenti dello spostamento rispetto
agli assi x, ¥ e z si ha infine:
[ ou ou ou’
X oY oz
ov ov ov
— X 3y oz
ow ow ow
L0X oY yAR
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1.5.2 Gradiente spaziale degli spostamenti
Se A campo A% efgﬂfam%}i Or o onwidaca quale Cawpo
L;rgu‘aQQ :
b BT, x e umx g

si ottiene il gradiente spaziale degli spostamenti %/r&{ u tale
che:

cj_q = C&/r&ll_/(_ q/g)

Il gradiente spaziale degli spostamenti ¢ un %mgo& S‘Ps}a‘&Q@:
7414 v @BoLn(R,72) xegade ),
padvlx] - Yo =T, dx - du =(adv)dz

Dall ol
TE e +du=de
5 olTiemp:
ydu = L~ IF ape F = f{[z‘?”“dy) /
dove Ix rawreswh ideail®in V2 L o suon foshillee
LYV e I ebshlle &bV,

1.6 Tensori di Cauchy-Green

1.6.1 Tensore destro di Cauchy-Green

Il tensore destro di Cauchy-Green 4 rappresenta la forma
bilineare materiale la cui associata forma quadratica genera
i quadrati delle lunghezze delle linee spaziali:

Poiché il tensore identita spaziale L, ¢ I'analogo spaziale del

tensore destro di Cauchy-Green, ne consegue che C risulta
essere il pull-back (quale forma bilineare) dell’identita spaziale:

C=F LE=FF.
D’altronde, poiché risulta d x = F a/_)-/ deve aversi:
Dl = Fdy-FAX = dj-FEdY .

Poiché [ ) dnkila Q?;ma& , rappresenta il *%SO& ke

/Z/g

c—
(/90 Fﬁ %



16 Capitolo 1. Analisi della deformazione 29 giugno 2005 Prof.Daniele Zaccaria

AQQQO 4‘)’6110 &M)Diw}t, Q_ ra%);esewb (% @m@‘)w{gwk& In AIL‘WI\-'\/A:
wehia mekeidl . C e Pejm .
Q raﬂ)feswl,; vn 0&»120 }wep(ia% ma\e({aQ_Q, :

\/er&mg oca JQ\QQF(QS”%M& c\; Q " vau’ouk d&(a,(a(&;(’u}l
C: B~ Ln(%W) X-C) dopli- spostamunk B

'1\ cut \/dQ,OfQ_/ N un ?vn\ra (\‘c,uMa 2GS UWA l‘mgﬁ\(: Q: (Lﬂj) (£+H) ]

WO AL Q/\'V\QA(L g_ : ﬁ][): a"\/; Henvts Lalla
Guposiziou e be Faslormaiow: ET V-V
¢ -F- : % _;}\\/;c .

Poicler éX'ch)_( rar\)mw\h il qva&ra}o L
wodols dill voltere F c{)_( 2 smz bl wna c?%WLHE\

o

C=L+IHenT+b™H
Giricods e H @ wa Fastormados Lineace
Vo=V e & shibter I m%oQ/i | Fasperto
nald ta Voo V2 , ke aue Fasposhe 17

e\‘(mﬁam@m\l Poc/(hva ae A_){ #£0 . (03994\ il h“%f’”(}" ?’aﬂj&&’ oa M d AV;( .
C{l( Q ‘D_( >0 P O‘TM C{X %Q ; 1.6.2 Tensore sinistro di Cauchy-Green
—1
2 dxmalva C_ & dehiwbe Foc,{\'i\/o X Im”r@ C - ﬁ ) TQMM q{m‘s}ro cle @vchj—éme/m 5,
IS T detto anche tensore di Finger , analogamente al tensore
C T (;:T F ) T_ FTF=C sinistro di Cauchy-Green, rappresenta la forma bilineare

spaziale la cui associata forma quadratica genera i quadrati
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delle lunghezze delle linee materiali:

JN= e B o .

In altri termini rappresenta il push-forward dell’identita
materiale /. x € quindi risulta:

g =F L,F'=F F "

da cui:

Daltronde, poiché risulta /X = F dz deve aversi;
J= Fliz  Flz — de £ Fole.
B apprsby v coue tewsociale. spaziale
B: 8= Lin (12,72), 8L,
1w vallbee inun puale cislhs e una Fasfor-
wasons Liveace B Vo>V chtenvts dellla
Cuposizion. Wa e tashermawons £+ Vo »V2
« FLV

Analogamentea €, & ¢ debiuile postive o
S (i@ |

Vediawo oca Q\e,c.‘;few‘w di B i Fnzioue chﬁ?ffa&mh
oyl spostawbuli spaziale %racl U

g- (L ~gedy) 117(1,- grdv )
= L~ gnd v —gadU + gadv gad v

1.7 Misure di deformazione

1.7.1 Dilatazione lineare

SL L rawmgw)fa wna Q,inea (or{w}a\ra) ug(,mJ‘LAdQ ?uﬂh&
Wvﬂ\'ui&o. X, b vesore ES’Y\%QAL}Q ELC,' in X, A
(,Or((sgw&wh ZJZQMLWkO »ij\wm clx (.zylka ec;?{-'miLfQL

MQQ/A Eorm’A :
C\K = dX fLa )

e quindi risulta:

dx = dX _F__ﬁa oppure dr’ = 0//{/2 O'Q_LLO :
La AAQA)fa—a'm ijumm Et mw& dirtzioue e‘mb‘vx‘c{wah
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43 ﬁa (fﬁ,uu’a (l\/nq\/a.;
dx — dX dx y
8 T Toax

e quindi:

EL: \E?&\“1 oppure Ek: 7/_@_1

Nella versione spaziale risulta:

dove é ¢ il versore della direzione spaziale corrispondente a bo
nella deformazione. Poiché:

CQ( = 0/2', ftﬁ oppure 0/)(2: c/xzéW 5—1é )

risulta:

& = ! oppure Ek——/l—————i.

el VLBt

1.7.2 Scorrimento tra due linee inizialmente
ortogonali

Giaw Ly od L, due Linee or\mbw&; ankt dal
o wateidl X, & vereor hv\am)r: bre by X.
Due. @rr{s‘)ww; Densiki Qivgaci govs rappresentabidi
wlla focma

dX,=dX by« dX,=dX 2
e ciovlla
torlor =0
Por debinizions di peadobhe scalace  cisulta inollre
Cdydxy = dedx, Gt
be dx, o dxy amo i ki Rivead ok
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&A& ?w\}o %Y’A’&SQ; X e (9{(?9?9«»\.0[%\}( ) vdtﬂ)/i cu‘ormﬁ'a‘w!l,

%BXA‘ LQSLMQM\TZ ij\m(: m’a\‘Uié&j c\2<_1 '3 A)_(,_,wm}m.
v rsw&m 21 :w%yQy ‘TQ A’J_q 3 cb_c_l. Ve clzﬁfwizio&-.
= LZ -
3 AvY\()tvL:
Sin Xn: Sin (T{:—q/) = (o3 ¥

Cdzedee (XG0 (h Cloy)
T dndn T A, ag,, VeaClr

ec\ m?'ivm :

‘\V\

(o> C o)
Wi Cloy Vi Cln

La verioue Sf’o)a‘aﬁf ¢ immediata;

Sl = & 'L/LZ ’

S{n }{12

1.7.3 Coefficiente di dilatazione cubica
Un QQ,(LW\QNL}O &/\ Vo@ume mahufayj- WDQQ ’»'n%o(v\o di on

Qw\\(o X in&vi&va}o cla t(l I;D,QMUUJ; N QA‘/M AX1)
AK% ¢ 0‘_><3 usdm}i da X (un FriveHMe>;

C[vo = (Alﬁ x JXL) - dXi

L ) QQQMU?M}O Cbl vo&/mﬂ A\/ , w ! fn}o(v’\a él-@Q val,\'o %Fau‘&&
Dc=¢(>() ,@{(GFOV\MQ b 4V wella deformaziow ,

risvita

AV =(dx,xdz,) - dxy = (EdX)x (Edx,)-(Fdxs )

= deb F (dxpediy)-dxs )
e dongoe -
AV =TdV,

Tl Feoclormazion (@3994 e tasPormaiow dusfli
m\nh@% ot 2 volomi materidh  in m%@f& eaesi ai
wrrispoudonts (wella dolocmaione ) velona sfamﬂ/« ¢

VIVUSA ¢

dX3 | ’ﬁgf\\ Jrs
/ e

X dx;

dX4
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¢ N N Q/J V\OTmﬂQL ) o ] e . .
§ v :y bTay, Se N e M dovsnke dlaces i ha
% \A dhe=dAo N = |dX;xdX, | N
il | sethcede & dilatazion cubica O vale - L) lemeuko d'aces dA ’ A idorne el FW}Q %‘73"0(6/@1
@ = d\{i‘—\/ow—o = X _1 . x:g(()() , @{(;S?OAMQ MQQ/! z{!lcermﬂu'owz A’t' JBO (\'SUH‘J:

dA = dxy xdx, = (EdXi) x (Edx)
1.8 Deformazione di un elemento di area

orientato (formula di Nanson) =(det F) Edx, xdX,
Un &Emwh di ared matecide wQ-Q'in\'a(noch v PWJO Lo Fe) _1-’ _-;;/AO
. AA:(({Q E)E dA, = F Y
X e iv\AJ\V{&U/AXQ A/é AVUQ M; GL inl% A_X1 'S J_)—(l I— o
sz\‘.m X ((/vl ‘oive,Horz) . dove J ndAcA Qp jawbi&no c\(&ﬂ& dx,po(mau'w:
JL\(,: dX, x dX, - ol

Se n e {4 norma«Qﬂ aQQ‘ Moc‘/‘ aread Jﬁ qves}a
avionr i Serive uormvg/«l du Na«ngow>

dnn=dh, JEN .
M CWSQZ%NQ:
—
I =fAhdh = Jan Y CW




Prof.Daniele Zaccaria

29 giugno 2005

Capitolo 1. Analisi della deformazione 21

e i d @ewo{wjz AA AAQG‘TQ Aour qvaAra}.'w \@Qﬂ &uv\qv‘l&

O/A _Q/Aa —
dy= ——— =JIN-C'N =1
" dh. /-

ST no\'; c\/\Q % &Qcorm’a—am kraeporma :'\/@Hor(
M; & area Ofl.Qu}&}T kwh QA 'f’nspomazfo%

Q{v\eam, IE—.T 2 non }ﬂl«w}‘a F .

dA = TE A,
Oueha tachormavione  cisolta im?of\amh por 0o ahudio AA'@V@QQ(
tm%?ef‘m/&dw —Q)(\UL@(; 0\0\9. ](QM ) \’bvtgori «1}%@ S?*Ora')
%Wo Gu alel orcw}ah e owm, we | Fowgo (i N Ador:

Wa4ou, Sv in\& or{wn*a“e.

=
/’s

1.9 Tensori di deformazione

1.9.1 Tensore di Green-Lagrange

11 Tensore di Green— Léf,lrrame £ rappresenta la forma
v U

bilineare materiale la cui associata forma quadratica genera, a
meno del coefficiente 2, la differenza tra i quadrati delle

lunghezze delle linee spaziali e di quelle materiali:

Jaez—c/X2= 2dx-Edx .

Poiché;

deve aversi:

E = iz (C_—IX) :
I wethiciomte 1)2 cle oupare sl debiniziont € ‘Dsico .

L R

B L
(\%’X\\ ///
\,
\
N/

|
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Un. mo\fo et (ilb/{(lo Se. e 99?0 Se }VHQ, QE avv\g,\l\uze
AQJ&L QAV\Q.O- \‘V\X‘Mn(l GQ @rPo (c%\‘aw iv\\ﬂ&(ia}L,qviv\c{i e

s GDQ'J E = __Q . IR tQMQom AA Gmn—LW

CILWA ddormﬂu‘m Qomi%& c\unque. un %\wfo h»soﬁan,
Wq?féml& Q'MMHCO‘-

e B = Ln (W),
EW: =T
o emdla ovunue e 2 aolr se | weko Q\(-‘ba‘dg.
Giachi e o E=0, o euivdbdwante ¢ =,
o annlllaws, owe dve sere | aud R swimenki Y,

5e

}@ dve Liwa or\‘ua«w\?-&i, Po;clw\ in Fl caso:

ém'g_éf’l = _fm"_éf’l =0.

In fnciow &) canc[,«'w}a ipjﬁ %M i risulta:

£

I

F(CH+HTT +H ).

In b 25 PresoN. Cowx\ﬁ& ¥ I’far}a wwahica del gradiente

materiale degli spostamenti H .

A (HanT _afou oY
!O—Z(I_H+_H_ l)y E(A—Z(%XJ+9X.,>7

V\g\l owWe ﬁm&ore ij&dre, ( W\G}MiGQW) CMJ&/A i&ormaﬁm .

Con tale definizione risulta:

E=4+ SHH.

o]

In WQ«MI cart eian orkm%pwaQA' :

=+ (

1.9.2 Tensore di Almansi

our
8)('*

LM, O O
oK X oK

).

n/ ensore i AQmafnqn 4{&&4 AQCwmaa‘ouQ, rappresenta

la forma bilineare spaziale controparte del tensore di Green-

Lagrange. Sitratta quindi di un m«w?o fmgo(iaQo, e

graz«’&i),t:
C: @*ﬁ Lin (7/,.:/% )/

tale che:
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Ne consegue che € risulta essere il push-forward (quale forma oh Lewcore Ui v&dr@(%}aa' &@2) AQ/QQA debormazions .
bilineare) del tensore di Green-Lagrange: '

Con tale definizione risulta:

e=FEF =4 (¢-1IF .

E= £+ g—%rac\Tg?)raJu .

Poiche i push-forward di C_ e I x_ Sono rispettivamente Iz

) In Caw\amw}i cack esan or\wdmafé;:

e @— risulta infine: 9 9 ov
1 ~ A % 9% 9
e = i (_IZ_E ) ezd e, (azd f 154 o%; 9)6(}' ’

Dialtronde, poiché risulta o’ o + B el deve avers:
dal-di? = chede — dbe B e
= de(1,- ")z,
I owsione dll gadiode el s sprstaunnki

il tensore di Almansi 40 Srive

g=%{?ﬂdz + oy — prcdu gy ).

In Wb esPressiond. Cow\\w’é(t La Fﬂf}a Guwmedaca del gradiente

spaziale degli spostamenti g/mcj [V

£ - F (el ool ), -l ),
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1.10 Decomposizione polare del gradiente sono FQC"\”"B o 2: C oese N ot sulorvethor

della deformazione WU A }szare «, L

1.10.1 Tensore destro di stiramento (stretch)

CN =U(UN)= U (an)= N,
7 tousoe deshe di Cavchy~Green ¢ sk e CN =V (UN)= U ()]

2 ivnﬂve N oincide (ou unm athQHo& & C e OCZ

dehinto positive e pessiedt quindi be akevalhri prattivi. i .
. . on EQ @m‘s?ou@u}e Auuo*@@?te.
Ciano a,%@ ﬂwﬁlz,ﬁ/z &fc &(/to\/ussm or\oawmﬂ,; b
@ro C(A‘ Q 0 ,\11,\&)43 i r(gfe,va.‘ @(/}ovc;gpf,‘, 1.10.2 Decomposizione polare destra
Si definisce il ngm J,Z%‘To cL{ S}M&N\uhko nel modo :H }Wo.—ru'n]’ "OMSQ(' :
seguente:

B:Eg_1/ E"W""v\/’xl

U = A NeN, =73, Nek, /i ol
(&W(Qﬁr?z.\/lh una (o\‘aa‘wk rn\yc&l. Iﬂ%

IQ. hmgom g ¢ vn }wgor\e M’&}Qx{dpﬂ ¢ {Mw&h.'cp
UV - S VA VA VEVIVITASS o

definite pesitivo e soddishawde Da ondiciowe

V= ¢

Inoltre un tensore U g; uw} nco ¢ iﬂ&w\'o Pos{\(\/o che soddista
tale condizione & unico, per cui il tensore destro di stiramento

resta definito da tale condizione. Infattise U

P %{MM}(IIOO & Aﬂp’(\d\b ?DS{\ Vo (CCO»Q\ ¢\ o W\.O\AQWI'
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J/]Q“rq, sotto I'ipotesi dok F >0 risulta:

Job 1= dob TR =(le} RY = debR =11,
Jeb R = dob(F V) =dekE dekU"=0=dpbR=1.

Nel caso non si imponga la condizione ot F >0 sipuo solo

dedurre che M & = 11 eil two-point tensor R risulta

essere una trasformazione ortogonale.

Il %»(acbim}e AM/A Aa(:orw\aa'we puo quindi essere decom—

posto nella forma:

F=RY

O)on B\:%—a% dvm plRume e (_} : 7ﬂ)( e%
e (Q k’u&ga& cLQﬂ’To ELt %"fﬂwo [W\@A\Lﬂ'@&/gl\%w&ﬁ:
F(\'CQ/ de Dt Fp%{}fvo )
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1.10.3 Tensore sinistro di stiramento e
decomposizione polare sinistra

Tendore aimsho i Q,)h‘ramw}o :
V=RUR' .

D@QOW{‘D%{&‘M fv&;rm (siwisha ):

IQ b)ung,Q _\{: 7/; —’w ’a wm L?&\,kgp;( Mb@h’/ﬂ&/@e
ciantF (i . Se NV & wn shoversse i ) Ao adeva=

Qgr@ ol (f%u[h:

(vinda E‘\_f ANVA a\/}weH\uc h 14 e onpp,{
.o T fwpn U e Vo han ?JL shess: akovalbri
¢se N Ny Wy s 91& akovalon di U Mors

?& whovalsa 0,00, 0y i Vo psvlfano

ﬁ«“——"BN1/ 0,=RN, | N3=RNy

Ne amsague J&x »@J fohz{ow{ B ruoh QQ L&‘rea‘owe'
l?(f\/\drﬂp;' AA Q r\/l% G(A‘(’farow.‘ rn'v\u'{hﬂ.«' 0[4 _\_/.
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Le AU rezous t?(-‘wu'@QA' 0].4' Q Son9 7\/1‘@(; ffosporw:b’z

b F =RY nQJzQQ direzious f?n‘vxu‘ de V.

T&QA —;\Mm{o@ , of te apua& MQ& @wﬂ'ﬁ/vma‘ou _Bo oC
nfen‘wo, I M%QDW 7un'm¢(,f in tre C{A‘(‘ea‘owlﬁns

N or\!b‘aﬁnam G[QQD/A @«Jl'%«mz,m A 9{7:1@1‘9@2.
E%is\’m Aunquo. Yoo dui reziowt Q(\u}fmap,(

s Sono  AneNny or\«fbwap) (b‘la ‘Q/A Morwﬁdwl, (8\&\&'&%:
wow & dlbo de wll ree di un wete da B, 2 R qeste

bistaions (e ortonouali duadre Wl L mckos gl

Mg oot dice & e b diceaiou or\w piwa

ML wole sow or\bM W Fiue el vw\o).
Risulha -

Vi=8

Eﬁ%iﬂ & %\\M\Mﬁ)Y (A Alb?wuh sitiva Q$t'9+¢2 un
89% _\_/ simadk o MM}G ?9%\}"\/0 cle QOJL% b&
ouditiong . hg\hq e o e wn aukem@w‘ di l/C(A
Aheversore n QQQOQ o% ot un Wtov&@fé N 5 Lo

au‘it\vuéora n, I f‘t’/wspr{ c'\(.Lc;}rO 2 erwl‘gfm c{,( C&vcl/t -
@&QM M\LM quivxc\i BJ?A S\QS‘S{ &ul‘ov&&/\' 2 j,@ W}m/@}é
baci i @«:%Pw’wmo tawite £ rehaowe R .

1.10.4 Tensori ingegneristici della deformazione
Tomco2 | napJ(g),v\o,(.";A-»'Co iﬁ% citpom@ a‘o\«_L/ma}mw&)
bD: V-1 X
IP besoe bozvfy *W( e\ on Fensore Wn/t))‘(’.nw&
siwwmabn®@. S N et un acteversoe di _Q/eriw‘mf;
&{/\c\kl ch b_a, (;(4 ax/bova@o({ ol (z@(/“?:

WehN == 1

D’&”{mﬂiﬁ :
gsz/-v.gy -1 = Oé—/h

e 61\/1'»'\&4' :
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Eow'o\w -, < Wu% $s 2 $U@ Q °€ v (/ﬂ / 2
&L= Lpe 6 .
L (fc,d“’.) e (.) -I, L\ywﬁ&gezco@@er «y\g’% ¢ /é Qé t
@ m‘%‘c&o/ ch\u;\ in tal caso g +I, =21, ede¢quindi Po{cl&\-,
ozt sl Plre deverso dg ceco. Uby =(beUbe e + v
Tam)og, .‘wglw/,’g*f«‘(a JIQ& &.Qoma—a'wQ ( 9{)@&‘&& ); con U #0 ¢ y._0=0 /,'gu[h:
/)] !
2
o1 b Ut = b UUte ) =(bor Ube) o U
1¢ Feuugore b N wn hu,rort S «AJL 91wl frico. P E-UU = . UE O se np doduee
g& ﬂ 2\ un &/“o\/&rspre cL _V clzg QU}WJ«@& 0( //Yr///ﬂ.' ) s B == 74 e ~
pebn = =1, VLU 4 beVb = & 4Lk
V4 5(w'w(l4' M
1.10.5 Pull-back e push-forward tramite la rotazione
£, = 1- b n. rigida locale
Se it adordr i U soup kb skl Wi de Yoo Vo dlae mehaads ) £labe

Ey /\/ LW N £ =0 h n %\m“‘a&‘b ) & C°N"%?W\49M bawite {8 rdhanoun (i?);i&a
= N Tl e =N.-nn |

Q"“‘Q‘L R e 0 h ‘\L[)/QAL@‘SF U F .
%@ QQJA(?,&W Fﬂr\c/tfaﬁt. c[{ ho Q/ - m e Mzl - L\aU&

— anche i tensori ingegneristici della deformazione si corrispon-
[is Hﬁ W rL h

TnfaH: sia &, g Wco cL rezionl MQ}‘%&,& dono tawite 44 oRziows (3a6§o\/\ Qocaly. -
per 0a qmﬂe Uk #4 L pat o Ae k. Rodh: QAR = RUR- RR™= VL.
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0 foro M MVarmwm gfau‘apz @rfis‘)wMe,
1 C MM\‘Q @A (ohu'wJL ({T‘JJA pr& fisulha

1.11 Compatibilita della deformazione

1.11.1 Sistema di coordinate convected

Sia date wn aistewa di cordinate cardesiaue orhaomﬂ;
n € sia BB uwme deformazian
b o oo oitine 0a cui wﬁ‘%ao'm & cifocuado
& B I owpounki

g, L & =/4(ZI),

la doPoruaeione g esiere inberpretata oue vn cubia-
weode & ordinale spsaisll | da aelle ¥, atesiae
cdosondl 5 quelle guacdli Z, . 7ol cistonna
b byl (qeds) ¢ b shons

aw\vec\rec\ A o Cvzioue MM)/A &¥Mm1—u{m.

Li base di velbori asociats ol sistown onvecled

({C}dlh 3
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o G WM. mvan‘;w\}i Aﬂ% m“n’cﬁ:
YT b

13
N Od.
_ 3% 73___1 g‘f - FLIF
D71 dZS t v,
Clog
{21 =Gof
Zl=Gs’»

>
Z, €4 & ! %

In moc{g a\k&gaa )oﬂ)vre no\‘&LAD c\Q:

8,‘ %ka _ g LJ. )
o OHQ“%GM (e Comfyov\w}( @A}f(avdriawh:
ry
§ = oy
No}aﬂl C\’\L ‘.U’H\Q /pﬂ CQW\\)Q”‘M" F{I 5 CII/ C—::]

Sowd A/AXL MRSL Q[G)fw/l %(\Y%{Bw oﬁo%onaj)); ed ¢ per
queg}o du Coud r{Fof%E\& %f(z oM a,Q, in&u’ aﬁ Pie«&m.

1.11.2 Equazioni di compatibilita

S vogllioo lhecwinare le oudiviows ste e guall

o Conngo tnwrial wateciale € siwuetion ¢

lefiwilo ?os«’\avo mﬂ:resw}a | Yousore dastra i

Covchy-Greon di wa deformazioe g {4 oipe ol
% g BB o ou dfewarioe o

B, dlon B wfo«w«}i cartesiang. € 5p i posson
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6%0 %4d W\M\oconneSSO> uwn @f%&@\uﬂ C(.A @5’(0&‘/@}@—:

iv&a\;(e\a(a clan} (D«A»?Wh 5\2& *wwe M(\'CO 4’%)&@&
¢ = ¢E(ZI >/

w& CK")\QAM Ai @of&iwﬁe (;o\/\\/e&eci. Posta :

o :4_(9'01.4 L 0Cur Gy > e de
o T2\0 "z T o 0204,y
QH _ Ok oy 1™
b/IJ:CHL—b/I,L; )
&‘(@\AAO h/wu\'o CM\\O C\L& %. ZI% D\/v’\un
©r _u ov ’
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Capitolo 2 Wiw W\Tiawfa X sisulta -

Sistemi di riferimento U=, + R (x-0) [_o= j{—(o—O)]
2.1 Moto rigido =Yt B._BTR(X—O> [B_TB‘_'IJ
Risulta: = '\'R_BT(I'°> [x_o _ R_(X—O)]
x-0 =(0-0 R (X—=0
( ) T ( ) ’ %9]‘0 !

ov R XY 0 ' i cWhe-

dove R o onbesere (“aaouo, )qv v \GQQ \M _Q:B_R_T QEVQ,QQUH\ de%c;OA{Q
(\'qvu'a W‘[li\/l!l

V= _o+‘[_}(x—0) .

L4 \/Q/Q9c)\a\ m QQ/ML ..D_ o emisimmehiica J:wpaHl':

[V

RRT- — RR™+RR-0 — 2+027=0.

%e @ }l \/O/HO(Q &%9399- oL,\ __@ (r’%u“& &’/10\‘.9,!

V=W, + WX (x=0)

33



34 Capitolo 2. Sistemi di riferimento

29 giugno 2005 Prof.Daniele Zaccaria

Qico(c\iaw Q/cl Nﬂévm ba Q& (w'?auw}i de
J_Z e b wzfomx)r. . que vellore aw‘&Qo,:

Wy FO —w

Z wy
W=y, = w, () -wx |’
w, _—wy Wy () |
v xyzxyz
0~ 0 .,
Jl=| My O -0 , sz My,
0. 2, 0 Dy

DQX‘\@M&O Q/«] VQQQC/;\'&\}W(Q_ S| h&/ﬁa‘\‘o’((J} <
o\’\i@\& Q\ &(,&Qﬂ@ﬁm_ :

Q=00+ _f_;l(x—o)+ Q%(x_o) i
AOVSL : |

goz'\} 7

=0

R Q‘acw&@—a’m Afﬂ Fun}o 0 A,« rfpw‘mwll‘o,
PO&C\’]@ :

J J :
Eo= Oﬂg(xw)}: R (x-0)
=RRR(X-0) = JL(=-0),

riev\\ d inﬁmo, :

e

0=g, 4L +02°) (o) .

2.2 Eventi e sistemi di riferimento
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in Q‘o%w@}m ?osf?/iovra ?& m»/t‘h PARVL sfamb euc@‘cleo
E(Z&WM%‘WAQL, mﬂ/w\)‘re @9‘3{?3—&‘0 )C AQ&QA I'M‘ 0[4 }‘EMF e
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%era C\x ri\}ufmw}o. %‘cﬁ n % e A% Zﬂ F)ossww
pol essere assunki duvers: siofews do coori‘wafe, Doce
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0%32(»6}0(@/ non ¢ altto de & Sf@z{o r.‘a»fcf@mwj‘e

s ol osterialee shesss. Stavi associah ad osar=
Wod diversi 3 mwoveramo L'ono rig‘}Q,Ho M sl
i wo cigido

2.3 Cambiamento di sistema di riferimento
0> ondecine due osservalod ﬂ ¢ 0% wniOopo
istows &4 rierimeuto (Z Z) e (f't ZH’)

Ga e on ovomdo che svvione WV ishaabe b k(7 ¢ a
il &5 di (77 Fodet o oveuk simollones ad
g oW fvmch?mc{w}( M‘ogsa(m}b,e 'S F%ﬁﬂm‘ﬁt
divie A e b di 7 @ 5 di P ons i
spodancza ba i quat & € o el i E¥ e
bQSL Co(r’se,‘pwiwm dve  essek ona M ) oAof
na eomeeov\imm dw Uascia imvaciate & dishnze.
fm&f&‘w}:‘w\i F"“H o[if in f* A0 istonte £, N @
e P Eo%«xi\m‘«& determinace e rpm‘efov\c(ww la i
due %{)@u‘ acl un ;sm\)re E di y ?W'Co. Dovenls
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25/ UNA [spma}m ) ‘GQQ Corrf%‘)onJQMm S SCrive
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doe: O ¢\ on \Mt}o i & o 7:@@& ilecimends 5
(b)) kot pricione &l ponbe O7 L £¥ ol

windde ou i ?ud}q & ¢ du Sl fwfp b wincidava om
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% do tw?p Lo coinadeva con il Pvﬁo P/W;c
& %*/' R(E) ol tewsor  rolavione doll moho r[a»{({ﬂ

o[ﬂQQo %Yaa‘o ‘@ (isfeﬂ‘c &QQD Sfa-a‘o f ¥.

Tn olhe YafoQQ, P* mrf&w)‘a Da taiehagain E¥li
M}{x\ OMeS¥ (fbA\C{QwM'}P, &@Z\o@%’@ﬁw@ O % w
voly de Da tashwadone (1) gia wma Fraste mavione.
cwdmwa (;%feﬁ‘c G,ZJ?A is}w}‘f t/ o E{H dove essat
o (olaziouws oo’ doe osgee doF R =1, Tt Da
() cdde dwgia Q)= abbclet sl PP
o \w?o b & (9.

L inda Vwbwl/-\ JLXC roral di ‘cmwo dalosserafoe
P&{wﬂyfm & idhitvie fa %aw)‘o, m@av‘m Fa 3&
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0%, S ooy o Q‘f‘{o\ud?fa is}rf{h;h &ka«fo h,

L0 et dwe ot % e ¥ F@mx&“‘e de infer

?m\&& Da Yashrmas one “) (MQQ Fasherwacione
s s{fasio ¥ in s shoon, poichs | Pw&o P
Gt Ala () & purl in 24 o @/(:'SPW&/I ad on
b di 8 o liane b d O

Anda 0 ellgions (2) o' esxecc ,‘nhirf,e)g,b Come.

o Fashetsizions & oo oPacio in % sese, oA
ez fm\ Li SC(»'M,(Q/A in @W(,FMA)\I Se ek

!ta th %:t > Z
\%f L\/I [7* . X
LA ] Z

mve &{‘Q/ oubi e degll erali di b»wfo [infess

one ol € out %me*l roaba woli @i des mf

V*e 1) cwsidtaons a boro wisen U (2) divdh:
t'=F+a (3)

dove 0=-t . la (3) @Ww wa tadbe

wavioe Al e rodl R . se sfesgo ed O ha

| eﬂ%’V\A?’l(@X& & owa tastazions di Bl asse.

2.4 Gruppi di trasformazioni
T cowbignonki di sistema & plecimuibo -
Pi= 0+ +R(P-O) (o)
t'=t+a ’ (1)
bipmdono dell \altore ¢, dis QPFKM wa tadkaziont

m‘c?r'l/a Wl a0, dal tugore R che rarf)reswh
owa colazioud {Iaxi/a JA&QO Aafaz{o QHWO &Q ‘M\}‘a 0 e
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i scdhe o e faWr(swh i Hadaiou dill e

ol o Youpi L bofmaiand (1a) debiono €
Arppo doi mok: (;‘?’({J‘,{ C(@QQ?S[)Q*?A'Q .U %ﬁi@;@g’;

‘:’(&SQ@'IXOM (k@%@"m&@uw & GQ«QA'QQO):
P" =0+ ¢, [2)

ne coavilvisce un OOHOa-(vﬂ)o L G ome i, up sl
olazom  attoms ad on Vuw}c frso O (w\ qroppe
per oyl punl 0):
P¥=0+ R(P-0). (3)
S d e G tasfocmaion (o) dgpivngidwno
b werosi Gl spazio 4 dote ok O
Pr-0-1(P-0), 4)
s obties il 4(VPRD A(LQDJI isometrie A@@st{@m)am\
£ e bl Vasforuaviow e Qasciamo invariste &
Jidamee Fea Qw\h :

P=0 + ¢ +Q(P-0), (5)
dove @ ¢&una trasformazione ortogonale.

Di VM%'_MM j ((O\wfr%o Troesddl) i ¢iforisemo &%[5—)
¢ viow a% Ga) qmb faf@&v\ﬁ de coubiowpnhe o
%i%‘l‘bm & (IPQ{TMO (a ds OC%fﬁ}‘ofe),

E prassi comune assumere che le leggi fisiche siano invarianti per
inversione dello spazio. Un “osservatore” che differisce da un altro
per 'aggiunta, oltre che di un moto rigido, anche di una inver-
sione dello spazio non fa altro che concretizzare tale assunzione.

Ancju QQ f@%pomwv'ow’ (41b) cosh fisons un,
o, i arvppe (LQQ,QQ mg&)u'w' rigﬁ‘iﬂ Ao 995
T R v,
(%Dﬂ &91“ \@VUP{_ Se & }g,QQ a,,\,wjo 61 %UV\%C
0 iweroiowe dd asge dei h\ufn‘ :
L= —t (6)

3 ofhone i Yruppo a{(zﬂ)l u'somo}’(-'é cla@ﬁ(a%sz do )’&wfw
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C}M q=i qmwm 6}=~i .
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2.5 Quantita oggettive
N& %Q%V'A}D % Ca(&\ riP@ﬁmQMko & a{VPI?O q/pé&
fSO\AkQ}fiQ AQQ.Q-Q ‘?frﬂz{o e &/Q ?{VP’FO w m%a'ow.
AQQQ'E%%@ C(9A }"@wff :
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=Tt +a (15)
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e Oézﬁf_f &%@ n(m& essek oé”z:ﬁ_*ag*&
picke® o= =V ¢ V¥=Q U deve infur

essere

pr=pa (5)



40 Capitolo 2. Sistemi di riferimento

29 giugno 2005

Prof.Daniele Zaccaria

9‘ V\9¥{ CL.Z v 1_7 ol ngn,& -3%001‘9*0 qd ﬁ, cioe
oo de b ev=pu g ogw VET, Mo
dve sdfare

b¥.v*=b.w = b*« QU =b'V,

Pﬁ(c;b/\,u; '\IGNV’ 2 (f,uhq‘/vv:

b*=Qb | (¢)
Ne r\‘su\h cksuQ \/Q,HOrQ m‘?r&gwt}@ph'\/o dn g ﬂomm QmMrt

% tastona in aordo on ba (3). A“@Q%VWM)?/

%4 _A_ ST w}omorﬁmo su forme
biwarn & sia B PP g comsfoqm
ahomorhsmo ou velbori, ool e L=Rp
Wora a =B b, dove a e vellort ageciaho
q o« « b quello xsecidho 4 A
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mch‘(‘zm&u%‘ Ll seservotore .

St riords cle fwx}( e wa«' Com‘SKW‘ Fawihe
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vigko daossenahor diversi (3 wouo d eng inversiow
AQQQQ 9?444‘0).

Tl whiswo che 2 hasforugeionn i Froapr\o
é(%_ & dut fouson g obheue Faudo i Wod_on do
FasPonmak

(AR)*= Q hb Q=A@ BRT)-A"B), ()

GAA/QQ.QX()W\MQ aQQ ]aﬁ)@‘%”dw L > h’ALSo& - vv/ﬁo,e:
(bo) - Gav)-QADNv)-Kt

2.6 Effetto del cambiamento di sistema di
riferimento sulla deformazione

Vediawo oa cwe & moL‘J}wno 04 doformazione e
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=t +a . (1)
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W \osorghore (9% famil ona icomehra ad n




42 Capitolo 2. Sistemi di riferimento

29 giugno 2005

Prof.Daniele Zaccaria

H?w?, by . Qg W«Ja{rcclmuwclmmwm'
& rige e vioun. nfrodobhy nel disarso o oot opo e
dokilice dole ?rof(ieh\ di ivanuza. Da quesks P«ml‘o
b vish VoA ha alewms swrhm 4 BHe e Lloger
ahwie ilizio (7 potehie scegbiere vua obgpaions di
fi&{iwu)‘o Gouarieq : U ova co\/\p%%vrm‘m h r:&n‘m}b
pud essere ytomaticomake Mk da ttuéQQg il osoratore
pincipall touite 0 ipwakia o hm?o bo. lq poie~
EANY M/& mgx%umm di ri(ﬁ%riww}o W /OSS%/JM
Ihigo (9 wincd ?m&‘ o ?ua()f% Bs d (V%4
o isule

L ptk wahorsli faslorughs X eclowo donpue
G ol iwiviali in o oo Uy Fasloruamion sarchbe
indigondoabe dal hm?o)

X*=Xx . (2)
Sobhe 0 scione dilla (12) ne doouguon of yor-

cea &1 haslorma sewnds o oo
o) #ly)=0+c+@ [F(¥-0] . (3
Gl OJOMWLJ"AA finea WW“M&QA reshauo MM’&L':
dx*=dx (4)
¢ %A @QD/WAAW d QAM QFﬂm‘&Q«' 3¢ %QS;ZOWM i
Q(Lal‘cb om -@3:
de¥ = Qdx (5 )

U taskormate de Wac[xw)f@ F dtlla dofomawioue dove
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2.7 Effetto del cambiamento di sistema di Z N/
riferimento sul moto v=i \ —X-0
Si consideri il moto di un punto materiale X rispetto a due QM?A‘W&
osservatori in moto relativo tra loro. / M@fﬂ_
/
, * ‘
Usserabore () ieso ? 0
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)%Q(V&XON (9 mob{Qﬁ / xX—0= B T m@
*
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L ﬁsso 6(@%’%’% du &J c(ﬂsoriawa. ¢ % ‘;{Aﬁ pwfq c(/ / S—
raiettoria di
(/Iéh AA (y*. ? trascinamento

Vdocita AL ‘ 0 riopedio a{ ‘*:
docitd 3’“%"?4‘ 4 FQ'H id U hehrazios b tasmananke & X ﬁfwfb b

pu— - T L )
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losse pmnase (;Z;A/&Mv ' osseng rare (9 wolla _
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V=Yt 2(RY) .

Vv = x =1y +Rt+R
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Acltrszion di X rcaIp@Ho d U

.:{—J’:).é.

&

peobgzion &i X ciopelto ad (9%

*

Fs
li

Wb
g:_O(_,O—{—__Q__B + (LR

s DRV +RU+R

@hB

= 04+ he +R Q.

Mealoauion di Griolis

Qe

=2 RV
=20 (V) = 2wx (V) .

o8

2.8 Prima e seconda legge di Newton

La legge di inerzia afferma che un punto materiale non soggetto

a forze ha accelerazione nulla rispetto alle stelle fisse.

%
La seconda legge di Newton afferma che la forza totale lt che

agisce su un punto materiale X ¢ data dal prodotto della massa

M della particella per Paccelerazione Qg del punto rispetto

alle stelle fisse:

E = MmQs .

Ui os%rva}ore @ sopjc‘ﬁl/QQ &@&z %bj@l ﬂ'sse.
e Aﬂ/\‘\’o OSWW mem‘&ﬂ o %fem/ue .

Siano allora (9 1 € (Q ) due osservatori in generale non
N\

inerziali. Se 81 e 82 sono le rotazioni di CQ rispetto a

AN
(9 1 € (9 7 € Q elaccelerazione del punto rispetto all’os-

N\

servatore stellare (9 si ha;

o>
o>

as1 =Ry Q, Qsy= R,

.

La rotazione 821 di 0 7 rispetto a (91 vale:

T
821"_- Bl E2 >
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e quindi risulta:
Qg1 = B 21 Qs

in accordo col fatto che I'accelerazione di un punto rispetto
alle stelle fisse € una quantita oggettiva.

R: \)ro acL un osser'\/;}op( enerico ﬁ laccelerazione
Q/\)ﬂ g

della particella vale:

@A = Qs+ Q_/k'\—_Qc,

Quindi:
M = mQs+ Mna +ma, =£+ _/pf-*_ﬁc ,

dove:

i’ = ng iv\&ifwéw)ti A@P.Q ’o%Mo,re)
forze i hascinawanko,
= po(ze cL{ @rl'oz's,

P
moo

£ SITETS c\/\ﬂ N ‘R\Qﬁ ex()rks%ua Wrervitas i
k@%ﬂw&w‘w)" && Pv»’\ko X M@ﬁ/\ﬂ S‘XPJA/&’QJL MQ S}QQQQ
lse e cdlglato nc,v,\)xo S0 servakee (9.



Capitolo 3

Velocita di deformazione
3.1 Derivazione materiale
P dyivata_mabecidle o Ragramgiana i om ampo
puscic o dende da sa derivaba tewpoale ﬁw%p %
baiMorie dui puaki & Gukiwe , conr €a decivaka
ad X =of

. E\ @n%ve\ru&iu %m&)ﬁl@(&l ow wvn P\/V\}o
Sovrdﬂ)o%}o owure Con il %imloo@ AA du{\/ﬂ’a "o\“ﬂ«Qﬁ
(y“’)wo 39\ }w‘)o (QQH(VL\'QAQ/}D“&QQ W/QQA Ha,fd‘)fo(ca).
(.}ia quw L"_(X, l:) wn ?ﬁuu{cf; c&uPo tmgariaQL
M)fen'an (91 il W e scaQ/m.. e ve)b({aQo_ U ooe

non coubions), Risdfa , pec defiwivions -
Iy
- ot
A/A\e (,\u ﬂ o8 pww{o\m & X . A, }; , S;a invew

ovverossia:

Sy = Sod,

Seg (X t) =

ciw\qvt

8 >m -

Q
o

g

S(£(X ), t).
La Versnons- QA%(QM%AM&QQA Svaiﬂz( va}a W&\Y@t

+(gad 2 v

2 W( %r\fecn‘&m o(h»%onaQ,« :

I8y

0S5

Qt

_l._

9x,

v,

E(I)t) un Ob,uw(CCo %\,WFQ I“QMQQ(\'ESQQ %‘)@aa& .
lﬁl SLd vescs o VW&\‘M.QQL S_RQL ﬁc,unﬂ :

A(sua
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Noh;(e c\u M/QQQ pwwwﬁt Pﬂ(ﬂM[ (ag/ai\ ;V‘AA‘%
QA c\um)ra \'Q\»\‘M(&Q @u&(fa«w osf)aanlL M(L %mc(g
Iwc\&m i\ oﬁr;;cbm)n euQu;a»g Eh S .

La derivata materiale del Wo AUKQA %Fos}a o u
coincide con il campo delle velocita:
Vo= d.
baicbona
3.2 Gradiente spaziale della velocita vt o0 U incramade & vdbeita® e < Wa P’J%%MC\I
Sia i\ ¢ 3uLpo SPS)?,{SQ@ WJ va@oa\]’&\: il ?w\h x ol Pw\\fo r+dx |
Vo @—ﬂ@ , X g/z}, X v c\w-,@wt cb/\'a‘ | %m{)a o\ﬂWl W,qu'H‘ v,

1 Cadients [ 1@&3&) s vfloeils - 1 gesdiade Lo inlipeadadbe 4l owhigoazion
@30 By r(?wim&u}o. Veda auo i Mevere l: ahaverco

L = qud v,
& un campo tensoriale spaziale: qm\{h\ Qﬂ@/é)f ¢ a B, Risulha -
L:BoLin (5,77 ). L)~ £ &KGQM):G@J%{:GWJ%J

bale e o L — Gad (1_]0¢/>= [@.ch_ujoyf]ﬁfacfd.
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Risulta quindi: 3.3 Velocita di deformazione (stretching) e di
rotazione (spin)
F=LuF
L é‘ Re‘l - )
Jove : La Fa(\’e aimmelrica P dd z?fraixw}e sra?»‘a,Q(L 4olla
LRJ: Loyf// ve,Qyu'\a‘:
N D - ")
¢ il gradiente (spaziale) della velocita quale campo materiale: ¥ ? [: +L /5
LRQ,Q : @O _) L«‘n (w fK )/ X__> L C@’ ( )()) ) ¢ detta velocita di deformazione (stretching tensor).
) =

p\i%?.vHo ad wn ri&((wﬂ«k}o QAMW }o)ﬂ\Q}» ({C,unQ:

Normalmente scriveremo:

E:EE/ Qz%(f_[-'“_;_ E_TET
Q%;&u[{) @V(MQ A/AQ U\k\‘l&}o e L__ dive eseect Mb,go - _'12__ F—T ( .LCTE + ETE)_F—1 '
e o wabscids (appure - quale canpe spaniale) Poi e
P\A'fém&() L siclbione : N - T ‘T

) C=FF=-FF+rEF,
L=FF . © .
E=20C,
risulta:

D-sFCF' g E

La veOonb\ di Mormau"m& D el a(,unciuc
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essefe (l vah_pormn{ &LWA &uh@h wxat’u-'JQ& E J&
fweom i me—La(zramép, e, viewe%a , é asvlba

\\ PVQQ’)OEC‘( AA PZ

T

oy

Ez

Av)

.

Ls pde emisimmebiica & did gradiowke L
(L-L")
viie bt vodbcite di ohazione | poichs® (afrmsadb
o aNo & wle rigito oale (40 one di' un ponte ).,
o wy o v agdl & w o asolh:

(}/ =
- )

r\9|A

w d

= O_'faxal%

3.4 Velocita di dilatazione lineare

AdoWando un riferimento lagrangiano relativo {4
dildtavions Riwsare E.L(D 00 omte dx=dt wsconke
Wl gk x ddlle oubiguaziou %ﬁrw(rm ativa 3
ha il ei%my—{w)fo ficio & iz Giwae woush
s bervale di towpo (£ ).

Eolbt)=6=1c-Colbr —1,

Jove:
Glb)=F () £ (£)
r
« 27 i/ e
~ . M@ P
A
. 8
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Dvwivll,, Q/a \/Q,Qg)ol\\cl\ c\} Au&)hum Q,{MFQ \/&Qt :

Fo{ o]/m\

Po{ C\ML\ :

riC;uH'a :

01 _ 6“% _g’z ([\U

A

M0 €
g GD)-60)  Je
'_éﬁ F1 =

Ez(f)= 0. Ri%ul\'&:

dy = FlVec —4)13 b

ve Celb)
20 Gl Y

ER(H Z.Iae ’

_QP\ (E) =_]_:;@ >

L =5 R (H=F (V).

ot
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WORNACINGIINOING
L'+ L

NNOHAD

Risulta infine;

J

o
[y

I
)~
|
—~

_‘
+
I~
N——
| o

e cioe:

3.5 Velocita di scorrimento

Decivandy & fwfo X’:b Q’%‘)KS&‘M, b Gin Y,
gq.'H’A rispetto al f;puiwx}o Q/&KQV\OJ{&M W&/a\iva P))

G OR(M n moio 3«.8203,0 QA Aﬂ,{.‘n\‘a m}a;ahw
C;(g((imw\k'o (W,di\a\ 4 %ﬁm}o) .

0/ ‘né/ = : C_]_X_'l
off@ ”) o = (Qgern)on L

(kG- L Co)
K |
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4
/—\B
daxy R
X s A
T TR * “l:'(z: Fadx,
z dxF.F rdzy T_x
/ dg,, ‘\\ AZ 2
e N8
t ot
dove X, ad X, indicawe T versoli da due M;

A,{ QXL&L’J O(h\awﬂjzilcbc‘ 16{}17 usaw}f MP]V{}O X

AJZQQ/J Wp\‘axvﬁu’wz QAPSQV\‘Z]«&M H&/A\‘{m o dove
K= Z Z“I'CR X, Y/g‘C.QZZ = | /

Co% (YQ = ’1.

/
_éR:.L;+.J:T/
v (et = 4t =0.
«quinds

g’n =1 '<,=+ET>)§2 = ZL' DX, .

/\/a/)b/&«wa}L Qﬁ QA\AQQ | e ' c{wwﬁ G2l
Qr\fosé,onﬂg/f n 6)3 Qﬂ%m\u\ Z1"§z:O (’)(f%@ CWJ}{?\/(&:

N

1002 s risjerimw\}o (m a{uos’\m caso U cowp.'r/qa'cme
rav m%hwx (%) Sty e, f%&eﬂﬂﬁ
1l Y Bo wae U carebbero, i ;,zne/aﬁt, |

3.6 Derivata di Lie
La &n/r%)ﬂ\ o be & on %m,?a }ws‘omlol szw‘&&
L0 oo 4ok oo st oHine. Froud:
4) e FUJ&@ —back ¢*ﬂ 4 F dla Cowﬂ-‘jv@ubuﬁ Yuuscica
aﬂmfo Poolla CO\LL\%V%'NL (3 &QWE
hdle (cw?«‘odvrwm Q/\«grnnztw (oy/.\hfa) s

%
¢/ A
(4

-
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) o didh achesl T di e pll-beck
ﬁsgb“}v QQQA M&EQQ YW @}_‘__

3) I ?vs%—parvﬁro\ gz!x(gf”ﬁ) U bl decivahy wokeriale
Na @u%eguaam B

4) La valihwioun di tale ‘mk-&uwé Jl\u.fo k
e, ciot per E=t .

];AJAM oOn ”%}L(F QA &/wh C[A [A‘Q ¢ ha ?\/I‘V\c({:
%(If £ = %;(ﬂ) L=t (’)

o esemplo alubiaws Yo dpinh di Lie & ona
forwa bitieare (G Foma Liveac) A: PR R -

dove si e tenuto conto che:

- =

FF'-1 —FF
T derivah ha il wowe di deavaka 4o 0@4/3}/0/ i

Se e A N uma W BQAM& {C{A VQH‘%‘ )
’V; Xn——?ﬂl %z‘oj‘}fm:

¢¥A: E\RT_A. ER y,
dyh=ArIp+AL . (3)
P’@f on ondomor Pisno ﬁ\ﬂ@ > o otheue ;

#'h=F'AF,

Gh=A-LA+AL, )
NW)P& fer wm emc\wmpfpv'cm A: f:*ﬁﬁv o olfee

2*h=F"A F—/T

Jyh=hA+ LTA-ALT, (5)
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Se il pull-back e il push-forward vengono eseguiti con la

rotazione rigida locale K, si ottiene un solo tipo di derivata,

detta derivata di Jaumann =

5 ﬁléﬁ
RTA R,

IPG>
!7U>
o
>
|70 >
yLo)

p"‘

ARy

\@\
H
172>

1
D>
D>

oéé WA AW

dove si ¢ tenuto conto che {n yn ({s\-ﬁ(fwm/\}o %ma,\w
KQMA‘VO S \I\Q
R=I1,

e 1‘«)\9“(0_} J&x\m& Q/& c(.Q(p\wPofnum ‘29‘&(2, QioH{wQ:

L=R=+U,
e pices U quabe deavels di v Transore siaagdcios, e
@—{M((Cp ¢ é= BL = B& 0 Qmisiww&(i@
80a dugwposizions atbitiva L=+ D 4 tae:

_.%:(y ’ Q:D .



Capitolo 4

Dinamica

4.1 Conservazione della massa
Iﬁ Pn‘nu‘i)fe L Guservaziont f&% WAS8a r/ch{ez&:

(V) = m(%),

e \/1 Q \/ 634 @rmg{)o‘\({ﬂ‘ﬂ,o W@é&&l@(m&ﬂw
Deta v, 4 Cbrrsfzpa Vo Ml—ﬁraﬁé ad
0550 Vit 8%00 & m@fe JM wAa%q , Co%hﬁfe

in OTM Oy«ﬁ??\/ﬂaa& Jﬁgom,wb (urn a/a —g/Dﬂnc«/)m

fuo SCrivefS
M(\/ —m{\/o

\ﬂ‘
v

(ﬁw%\wu)& DQQA) WH’A cowﬂw‘ju@sz l@%ﬂwgh
MQ,Q& 7(/@% ?Q Voé(/ml y @rr‘stc{a &Q Vo&%@ 78

&w&uiﬂ ¢!, A9z 9 { vofguvu Vo < rL@ﬂMé
(bu)‘o ?’/V/if c(gvfg} L Ja@énma JZ@
iaperwo\rum aﬁ Qine per Vo Vo =K o oHian Co
oo Geds 4 il

j]a—/;/
cﬁwa/ Cm (V) /Vo @Frﬂ&wh Q0 Fogiout

=X

Lithibrioe di wasa wateqioll.

4.1.1 Equazione di continuita

In descrivione ewlerisna |, o onsider invece on
VOQA/W\Q. \/ 4[)’.)'0!6& CP‘;}T&N\}L VWQ \'Q\M,Po ¢ % DGCCA'H
I bileude o wassa .
'Lq, Varid zome ‘{QJ&QA wSd QQJUM}MM d29~ vvﬁ/mz
el
Ean iR ot
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it Voo otubedl e Lo duiak Vot
& ona decivahd \m?pa& elloiaua  porchd £, in descris
ioar elriana, 2 uw Coups QF’BTJEDQP—.
L1 wasa okauke adl volome Appreshy inve
I Fuso ddl vl fur attaverss Lo eufwﬁfae,
VALV
Fluseo m&@:_y Jyands

ov
?uic\ul i\ wﬂ“" .,@a}rm‘\’e" ﬂpfravuw o{g quy_ —f_t/_"~ﬂA§_
IR \D;Q/&noic &WA MASSA (Ic\m‘eclx:

—S%fo_r.gdg - ggg/ V= gv %{AV'

?m'c\;i V o oﬁs\fw}z wQ \*meo

Utilizzando il teorewnq clp@ﬁ c{,ivuamm, si ottiene:

| M%ﬁ Fdi(pr) )V =0

Loc&Qm!ux}n_ a1 o“;m (Qg@ﬂmo\;m}{wi}c’l\) :

0
;5{ + AN(/"I):O ,

Tonendo onte che -
JN(jg)= %(aéf-g +foiziv1_f/

A Qqvaziou b oubiwites c(A‘vw)fa .
ff v =0
Derivands wakerislmmte  0q @W f1=7 &

(NSA VAU ORL L(!DQQ/A MRS G OHI‘M nve(e :

gl o
Jr iy =¢
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Dﬁ& wﬁm}o S of\“ﬁm, @A c&rfﬁh M‘”u"&QL
E\Q&g@ swkiw eerm‘@ W onsiont & v .
J=Tdvy
P@\‘o\&\ :
c&iv’L_)’ :br%mdg :Erl__ :EFD ,
%4.‘ M iY\oH‘fQ:
J=TteL

Tt D

4.1.2 Teorema del trasporto di Reynolds

T eorowa ciguacda £ docivacionn wabecidle
i on il & vlome guide 1, orisgdoste
s o date veluwme wakeidle  V
ol toups

yvéclv - SV(L P div v )AV

0 c‘um&j miak(&t

rlhi
P-4, 10
-J F U
:Y I>J6W«>
_§v< Fdivr)dv

I W}icﬂpﬂﬂ si oftioua

= 8(fﬁ+jﬁ+;ﬁ4«‘vy)i\/
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A i v;r}u\ M,} @1\/017/{0\11 & cw\\‘iwi\a\ chv%h :

‘g\ j’@d\/:y f.ﬁd\/ e infine:
v %
N& (A% d&QQ.‘i&éﬁﬁdm& m wAM,Po ve/HOH'@QL f

= | pxvdv [ iy

L= [ pody,
4t ottions W%MQ: Pmalw\ %:@_} 3 ’l_fX_Tf“‘Q '
Dpa={(E ety
v v

4.1.3 Derivate materiali della quantita di moto e del
momento della quantita di moto

Utilizzando il teorema di Reynolds si ottengono la derivata
materiale del momento della quantita di moto P

P- fv f.ﬂv - fv 7ol

e la derivata del momento della quantita di moto |_ :

Lzﬁf E:("[o“/:ﬁf BT dy =
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4.2 Ipotesi di Cauchy

Il \/()*G& di I’mq"m —tﬁ"(ﬂ’ dato 1w wn‘srm&h&m
& o ‘m}o P divna Su‘zu%ue j) intorwa A ©lps 03,

rappresenta la forza trasmessa per unita di superficie:

N b= =g

dove F(S) e laforza trasmessa attraverso la superficie S.

Qﬂ‘ onlL w<)mrt e ('( \/e/Ho& di huc{m

_%(P),Jal‘om (.O{f{SYO-\A&MVJ L om ‘MJ‘O P divwa
w‘zuTq‘uej) {wl’&m/ql ;X cofr,o (B, Axfw&g 90/60
Wi worwele in Poud f ~.
EBO(P):_E(P)—A—)/

doer ch i Gwite (1) Gincide sl insiows
W&u‘ f weuki ua\mQL wewalt P

31‘3- meH\ f vwA ‘Nrﬂftl‘o{l, ?(ﬂéuwfuc Fﬂ/f’?
s MNWQL LI P G owenders f’Mo
L vebvws formehe da f, dl pravo 7 dywoewealle
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N \ﬂou‘@/*‘* a@ach%hum dn e P 2 iv\ﬂmﬂ c{/;

doe wﬂm & o MM ad n orloaD\/\H«QA'
ﬁfa Lo e (w'»\-i ad wug &'shum dn .

S e Latedh Wl divsnk i vohoci Fousions
% frwo WMM 3 due 3 due poidat, § waws U b i Yesowid
L ording cwpEriod, hawo & stessr vetboe fousions aﬁv@'c/«%o Y
dve aree V«a,anA ¢ & owoﬁh wrmall .

IQ L1Q}QAA£A0 ARQ-QA qvﬂu}(b\ c\i w}o} fw,mrfsrcwﬁé clxc

h Sore i volone ¢ la brigh er@Q q\/w}i}'a\aii mo)‘¢§ono
T i TS di orcing Svpesiore g dn® (sma P(oP/aWQ( Y
VOP/UNL)] Wv?M e gia
_hg(P> = E-rTU;)
e quh YM oq{w[ Jﬂ ds mrwa/QQ noin P
@vm&} sy from)ﬂ 0! ﬂ_ﬂn‘s'*mm dla Pnzione
E(®Pn).

Con l'ipotesi di Cauchy, il principio di azione e reazione

diventa:
_t_(P/ ﬂj = - _!:. (P)_ﬂ.) .

4.3 Tensore degli sforzi di Cauchy

Zn CON/‘SFW.([QAL% di on geasrico fm}o dof colldo,
la Yeucion interwa ¢ Ponzione. (04 norwdl
J&A@Qu%at<W<MKM¥u9wx4M%aexumuh.€e
on W indicuiamo L iwiepe 0 versor @ o Y
Viiows dti velori {a Yorciowe inferua @Wrevwh
é\,uwtua , B dorso L om ?w&o, i Poucione 4 k\‘\oQ;

E-U=V netla)

D' dlionle se om dF=LdA i iakica Lo forzq e
:{@‘EQQWL 6i ecoceita cu vn doene dA & ngﬁ;m’
bi vorade 0, viee @ iefitvirer ona i Al

dF=tdA
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Vxxa/%a‘/wo W%}f&»& c\& hQQ ﬁwlu’ow, Q GML\AQ 30{&‘}.@ ,
vV {06 QA C\XQ VJ,QL Q@ ( QQAOO«M g

T(vi+% )=a(v)+ (%),

¢ g qvmc\i G risvika essre on Yeuger AQW\'O | ciee™
oa Yadorugvions Ginvare Wl vaious dei vellori
ccdinaci . T Teno &Wo o doMe feugere c{%g@

oced | WYM\%&» Qo storz interno el inkscro ds

oo oo . Rer diwedee @At b o e

(NG d@gino dM raxw%o( V@/\‘\or( Yy, ¢ ’\_/i ¢ %4
2 Q/a\ Qa(o OWMQ ¢

Q:‘_jﬂrgz .
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S whoisen Wil lintarno def ?V/\}o in cui @ o\
c\&v\i\o) un cokido Frfswah@ M \aaseh(am@o&im/
on Rl h{w%% Fugwc\imfan i e
velloii V', U, @ Y, 2 A4 ltera d pac 0y
Uv\c?(\\w/c\ &JZQ Oake ?e(?auc\i(@%{e 3 V.

[ versori normali ai lati del triangolo valgono:
(= v/|vl
i n= E/\Lﬁl

n,= gz/lgz]
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I khamao@ 4 bage &l ?r\éma ¢ il hf@MﬁD@
& a;

&C_«_/U}/ dn
dr v

\_f) Uy ¢ V) gows f,«'uw\'QA' ¢ 7&/(;/\([,{:

SIS

!

o’ v’

Il loipfouu'o MK)A qa/dw\\'}&\ CL wo}o R prisma

4 wno A.A kUW\A‘\A}( c\j O(C\XV\L %u?e(iOfQ d c/)CZ,
G Glrive
tln)det = bndedy, —La,)dedr, =0 |

?m‘c\&\ Go forze a%lw}( aully due h%f dibfecioano o
b,rmwi di o(c\xu& Supeciom a dn?.
E(x) 5 dedtGind — E{0) 5 dnd Sins

ke 1 bermini & voluws. Couo J&QQ‘Q(&NL G 4o,

(F-pi) 7
Rxc)uua qviné\)\‘/clf:Vié{QM&O Pff J’“Cz.'

’L A’Z1Qm0(

tn) — 1)W1 Eln,) =L =0

OwWe([oCHa :
c(v)-o(v)-s () =0,
(ol \/DQQ\G'S% c\,{wJT(ES(Q.

La tensione ¢ agente su una giacitura di normale # risulta
quindi esprimibile nella forma:

t=0n,

espressione detta equazione di Cauchy.
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4.4 Equazione spaziale del moto
Dato un qvajzunqw vobime v/ csfaa'&@t, ele7\40'm
,L( E[Q/\mu‘o Q&Q/A ﬁuw\(\a\ éu mo\‘o Bi SCAIve

gwga{g +§vpav i, j’vf&av,

dove :

fww ~|nd .

%

Definendo la d ved %/z\éw dr 0" quale PN% PO\RQL QWQ

sl comtorno P\ 4V per vwih\ i volume

v @ = ?jm 4 cads

V> \/

risulta (teorema della divergenza):

S@v@ 45 = gvcb‘v g df

La A\‘vugww i T 2w velor e lo e di womsrows
Souo 7&%@ éu UWAq porm (;u um‘\ra\ cb vop,ume, . In
(‘WV\PWL%\} 1 ortonormali:

[ eads =[5y

Grreen
‘06,
— C 2
JZL <Z;) 9di)e‘ v
\
Dvﬂque
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70 bilawie dd sric vobome V] ialeons ol
plle X o geve quindi

fv @xvg ffopo)av =0
o dovendo esere vilido per i inlorvo dix,
prmetbe diestare £ equavion il moks
foma_spoziale valida vl oo x -

c(A‘vg‘—rf:/_t'[ .

VL o datico cuulha =0 ¢ Q‘e%@rdm

M mﬁo c&/(\/(f/xlx}& :
A"{‘/ g+£ =( ;

C\UL VUL (&Q))fﬂ quaﬁw/ iv\lm]{vu'}a AA er?v(&\br(o .

4.5 Equazione spaziale di equilibrio al
contorno

La fm%’m _t =dn chie. ‘uvxugy, C,uk (w\}’o{m
dows. uau'a?/QA'a(L Vo forza esterna E aﬂ»&'m}a sullle
Qv[)uﬂ'a‘e 903 cu CovJBfY\o :

gn=p sv PLE (Wﬁmee}en@
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4.6 Simmetria del tensore degli sforzi

ofians e om che Uipraivions dil
bientio Al wmomuke dla quantiR® & mota

on qilonqe vlome V' oiende vk opo conhinu,
solle D4 vabidie &l eguacions dtll wole , e
equivalbale dlla smwakiia i teugore Jagllshoczs i Cguc\/}u.
Tafak, dabo gprecco wlome Vinboro i om ponde 20€(3, 4

E"VAN\C/(O dﬂQ W\Mﬁ AQQQ/J qm}{}a\ 4{4 mol‘o f{%UH&l:
[ extas+] wx(t-ridv=g .
v v -

L! (W\TQB/(&QQ A Su'zuﬁ{c«’e ({[\/W}G‘ :

Joowila |
c&?%lw?&n QJ e;dK _%Céf“_‘” _ek.é{\/
v h
_ % %(ﬂd\
_\E\ d ((a 50"“‘ 3 8)( )E’ c“/
vV

MQ 7 ol vette posiziowt T coincice
won - g (ooro\ma}a Xy dod ?W'ko x (MQQ' ~p0¥€%4

non rQS}H \\/cl c\u i Po@ F«M ' @Q@eﬂ c{ﬁ}VYlDM?/V\)‘
(D;V\(XA/A (o Qz‘or;/b,(v\a ASLQQQ levLA'V\a\\'?/) c{un«iue 9‘t
oincide ow il Aeﬁa CL K tonecher .

|

/
Q/\J\'vul/( , {Jo iche Wuw(g S‘uﬁo .'n(Uce h VCWW@&(YE}O il
Qo(?o bermine  orrispondente ad h= (} .
/5‘13

Wty

A
0

Se. &i}\
%d‘#k .

5

Gkh K:} .

- (gﬂu Oy =
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Or
Troltre %x: (ayfrzswh Q\iv Q’)K . Alsaa yv (6%_ %) v =0 (L':Z)
j@yiytdg - Sv (Ofyx*%j)évzo ([':3)
- y\/eta‘k Ok} &; +y 6%’( K({A\/S) e; dv Do veudy qﬂﬁ}ﬂ ﬁ&m FMOTM volva V WM&

x /\«ﬂp \)vu}m X Q AW& c\wu?\m 25521 g&m\w}({cof

= S‘VG"d.k @k‘ [ +£Z>< ‘JJIVQ‘AV. 3 \?w\w X < (}bwr\'Co A 07\'mw}(fc9 ovUguL.,

70 bilaugo dll mowsnhe dellle qm\ti\m‘c\j wolo

o\iv{m:

fx/ < K6€A\/-\—j>‘(>((3/\v6+r /U)
74 QLOM&J forming ¢ vw-QQO ‘;e/ vid M’%mﬂmm

W\o\ro g iwriu:

gv"‘a“ =0,
e Qc’vi\/&z &Q,QQ ) quaa'ou,{ W@@(i:

j( Yav=0, (i=1)
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37 Prno ¢ secondo tensore di 4 plo pridh 2 s 0o e dhbn dp

10 bovcare. aQ,g,QA spuz} &,\ @uc\w a @W(M c\/u; 2 \'rdswl“‘e aH‘(ave(so area . (on I"%im-\aogo UA“;
[4 7 -

un f/&,uk?_o *wsodz&a g[m?,;gQg: o 2" M&}.CAXB ()9 Qrgu‘o Aza/QJ M.’ A‘arw w&o'.‘u}c‘m
0 . @ — Lin (udux ;V;) ) X’HQ()})/ MD\ ?w\}s x r,\ASL/a““Muso G v\oM\AQi n %«« ZQQMM}\
L wi valsre T in wn ?w}o rdffmwh ond tashormaziost C[)ama/ pue esece faHo coinddece on O s'n—u'o f&M@

QAM(‘L :

Ml/;c , ™M o ©Omvique obbedisce )l‘fsnw‘}e, Ca c(ﬁ.?or%'uo«&e,

3 ploprie (obx)?t b Yadormazione

da = TE A, .
Ubizoondo tals tastormacione  nells  rolaion
| dp=gdp |
4 ofiene
It =TgEdA

IQ two Fazi n\‘ femsor

P=JsF,
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o doMo pcimo fonsare di Piola— Kirchho ] Az?.o,{

dhecai | R@W(Qwh o  Fashomazions Dineace
Pihy, =V, , dA, —~dp =PdA,
Qo o o dusahe i area maberidl o sppactes
wake i ivloc B puuke X, ssocia U fora dbadace
ip sopue W supePicie %faa'&Ql dA @((;SFMMQ
2 dhe wla deforwazionr
E' dungue pssibile Mesre | Pl d ¢
Mavess wa supedicie 3 spsuidde loland il
Moo & P olla coispoudade  superkicie wateriale

Lo = leam,

—7

Una tadkormazions  did \:Pa & qvbeQ/A e 6 « P

hashormaziou die (wseaa il Flsss ddla quantita bashocnal,
& doth tedormaziows di Pio¥a.

S il vellore spuuh dp o perkale nulla
obcaine natcde Lo | pll-bak gl
Dhumki & Qisa oi othims | velore maboidle

AEA=E1o[ﬁ 5
Bl da .

o =7F'ac F dh.

°©

0 oo matecisle simudtrio ,P/M'B@ck di 6.

g =1 5_1 S F-Ti

e «h\'}o fveamc\o \‘Qmswa CL P{oQ/A— \Qrc\n\ﬁopp 193/?, Spora'.
Risulld «
dA

—0

3

dp =
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4.8 Equazione materiale del moto

L/ ugvégQJ%Zéi :

&vgﬂAA :ﬁw

(]

o

NdA,

7

AD\/Q P rawmswh | F({mo \Q’U\Sofec{ﬂ. F.’o«&-—

Kﬁfd\\hom}, Pe(m!wpl"l & Serivere A\ %i%wu‘o dﬂ%
f{\/&'\/\\i\-&\ & mobe nOQQ/A pormg SflgA/?Mhl:

fvo (Div P = ' ) dY =0 )
dove  Div E 2" QA CU\/QI&QN\Z& mﬂ\uf&Qﬂ & _P)
_p)&: J—E @?meh ’?/3 po{%? ‘lu Vﬂih\cl}\/ogjmz

inﬁ\a@mma\o e, ﬂg\rur:&mm}@? M’r\ ) CW SO0
w\i\h’,(ﬁl&i . blAQMMQ $ o“i@\)&, Q\Qj‘\/av'mﬂ C\QQ Mo\\‘o

in Fo/rma W\@\W/ﬁt&i:

D[\/E ""E*: o-{}l’lep )

4.9 Equazione materiale di equilibrio al
contorno

Se E (aﬂmc,w}a 0 Fora pes onildt o S«/Fefpv‘u'&
WL QVQ Morno Q'nanL 963 JﬂQ (9r|>9 &Jiww
e (\'Sv\\mm:

PNdA, = TndA =p da,

e quindi:

Qo

PN=p*=p %

Q

]

2

JWQ E* ra‘D?rQwAhx PQ FQ(M clis%r[):vih Fe(uvu'}a\
i aea indeformata .
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Capitolo 5

Principi generali

5.1 Principio dei lavori virtuali

1} Pn’mi{»’o di Davors virtodls co% 0o variabils
C\);V\awi(-’\}ﬂ (cb Cur panwo Pﬂ(h& Por?ﬂ_,) ou O[U?/WL
cintmakidis (c\) wi Qavmo [J;(}L zﬁ Wﬁh.ﬂ\w}i) cLaa
PURREN &gm&q smzidnedte §alla prtsenza
w&w Q%\Awiout di \aiQAnu‘o L due fermin ) 2V o
c(\,ucgl\/wkt un QQN@SO SHM& Q/AQUPM?A'C/((’, Il Q'aﬂm
chlscrive'wh wmwa sor%mh MQ \/o?,vmq_, Eqvn'wMeML,
kSQQ V&DA(L\’A\ Au\)w&x L(/AJZQA Plesauza ndll equdzious
(w\ W\o% A,« w ha(m'm &A ANMBM% (er}o E/Q QQ«/GQO)
¢ diown fermive & soraw\'q. s decivazion ol peicipio
FUO\ o“w'%«" in\‘ea{élmi\g MJ& Comgi%vfa'a'm 6(%51'&‘8911

AQQ Cor\)o Q/\ @ywm A&Q mo\.ro WLQ\\)?QAW/\Q QMQAIWQ
per un Wf@ CW \/@Ho{;@Qﬁ & wpﬁfoiwx%m\ﬁ
(089’?4 e, ALHG OJ/\MA‘)O &%Q; q?s&a‘wx} Cvil }ual)x .Q.‘OH{@&LQ:

g@b@ﬂv Q—ﬂ-E —fg)-&AVZQ .

‘o ha s )
g%c\w g (LA\/ = g;&a}v@w—g Wéi HV
Infatti:

71
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?Oic\uf :

difo' 1) - LQ:(Qq/>” D) bx (‘Ya i)

00
Ly G+ Z, 0 S
=2 (C{“’Q’)df U %rao\ll)
Risulta quindi:
8% div € (Lo\\/ =
=\ (") ndh - g %/(QAQOIV
36 & -

903

(&O'\/Q ¢ stata sfruttata la simmetria di g e dove:

- %(%«a& L+ %{SAT’L),

gm A dA- f { (3@4@*‘%““@}”

{a,\r\mwk’e\ | vh}u&‘,om L Alpormaz{ou& v{(}anL ivx&iwl—
M )(@%\'WQ 45294 @\Ap"%vraz«‘wk_ Q/&Wca«\&u/&
daia (B, Risults quindi -
g PN dn + S(E-/’Lf)wol\/:f Q'Emo!\/.
AR ®» B

*
! prims meab (o &W\u%ag&wz@ rawfesw)(a
1 Lavero vitvdle (o Porze ao&m&( sl oouforno
o ol volume 4l Gipo, oprese b oz di werzia®
S b omunemente Do il ederno
mankte i Seondo wewdore 2% trdjoals (1\/&QQ Davoro

Al idtesno . Motare e 1) Youeore 4i Caudhy

Wovoa " ger il Howsote & daformigeions vickde

whwlesima  redative dWa w?icauramu, s[)az{ﬂQJL.
La oo waheadle L) prinipia dai Davor
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£¥dA,

I

——— E/

w’(\“u&j ?oo\ &)m' 0\‘\%6,;{ }«\\Y%&g vw(lon,vma
Q}Q&V&OO\& m@\u;aQa i& mo}o mg\}fﬁ)g,{w}ﬂ

ScaQ/Armwke ?@r i (/CWWVO & %QPDW'
\/‘\(\:\/3&1 3

(B et p =0
®s -

A M vo/\f)(OTf&Q/( i Of\m\?a\omo mb@/‘ QquW'OV»Q

sono Canpi watedi 1 valbr w@@ spaz ‘r&%};
) ?\m\ﬁ AQ&Q/A @V\?w%urmm sf)ﬁ’d&Qﬂ, cioet 4

Fpe Be =12, w3 on punke materidh X
i ano wn vettore il pavia }w?wh v x=lx)
Ouinds i ol 5010 wateaali, we i veodi gow
@Vm;&, 3 ?uc,io\QA weteia &) prodole calare
O ViR Ponluds ome priwa i e -

B
:ga(@% ‘L‘“\"_J a@:P.omaq_ &y

e ]] Yriv\(j\)q‘o 4(9./\ 'Q/J/VO(J yirﬁ/a&' 6 Serive -

g %0 dh *S (F-f ) v =J P-Gal(dy, .
SR Bo = N L
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1& ?rif‘no mw\)(o mermka MO 4 ‘.‘ Q/:Wo(o vf(\’&&

eocno, oFfoucdo oa per infagmzion gv?f%‘ liondi
b s wdi velome maveidli

% e wecprealy one vadazious el
AQEOWMCM /5 oPpvle eqvasMWt A\&
aige Sagli Spokamaali u | si dtieut -

Grrad (¢ +1, ) - Ordg = Gad 1
¢ quindi
JE =Gall

AWL SE Q?{’KM Q/J vdd duoue c(n _F=Gﬂlcff§

i v;m'afel«' Qs kfm\e,(l ) A%%@mj‘e,

((@«/\\’A :
Grad(u+ )~ Cedu = Cadi]

¢ ?\/;vxkj :

C*rac\!L = Sﬂ )
agve gB ¢ D4 vapaziose ALQ %ﬁc&f\w}l W\A\mz&ﬁ
%%@M?. IQ @Mara vi(\\/&l m%emo L'U
?vo\c\que gCaverss n&ﬂl Forma

= | prirae=] P

S{ \{\Q}{ c\UL C(\/Q&QA Pormu&iﬂm GFQWSQQ A.@Q
principio & possibilk offenerme wna wakeriale
%cr]\fqm&() }\ QAA/ofo v((*v&QQ in\[Q/rwo na% porma:

l—i:J‘ Jo-t dVo
1 R, )

]X /'QMQOfQ efganﬂ ;MR %ero W\‘uiaQrL:
{=7¢ ,

O &Oﬁo h»\,\gore MoK rchho W y g_c{ awche \r@usore
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4 Treltlz .
Dl rdinion P = ES,ta priny o

%e(w&‘) *w@mﬁ c\A ‘P(OQ/A—PQ'(cM\oPP/ o ()939.%@;2

Ym‘ o\\wa QZ :,eﬁufwh egf_rfssn‘w.{ P@r i ()/wofo
\/I(\W&Q infecno ;

Lyi gS FGquJ\/o

[4

:EQQ Z-H—(f%@ Gmcﬂi E)}AVO _

Tn teemivi di vaciaziowt

Q}i&%uw\m&o/ & AXVMSQ p&rma P@f«’ &Wo{o
vi(\i«QQ{L ]ﬂ\uﬂg 8%‘5901‘8}0 452/& g‘)ow( V\'(}VH«QA‘ VL

( i%t/\\vémo 3

1. \wgon' &M Spwzy h A(L?orma?jm %[737»{2&1) C&\u?{
Q?ava@ :

L S@ 55 (yedy gy 4V

2. ‘(mgon Ai S?am R Mmma/u‘o\m SfamL ) (/&«w\D\'
Nfé}&iﬂk :

L’UZS < { oyl gl ) 4

3. VW\Q"(\ & ¢ orze - AL?MAU-]D\O«&L H(/O—Fom\' M@Qfé,

(/«ﬂm?\ mate; ﬂQA )

L'l; ZSQOE Grad ] dV, =
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4. Tt & hozo ¢ dformavions. mesidli, o
u&@}&‘@gj :

L\i ZS B 'i%(p—@@cjiwh Gradz _F)%c/%

8

__..é.f&g. §C 4y, = f@ag-ﬁ_@\/o ,

5.2 Bilancio termodinamico

P Oongiduri una ?OFZ{WL M\‘uia&. Y, & oun
@f po anbinuo /Q/) wi Cw\'role(ha %raaa@z \/=;Zf(%) o\
qu(ﬂ&i in SQUMQQ Pwmov& J&Q hm‘)o. 152 ?(imo V{{V\UF{o
B Nermobinamica asmeia 304 pocziout mafeciale Vv
M3 QMM%({& M\@(ﬂﬂ U il o) mcmww}o \(WQ. h),w')o
biloucia , soviome ) accenndo Gl oudryia cnelica K,

L Flso di ourgia  altavers G coperdicie IV ¢
s preduaion & energia ol vome V-

P ez von ol 1 Plisso ¢ Oa produesous &
et sowo doki el Qovore &l forze eberne (&
pdicie « divelume ) o callore eukcaube M
U speddice e peddtte il volume .

L ewsrogis enbaue sl volume  por vuils® di foupo
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fovka 8 Qavoco &QQQJZ forze ebornt o ?0\@422 in ouhad

((%u“?& :
P"‘Y”} :S E"Lf dA +§ T
dova. v oo 1 W %?aanJL «LQWJL ve,Qpcih\ )
W cabore in mbrata Wl VoQum pec owite” di \'wao
{iwlb &AA@QQ?(‘;MQ:

Q) = wan «f v,

v
oe b ¢ | Mosso i elbreperiiba® di superfivie ed e
o producions &i calore por it di volima . 70 Plusso h
i wwme digendsre Unearmenke ddla nomdl ke
Wla opelicie -

h=-qn

dove <1

& il vehto Mosso di c&ﬁw{ , positivo se

uscente dal volume.
IQ P(imo Frinolpio A!:QQG ﬁrmoc{jnamm 51 6LV
ANVIQUQ :

O + k = Pirfv} +in‘w\‘ .

Tntradwcondo Q‘waf;a inlera v per witd di magg

o
5 ha e

Q=UCAA\{J = gvf&a\v .

L w/r«?(&a u\uL\\'c/‘J fifvul\a:

L wiv =1
\<-2§vfuyav 7

]
Sv fv-udy

'3 iO Su0 ivxc(mw)m v&Qﬂ:

I}

=\ f&-gAV:SVO [, Undy, -
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Si scriva, relativamente al volume V, il ?r\" wd?{o A-QA Qﬁ'vo(i \A{QJ zm&g i }.Qofww dﬂma &a vu'a,uxm 5i oMo Fm
\/\'&WAQX uggn&o ‘l_fﬂ\/%QzCBmFo v{(h/dpa CLO-B/QA %‘),OM{. y % dA = — y q. ﬂdA — S‘ c\{\/q 4V
- Y,
N ov T \ -

Poiché risulta:

| . . oD (L L onbs o T
SE'UAA +S‘G_/’g>.g4\/: anM-K) ppos, fusads oube e dk JEdA, :

v v LVMP\: —j‘ Divq_oé\/o }
}—(B(anJr%mchg) - D, " %
Cady = LF= F L= TE'Y
%(Eraai Vi Gl VF) = @ o Thow di cobre malecidle | poll-baek
e B . IV  Mosso & odbore s@aﬁ&g.
B Z<E FrF E> a _ZC— a E ’ Poc qU&w}o P(e&h ) 1 bilaudio M’Wﬁiﬂ si
si ottiene: SCAIVE
v v
- VOP—'EM oppure, in lorma waYeriala :

1 . B o . .
—Z—YVOS_'C_AVD = gg EO\VO . g\/g fo \AA\/:SL(S_'E ~D{\/ﬂo*')lo>‘J\/o »
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&Ov( .

zo: 5)(/ s

¢ U qrc«lmoxu di %Qm per wild di onume mc&APOfmﬁo.

LoCﬂQmwﬁli\ biQamu'o Aﬂg&‘ uuu?fi'a @ Seive

mﬁ{nu
f\./urd;vq = 0-D+ 7.

oppure, in forma materiale:

£Q+D;vio=

I
T2 o~ o
. 2.
)
+
§<

Irm
+
<

5.3 Produzione di entropia

A ot volme maleriale Vo e ssedishy v
ovcins salae H oMb orbogia < ad g poke
oo ona seondn P slare (9 gelia, i
m\;ua)m sobda | pdlishaadi 4 Q?uwj‘e
Uisugualiauze il preduzions di w}m?ia ©ppure
L Casis ~Dohem )

¥ zf %amﬁ Ly
ov Jv

c\xm (AW(MA i( swwb ?f.‘np,;!)io JQDPR h@rmoc{inawdw.
Tn ®ouza & calbre n ewtata U\=O ¢ ‘t:O)

ﬁ’euhogia non decres
b =0
DQPQ\ (l A M{Wia ?a Mh\ cU wisa wlla:
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iel riav

jwo H(Q :

OWWQ,M ro(ma vm}o/rian |

loh
JOV &AA

i
I
S
S|~
_—
=]
1z
o
x>
o]

4
= —K\vo Div(@_io)(i\(, .

La chc,wa» 3&%&@% S acrive c{,.unquﬂ. , @'M}Q}QWQ

8519,6 SVA velhoug M}e{iq&:

o = [ oy

Vo

e, bodlmae .
= 5 -y )
Molliglicenls 04 djsuguasbioun ontctbena per (8
¢ f‘.m%aﬂio, & offienn :
€~ Dvg, + 3 gt [0 <0
Tusdo ke &l bibaucio i "omaryia.

YO—DNﬂQ = f;u __S_E }

)f,(‘:‘—m”_f_)‘é_ + &Tﬂo-%mcl(}l =0 .

&W“)ﬂ c\m%\/a%/@'&um on Cam?m i Fre "emu‘m‘}
ono dovite o Laveco MQQ@ bousiows W\‘IMY)E,UV]D
c\Pvd\Yo a,Q Q&/QQDAA. %Qp(Q QA iﬂﬁfu uno 6101/1/}0



Prof.Daniele Zaccaria 29 giugno 2005 Capitolo 5. Principi generali 81

BQ% Va3 o &Qﬂa @\wa{a M\w\(a Cmd\a MQ Z QMWA :

erimivg, \9‘1/ . S Lo wedsvione w}lofia e f (\V HM,) _gé " %c&-@mé(ﬂfo '
W/QQA) cioe se /l:CﬂS}l'; % c\&& A il MO}'O ' iSOEJﬂ\FOQf@ g( % \A(idziong A‘A kw‘,ﬁm{a o\ WVQQ/A) cioe se
e QA Vafidzione i WBAQ ivukum [w\u\n'w- wzcog’r, o i dwe il moto @ isstermo . In tal caso:
‘?IQO\JGQMQ . Intal caso: _ a e
. : , v = 2E

Li=2E, j; |

' g Ll =0

A %xacllﬁ =0.

Se ?ci i=Q s diee e il moto Q\aéxex\)a\(@ 4 !‘V\Q\‘u&
QAL [ \YL‘(ochGL QH pun@'\m Wg_;) QA\)@Q St GQ‘)’L:&%\-/["' e C\AQ AN OW\OQY*-(O?K\? .

(45 Mol )
V= u—{?!L |
& ohiong ;

-0 = \.|/+@q,

(3 Q/A Aiswzv;\ﬂbplwm & Clavsivg—Dohem  3csome



