
 
LEGGI DI CONSERVAZIONE in meccanica Lagrangiana

Una funzione I M IR ottant a ICfif.tl
è chiamata costante DEL Moto o integraleprimo

per un sistema Lap an gradi di lib con lagrangiana L

se la funtione composta ICfltlifettit è cost in

t per flat che soddisfa le api di Lagrange cioè

da Ilota I'Lt ti o le otiti che risolve q.ly

Effie 3E.ie t3E

ma Se conosco la funzione Ilotifit e so che è

una costi del moto allora posso scrivere

IiI flat fit A Io di E dice
cost

che il moto reale sicuramente soddisfa

posso utilizzarla fu risolvere il problema
di integrare le g di Lagrange

Conservatore dell ENERGIA in sistemi Lagrangiani

Def Persistemi lagrangiani a n gradi di l'b e lagrangiana LEI
definiamo

EL qifitt FIqnfft.ittl LCtititl



Calcoliamo la derivata da di Eletti feti t

ElichiattlitteENEntoindaft

III YEN It

È E Il
Fein qui

se fit risolve epdilaga
Invariantedellea
Lagrangianasottoat traslazionitemporali

Se l non dip ESPLICITATI dalTEMPO GE 0

allora Elfigit è una costi delMoto

Per un sistema meccanico conservativo

11915 IEnanalatina UC.tl
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è una funzione
OMOGENEA digrado2
nelle qu

Eigil EIGIL L



Def Funzione f Xi Xa si dice OMOGENEA

di grado d se ha 0 e ogni scelta di xp Xa

si ha
f Axa Axa Axn 7 f Xiii Xn

ES FCAXLIX XIX t XI XXp 4 2

f xp xd ft d 42

Lemma f omogenea di guado a Feti II of
Dim Or affida dal I'flni.in

fetale.hn xi 27 flxnixwl l

È.in IiL E in3E EIFI T v
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Nel caso in cui abbiamo forze puramente posizionali

E è l'energia totale del siste meccanico
lineare omof.iq d 1

Se Va V Il V otro
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V non contribuisce all'energia totale delsistema

V1 91.9 Rata

an 2 È3 9 È
Tale forza è ORTOGONALE al vett velocità è

Finan E Ifielin E in 7794 o

E
entrambisono modi diversi
di scrivere

E 27 949s
Siccome è È 0 la forza NON compie lavoro sulp
materiale e quali non contribuisce al bilancioenergetico
delptomateriale stesso



ESEMPIO oscillatore armonico bidimensionali

Le gli'ti't_Idea
ahm

Eg di Lagrange
2 o i ah a title Axcostata

Ig Ito i g alti A costui 4

Passiamo a coord polari
rosa

y r sen 9

Le ft ri gir Lug dip esplicitano
dallacoord 4

ca lap
E ott in ri LEI

34 Iot mici o mici è una

COST DELMOTIo
Sapendo che mi'll l I Y L che posso sostitui

in prima 4 si u'rt ti
Guanimeiningivia
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Lagrangiana



COORDINATE CICLICHE O IGNORABILI

Consideriamo un sist Lagr a n gradi di lib e

supponiamo che L NON dip esplicitan da alcunecoordinate
dette COORDINATE CICLICHE qua 1 9m

L L 911 9m t

SeL nondipendesse da una 9 la matricecinetica
avrebbeunariga e una colonna dizeri e non
sarebbe strettamente definita positiva

ES Pto materiale soggetto aforzadigravità 15
7

Te
Emlifff mge

Le fu It mgt Z Xy I
X e y sono COORD CICLICHE

OSSERVAZIONE quando 9 è coordinata ciclica

la lagrangiana è invariante sotto la trasformatore

9h qu hai int 9 th

91 gente e art

Possiamo definire delle funzioni VARIABILI DINARICHE

Peltià it 2 9 11

dette MOMENTI CONIUGATI



Se 9mn 9 sono coordinate cicliche allora

La Pelata offalit l ma im

9th tl I 344TH Hit o

se il motoatti 9 è
soddisfaleep dilagr ciclica

i momenti coniugali pe lenti in relativi
alle coord cicliche sono COSTANTI DELMOTO

Pe è detto momento coniugato di qe

E L In x j E ingz
è ciclica Px 2 mi quantità dimoto

9 Py 3 my
lungo ey è
conservata

Usiamo ora queste cost del moto per ridurre igradi di libertà

Prendiamo Pel911 19m 91 9in 2 91 19m711 19in

Insiemedi livello def.descelta del valoredella cost delmoto su
cui il MOTO GIACE èdato dal luogo deipti te

ameEst
Èie 19m19 in in lenta

questecome

le m m incognite delle
Risolviamo nelle qua iq non equazioni



Ue 91 19m Im Pun E t

Definiamo una Lagrangiane efficace o LagrangianaRIDOTTA

L 1911 19m 911 yqmit.FITIh
E L 911 9m 411 9in Umts 91119m911119m Punti Fuit

Un 911 19m 1911 9m Puta Enit

EmtPe e 911 19miIn 19in PuntiniPu t
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L L Eun In
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Prendiamo L e la trattiamo come la Lagrangiana di

un sistema ausiliario a a gradi di libertà min

Eg di Lagrange per L ha11 ne

Em EÌ
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E Èi En 1valuta in 9,111

ha 1 __ 1



Le equazioni di Lagr di L coincidono con le

prime in ep di lag di L usando le 1 1

ms le funz 9 A Chili im che risolvono le equazioni di
Lagrange di L risolvono anche lecg di Lagn di L

Come determiniamo le qula kenett in

Le rispettive cg di Lagrange sono state utilizzate per
ricavare qui 19in in funt delle quién 4 11 1m Ue

E.IE 1 E ei i
ep diff del 1º ordine per le quit
del tipo i f t cioè sono risolvibili

per integrazione quadratura

ES mixty 7 myz ma me 1

pi mi i Pym py my j Tyim
L L EX FI eu p E Enit E E mg PIRIPIPI

1m È ingz EI II L 71217111

mi If mg è g alti fgttv.tt a
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