
 

PRINCIPI VARIAZIONALI
Il moto come la configurazione del sistema varie neltempo
è descritto da una funt I

Finora il moto di un sistema soggetto a forze èstato
predetto risolvendodelle EQUAZIONI DIFFERENZIALI la cui incognita
era una funzione del tempo
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I moti effettivamente compiuti dal sistema sonodescritti

da funzioni 9,111 9111 che soddisfano una certa

equazione differenziale locale

Ora descriveremo il moto effettiva seguito del sistema
usando PROPRIETÀ GLOBALI INTEGRALI dellafunt 9 A

Esempio di proprietà globale che permette di selezionare
una traiettoria tra tutte quellepossibili
dati due pii in 123 la traiettoria da sletonare
traquelle che congiungono due pii dati PQ è

quella che abbia LUNGHEZZA MINIMA a



FUNZIONI

data una funtore f III
i pii stazionari di f sono quelli che risolvono f x o

date una fut a piùvariabili F IN IR
Xii Xa H F Xp MN

iptistazionari di F sono gli che risolvono II Eko ti 1 in

ora considereremo il caso in cui F non agisce

su una statovetta finito dimensionale 112 112N

ma su uno spazio infinito dim di Funzioni

ma F detto FUNZIONALE

DI Dato uno spazio ll di funzioni si dice Funzionale

definito nel dominio U una MAPPA F che ad

ogni funzione nell associa un numero reale
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E Ue funzioni regolari definite sull'intervallo 10,13

nel
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2 Fln alto don to è un valore ficcato in 0,17

to 112 MIA Sentita

FIM sen T.I 1 E IN

3 Fln n to Flutatcoslittileni

4 Fiat IInteldt Ehi E

Es 11213 sono FUNZIONALI LINEARI
FECIUn Cane GF UN GFTua canta

animale

Un funzionale di notevole interesse è glo che data
una curva D restituisce la sua LUNGHEZZA

8 FINE lunghettodi 8

In che senso una curva è una funzione

La curva è descritta da una fantione
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Lunghezza FTU LIFE dx
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Problemaclassico trovare le linee più corte tra due

punti dati in IR
Nel nostro esempio sul piano 112 chiediamo

quali sono le curve che minimizzano 1

Ci restringiamo al caso in cui ulxi ulxel Altricasi sono
riconducibili a

guasto
con una rotaz

a

Fin f YI
dx

definito positivo mini
cioè la funzione che minimizza F è

alx e con c a il U la
FETTA



Un altro problema importante meccanica ottica è il calcolo

del tempo di percorrenza di una traiettoria 8 assegnata

per cui la velocità dipende in maniera nata

dalla posizione

Moto piano traiettorie sono paronutritabili da g relx

TEMPO di PERCORRENZA
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In MECCANICA se sistema è conservativo v ELENCATI
In particolare se la forza è gravitazionale
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In OTTICA TE indice rifrazione nel mezzo

f
Tiu 1 n x.ua Thidx

i
PRINCIPIO di FERMAT tra tutte le traiettorie

possibili la luce segue quelle che
minimizzano TTU

unaderivata

Noi considereremo funzionali dipendenti esplicitamenteda u e uh
ma in generale un funzionalepuòdipendereda un numero



arbitrario di derivatedi u

Esistono funzionali dipendenti che più funzioni
F Ux U IR

Niv H Flu o É Fulvio x der

Es lunghetto di una curva in IR
parametrittato de Vitti alt alti alti
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VARIAZIONE DI UN FUNZIONALE

Preliminarmente consideriamo l'es di funtione a più variabili
F UCI IR

Tela XNEU H FCE EIR

Fissiamo una direzione in 112N scegliendo un vettore

JEE Ex Oxa ENN
e consideriamo i valori di F nei punti VARIATI It XD

HEIR
La DERIVATA DIREZIONALE O VARIAZIONE SF

della funzione F nel pt I e relative al vett.tt
è df.de
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FF SI dicequantovelocemente
varia E nelladirezione di



F è stazionaria in I SF si annulla in I Hot
cioè YEE o ti 1 IN

cioè se AF o in t

Consideriamo ora un funzionale F U R
fissiamo una direzione Jula
consideriamo la famiglia a un parametrodifuntionivariate

alti e alti LOUAl

Def La variazione DF del funzionale F in u relative alla
variazione su si definisce a partire da FIN 7 Fiutava
e ponendo

9Per u e da fissati Find è
una funzione di L ah FEUER

OFTu tu da Flatten
a A

SF è un funzionale nelle due

funzioni u e tu

Il funzionale si dice DIFFERENZIABILE in 4 se la
derivate A esiste ton

Procedendo in maniera intuitiva si può immaginare su
come piccolo e definire SF come la PARTE

LINEARE in Su dell INCREMENTO



AF F Tatsu Flu

Il risultato è lo stesso di A
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In particolare se ci si restringe a Variazioni July
NULLE AGLI ESTREMI du Xi O duca 0 si trova

ottusa 13L fatina
Xi

Stiamo restringendo il dominio le
ie a tutte e sole le funzioni

a Ac alti a Ulxglab

finali a fulfil o duca
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