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1. Sia f : R2 → R2 un endomorfismo autoaggiunto rispetto al prodotto scalare standard,
e supponiamo che i suoi due autovalori λ1, λ2 ∈ R siano distinti, e sia {v1, v2} una base
ortonormale di autovettori associati ai due autovalori.

(a) Si dimostri che se |λ1| < |λ2|, per ogni v ∈ S1 si ha

|λ1| ≤ ∥f(v)∥ ≤ |λ2|,

e vale ∥f(v)∥ = |λi| se e solo se v = ±vi.
Suggerimento: si scriva il generico v ∈ S1 nella forma v = cosα v1 + sinα v2.

(b) Si consideri la forma quadratica associata a f :

Q : R2 → R, Q(v) = f(v) · v,

e supponiamo che λ1 < λ2.
Si dimostri che per ogni v ∈ S1 si ha

λ1 ≤ Q(v) ≤ λ2,

e vale Q(v) = λi se e solo se v = ±vi.

2. Si consideri il cilindro circolare retto S = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1}. Si determini N(S),
l’immagine della mappa di Gauss.

Si calcolino, inoltre, curvature e direzioni principali nel punto generico di S.
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3. Sia S = {(x, y, z)|z = x2 + ky2} con k > 0 (S è un paraboloide) e si fissi un orientazione
(ovvero un campo di versori normali) di S. In P = (0, 0, 0) si calcolino curvature e
direzioni principali. Che tipo di punto è P ?

4. Sia S = {(x, y, z)|z = xy}. Si determini N(S), l’immagine della mappa di Gauss.

Si calcolino, inoltre, curvature e direzioni principali nel punto P = (0, 0, 0).

5. Sia S il grafico di una funzione differenziabile f : U ⊂ R2 → R.

Si esprima la mappa di Weintgarten in termini delle derivate prime e delle derivate se-
conde di f , si determini la matrice di tale mappa nella base del piano tangente indotta
dalla parametrizzazione φ(u, v) = (u, v, f(u, v)) e la si confronti con la matrice hessiana
di f .
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