
 

TROTTOLA DI LAGRANGE

Abbiamo calcolato l energia cinetica rotazionale del

corpo rigido
T gà.IE

Scegliendo gli assi principali d'inertia abbiano

T I E Ii Wi dove è un It wreaths

La TROTTOLA è un corpo rigido con una simmetria

di rotazione attorno a un asse

Con questa scelta di terna solidale ho

In I e I
se

Ricordiamo I EMaxaixaj9fxixjdxidxsdxnalmewfd.fm

I O sei
integrali èfidato

Te II with III Ricordiamo che
E 9senosend Aas4 et d'smoosh Èsend

4cosa 4 È

LI ISEO È II I 66501

 



Mettiamo la trottola con pt fisso in un campo gravitazionalecostant

È mgza.mn inglese

La II Esenta è Eliticoso inglcosa

Ci sono due coordinate cicliche le 4 due costidel
moto

Pye II Is I I COSA IN M

Po gg Irish I ÈCos'E II coso Ma

C'è anche en totale
0 Pycosa

paga
prenderemoPyPy 70

E Ttv Elisio è Eliticoso inglcosa

3 costantiDELMoto in unsistema
con n 3 gradi di libertà

Da coord cicliche Lagrangiana ridotta
ricaviamo il eil da Sisti lineare

Pa cosopy In ii serio ci Putta
Isti Py II cosa I Peg talpa copy

L luici Ipp IP
l 4coso PI



L Elisio è Eliticoso inglcosa

IE mgecosot lftt.PE
Egli costui PI Puffetta

cosapa

Tifi
L IE inglese É 14
L Ten Vey
con Tene IÒ e Vento malcosa

Vogliamo ora disegnare il grafico di Veg per capire
come si comporta qualitativamente il sistema

Vento è una funzione continua per OCO it

Agli estremi del dominio si ha

live.vn a no ftp.venlo a

ato avviene se Patty Se invece Pepy allora
ven mensa t.EE 7
e finoVenlo ingl si vede trottoleaddormentate

per lo studio di questo caso



Dai dueptisopra si conclude che Ven01 ha un Minimo Asso
Dobbiamo capire se ha altri pii stazionari

Definiamo gli affetti
Allora si ha Vento ingl g cosa

x COSA è un buon cambiamo dicoordpreti cosa
è monotono in DETAIL
inoltre Vento ha glistessipii stazionari di gg
in particolare Vella ha un solo minimo mi OE atti
se e solo se g x ha un solo minimo ii XE 11L

Dimostriamo allora che gli ha un solo minimo

1 glutei I jYYY
9 LÉGAMI
il denominatore di 9 x è Positivo AXE 1 tt

il numeratore di gu x è anche Positivo AXE 1 tt
ato è meno ovvio quali vediamo il fichi
il numeratore a meno di un fattorepositivo è

pet 2 It'Il 1 a



Ato è un polinomio quadratico nella variabile Pulpy

Siccome il ceffo di papa è 70 gtopolinomio

è identica positivo se il suo discriminante è negato
Il discriminante di ay DI c è D 5 4ac
Pen o abbiano

IEEE n III pe XE 1,1

siccome g x o Ax questo vuoldire
che g x ha un solo pito stazionario in XE7 1,1T

2 C'è un altro modo per dimostrare che Vento ha
un solo pto stazionario

L'energia del sist ridotto è
Ricordiamochein

E IÈ inglcoso Effy al e abbiamotrascurato
il terminecost

III la vera

pt È me IIII E L
qui abbiamo usato x cost Èseno

La retta a En costante interseca il grafico di VanA edigli
nei pti x pu cui i 0 cioè ne pt che

risolvono l'equazione
E agli 111 K E Pa Pax A



che è un'EQ CUBICA quali con al massimo 3 soluzioni
Siccome la retta a En cost interseca il grafico di glx
un numero pari di volte figata tro allora lesoluzioni

di I in v7 1,1L saranno al man 2 e quali c'è un

solo pto di minimo

Chiamiamo 0 xt cosa il valore di 0 in cui Va01 è minimo

Domanda Min E giace prima o dopo di ala
gli Mj guest ftp.yf ht
A Ela è pito di equilibri godo g ol o cioè

per 1
Iggy o Papa Ingl

È Ti E mi E ch è pt di equilibrio per
0 9

PEGLI Pt Epa
1
Engel Part E Pitti

Inge Pop E Pa Ril E fai
Quindi
È o Otta se Pulpy Iimgl IYI Al IS

Ico Ostia se Pappy Ingl q LsiI
Osservazione già Ijf se 70 0hr12 allora

gal è del_positiva infatti gli g Xt o
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te

c'è un solo pito di qui per il problema ridotto

corrispondente all energiaminima moto con inclinazassecost

A en superiore il moto avviene tra duevalori tua tua
l'inclinazione dell'asse famoto periodico traGuin
e Quay MOTO DI NUTAZIONE



Vediamo ora il moto di precessione 9 Abbiamoche Mondin
Packso

PELÉ III se 0 0 i qq.acthw.tn

Ci si annulla per Pappy con cosa

per 0 007 910 o
inoltre

m xcx osa 410170

io Cerchiamo di capire dovesi trova 0 rispetto al min A

se A 70 allora V'en to 0 G Xo oiii Iiii

g'IX1 1 O O 0 0

E Alti
It'è

so

A In questo caso lo è pt in
cui sia È che il siannullano



Possiamo rappresentare i tre casi Esita E come motisullasfera

E Per t permessi il ha segnodefinito at Infatti si può dimostrarechi

Pu Py mylost E
UN avanza sempre

E ci si annulla quando cosOo Pulpy

4 ci hasegno opposto pe 0mincome

Dalgrafico di vey si vede che pe la maggior parte deivalori di0

permessi ci è positivo a indicazione che la media temporali
di GIAI è positiva e quali la trottola avanza

E In questo caso D 0min punto piùalto toccatodallatrottola

cioè avviene Py Pycost

Questo caso è il più comune in pratica

quale si cerca di avere alto valore di

e invece io io col



Come sono legate le coste del moto coi dati iniziali

IPye II Is I Ucosa IN

1Pa gg Ii il suo I ÈCos'E IN cosa
InEsatto Pycosa

E IE Uglcoso PELÈ
Dati iniziali Oo90,40 E 4 di

quando posizioniamo la trottola perpoi lasciarla andare

abbiamo dati iniziali a cloro e G o ricadiano
nelcaso Ez

d PIE da 1

costo Pf da 2 lo chiamoconnome E preti è
proprio pto in cui ciao

te c
non valesempre

E PyPy ingenerale
sono costidelmoti
indipendenti

I
Put Isti

Pat Istocoso pcosa
Papa I'è cosa
Ingl per tosuffgrande

Nota 4 e lo sono irrilevanti conseguenza delle simmetrie delsistema



TROTTOLA DORMIENTE E RISVEGLIO
Osservazione la trottola dopoessere stata lanciata si stabilizza con l'as
di votazione verticale e ruotamostrandopiccolissimeoscillazioni
la rotazione è praticamente stazionaria trattila dormiente

Ad un certo punto la trottola si risveglia cominciando un

moto di mutazione e precessionesemprepiùaccentuato finché
la trottola cade

Vediamo come potevamo predirlo
Con un lanciobenfatto Io 77 l0,6 Pu I Pu
Anda pa Pu Vey non esplode più a 0 0

ven mal cosa IIII
mal cosa IL TIFO

Troviamo il minimo

un'lole mges.no III Ifat TIÈ
seno f ingl t PI Hep
Q O è pt di equilibrio assieme a 0 con

vento
unge cosette

Controlliamo quale delle configurazioni è stabile

Vin lol cosaf mal PEnte seno

Vailol ingl t if Pat IVcosa

Ricordiamo Puttillicose se Hoèsuffgrande vinto 0 Ifab

ago
e



Quindi

Se partiamo da 0 vicino a 0 0 O oscilla attorno allo zero

con frequenza vinto ma trottola hamotopraticare stazionario lepiccole
oscillazioni vengono smorzate dall'attrito

Man mano che passa il tempo l'attrito riduce l a quel papa
finché a o non èpiù stabile ogni perturbazione allontana
trottoladalla rotazstationaria ora instabile

compare un moto di mutazione chediventasemprepiù
ampio mentre Py diminuisce la trottola si è risvegliata

TROTTOLA CON SPIN Py MOLTO GRANDE

Ora lanciamo la trottola con condizioni iniziali t o

p
A quista

perOltl altempo
a 00 D 4 0 e il moltogran to può

coincidereanche
con angolo pan

Ricordiamo i O

II E agli 1 teppa xp

e valutiamola a t o

O E ingl 11 xd E Pa x.pt

Xo è una soluzione di gta equazione cubica
Possiamo riscrivere A come

E
Egettmgex Ifj

A t o A 0 e B o E mgliosa
A e B Sono DEFINITI POSITIVI



Siccome l'energia si conserva all'aumentare del tempo
si arrendono i termini A e B e inglcoso devediminuire
O aumenta trottola scende cioè 0 corrisponde alla

circonferenza superiore

inoltre ricordando ci
Pfity si ha

costo Pappy da l'oro Enemgleoso PÌ
costo

Eye da E inglese

iiiO myelin XIII Effe Ata equazione ci da
i PUNTIDI INVERSIONE

I O 1

altre radici sono soluzioni digta cap di 2grado

mgelx x.IT Kx 1 Kx o KEIImgesst

FT kx.IE
TI E espandiam fino al secondoand

THEN It E E
EGALITE E TITOLI
IF 1 EH h 1 Ceschi

K Xo t 7 1 ESCLUSA parchi 1 1 11

Xo It cosa SEI E Xp



L'eq diventa ingl x Ix Xii Ktx o I DANNI

Le due soluzioniaccettabili sono

teXo cose e xp cost self qq.it n
L AMPIEZZA DELLAMUTAZIONE è

X e
senza

Tanto più la trottolagira veloce
E grande tanto minore lequal

meno visibile è l'ampiezzadellamutazione

Nota il pt di equilibriodel potenzialeefficacisarà tra A e A

Ora riceviamo la FREQUENZA DELLA Notazione

partiamo da If E mgex 11 il E py Pal il cui
membro di destrapuò essere riscritta come o

siccome io Xp possiamo approssimarla

È EYE I

o deriviamo ambo i membririspetto al tempo

ex EH_ TET III

III
Iwaya centro di intervallo

x Al Wtf Xf cos at di oscillation

Infine consideriamo la PRECESSIONE

a

fitte te èPICCOLA

X XÈcostati Xo x Xo 1 cosa



Extra vediamo il caso particolare in cui Papa Ismgl
Qual questo avviene il minimo di Veg è a tir x o

gate Iii _Peschiere
gu Ete con 54 Età Sunthai

i in x

i gol Ij
g 1 2 51121 116

q
qLjapin

gg

Inquesto caso A 0 Il potenziale non è simmetrico e
la regione di 0 in cui il o è piùestesa digla in cui G'co
In media la trottola si muore con l'media70



Extra Caso Pa 0 Pap e Ismael II
Qto puòessere ottenuto mettendo la frottola inizialmente
in posizione orizzontale È o ci o pp

Il potenziale diventa
che unge XIIII mal staff a

Esso ha due zeri
co mi

vada

i
o I

1
so

Affinché il minimo coincida con Ita bisogna

prendere il limite Pissatinge per cui avremmo

uno zero doppio cioè un minimo

Me otto limite vuol dire sostanzialmente spegnere la
gravità



Extra da riguardare a fine corso
HAMILTONIANA della trottola

Hamiltoniano delle trottole H Poot Pelt 44 L

H PE SE Iff inglese

Sivede immediatamente che il sistema è integrabile
H Pa Pa sono I costi delmoto in involuzione

MaMa TO Ma è comb lin di Maia quali sembrerebbeimpossibile
che commutano ngadf.IM dipendono dalle coordinatelibere

tra equazioni utili durante la trattazione della trottola

Py I 4 4COSO e 4 9cosa Pyle

Pa Intesero a cosa il Piett
E

Igiea
Elle nein

E IN xp


