
 

Riassunto
Data trasf coord Xie Wilk t e

sua inversa x ̅ e w̅ x t

gta è CANONICA se Hlx t KCI f tic
se A soddisfa i EHH allora
x ̅ f w̅ Hit soddisfa x ̅ ETAK

Qto avviene quel K tic

ETEK TEVH If don Ji 2

Qt KCIITI prende la forma

K cit Ko

con c costi H How Ko Ham coniugata a H 0

Come si fa a capire se una tronf e

canonica senza applicare la def

CRITERI di CANONICITÀ



Possiamo ora dimostrare il primo CRITERIO di
CANONICITÀ

Prof La trasf di coordinate x ̅ w̅ x ̅ A

è CANONICA c'to tic JE JE C'E
con Jij

Dimm se è canonica possiamo seguiredim dipropi
e concludere che c o tic preceden

JETTE c 1am ovvero JETT CE
moltiplichiamo a sinistra p e a destra h It e

usiamo 35 11 JETT c'E con c

piùinteressante perché ci da un criterio di canonicità

Dobbiamo dim che se 7C te JETT c'E allora AH
7K te EVK JEWH II E IIIIce
Come abbiamogiàvisto EH JITKA JTTAH
doveabbiamousato Vittli II 7 i

JETAH JETT VIII EVI CIT

allora K che soddite x

Qto È vero grazie a Lemmi Le 3 vedifine precedentelezione



ho sit II EEK.GE A II neti jetia

È 2 7 2 II 5 chesoddisfa

per Lemme 2

Dato una trasf canonica che soddisfa

JEIT E CA È

riusciamo sempre a trovare una trasf canonica

che soddishe JETT E B 7 If
Infatti la composizione di trasf canoniche è
una trasformat canonica

c è in genere una funt.IR IR AHCCA
essa è senape 0 perché c Idetti o ftp

trasf ben definita
CCA è def positiva o def negativa

Possiamo quali compone la trasf canonica A con

p xp g fa p_TI x ̅ Fa x ̅

w̅Ix ̅ A MI w̅ TA
J E FIJI

J E IT CIJ'E sync c J'EJ sync E



Se C O la composizione W x ̅ ti soddisfa
J EJ E cioè la sua c 11

Se c CO allora
J E E

possiamo comporre w̅ con la trasf_canonica

x ̅ x ̅ wilxtFEIirWECX.tl

Jij E In Ff IJ

19 191119 6911 119

JETT I J EJ I IEI E

Riusciamo sempre a comporre una data generica
tras canonica con particolari trasf canoniche
in modo che la composizione sia una trasfican con c 1

Possiamo quel restringerci al caso C 1 e ottenne tutte le

trasf canoniche con c generico attraverso la composizionedata
se c 1 la trasforma è detta TRASF CANONICA UNIVALENTE

Le trasf di coord tic lo Jacobiano soddife TEST E
sono dette TRASFORMAZIONI SIMPLETTICHE le
matrici A tic AEAT E sono dette MITIETICHE

AESplan
lematriciORTOGONALIsono t.ci 00 11cioè 010 1 OESON



ESEMPIO

Riprendiamo la trasformazione 3 tra gli esempi dati
in precedenza e applichiamola asistemi e nel gradodilis

Pat Iiii E È.ae9 atp

Klfiqit HCFpiatti t 272 Ko Eph

1 Verifichiamo che è canonica Jije 2

It 9 5 51 1 1
JET 19 11

9 1 1 19 E attimo
univalente

C 1

2 Troviamo Ko Ko è tic ETako II cioè

Kolkt E II wait t

Sappiamo che w̅ wait t x ̅ applichiamo I
FÉ Iii II o 2 52



Qui abbiamo E SE It E
Quali Ko è soluz di cg

KK E 19 E
cioè 2 2 1 Ko α

2 O Ko è funt solodi x ̅

Qudi la trasf è canonica con c 1 e Ko LI
Klimt CHI È Itatp AI EP
cioè quto riportato nell ES 3



TRASF CANONICHE E PARENTESI DI POISSON

Ricordiamo

fig 7,27
1
Exit 27 E

1

P di P fondamentali Xi Xi Eij

Def Una trasf di coord Xi Wi x ̅ t PRESERVA LE

PAR DI POISSON se f x ̅ A g x ̅ A e indicando

F Iit f w̅ x ̅71,7 e G Ef g w̅ x ̅ Hit si he

fig w̅ Hit F G Fit

Prep Tutte le parentesi di Poision sono preservate SE ESOLOSE

sono preservate le parentesi di Poisson fondamentali
cioè se

Wi wi Ei
ovvero un un 0

UnVesto
univa San

Dini F 6 E E.IE E EiilE 1 7

E EFFIE



Se le parentesi di Poisson fondamsono presenate allora WmWe Em
e allora

FIG E Emeffe fig
L'altro verso dell'implicazione se pP son_pres pP fondsonpres
è ovvio I

Pap La trasf di coord x ̅ w̅ x ̅ t preserva le par di Poision

SE E SOLO SE Jij III è una

MATRICE
SIMPLETTICA cioè JEJEE

Dimm we we 7 Ei 2g Iki Ei Jej

Jaifi JETT ne

sono preservate se e solo se Ene cioè se e

solo se JET ne Ene 4

Prep La trasf di coord w̅ Eit è una TRASFCANONICA

UNIVALENTE se e solo se preserva le parentesi di Poisson

Ingen x ̅ w̅ Iit è CANONICA se e solo se

e Wi wi Fi x ̅ Ei Vrij

J



FLUSSO HAMILTONIANO come trasf canonica

x ̅ x ̅ t E H
soluzione x ̅ x ̅ A x ̅ ato definisce una famiglia elevazione

di mappe nello spazio delle fasi detto FLUSSO HAMILTONIAN

It Ta Ha
x ̅ It x ̅ x ̅ Aie

Tale mappa è una funzione da R2 a 112 invertibile

equindipuòessere usata perdefinire una trasf dicoordinateI
Pap Consideriamo un sistema Hamiltoniano conHamitoniana

e prendiamo la trasf dicoord w̅ x ̅ E E x ̅
Tale trasf di coord è CANONICA et

Nota azeit derivatarispetto a a x ̅cost Ie fflti atiiEEEIH
Dimn.Dimostreremo che J è una matrice simplettica dove

Jij II 2 x ̅

In particolare dimostreremo che JTEJ E cheequivale a JEJEE
JTEJ E JT E J'E JEJT JEEJ'E E

Per prima cosa notiamo che TE E per t 0 infatti
è X 0 x ̅ Ii Jij dij JEJTELEI E

Ora dimostriamo che JTE non dip da t il che
implicache se 1 valeper to allora vale ft



E JTEJ
in F Fi EjnJien Za Ejazi
ZE 1

Ein 3 Ein ZEK x ̅

ÈIE EHIL ƩEum a

Freie IIII 4 En ILEIEinEum 71

xe
Eun 3

Jia Jun 4

FEFE D'HlaeEeg EinJun EjkEum 2HmsJsa

JTIH E 5 in JT E 2H J in EE 1

J 2H 5 in J 22H 5 in 0

E JET 0 JTEJ non dip da t

siccome JTEJ E JTEJ E t



In che senso una mappa che prende un pto
in FQ e lo manda in un altropo di TY
è una TRASFORMAZIONE DI COORDINATE

Fissiamo t e consideriamo TI
Er x ̅
è l'evoluto al tempo t di x ̅

Posso allora interpretare x ̅ in due modi
1 e x ̅ sono coord di due pii distinti P è
nello stesso sisti di coord

2 e x ̅ sono coord diverse in diversi sisti dicoord

per lo stesso pt.PE T'A nel secondo sist di coord

per ottenere le coord di P devoprendere PET'Q
evolverlo indietro di tempo A a leggere le coord
di tale evoluto nel vecchiosist di coord

Esempio con le ROTAZIONI SUL PIANO

Y pony Y P

I
k
8sey

1 51



sey e x ̅ possono essere lette in due modi

1 come le coord nelsist X Y di duepti PP distinti

2 come le coord dello stesso pto P in due sist di ri
XVI e x ̅ Y distinti Le nuove coord x ̅ 5

possono essere ottenute ruotando il sist di rif
oppure ruotando INDIETRO il pto e vedendo che
coord aveva nel sist X Y
Per ES se prend P con coord Rig Rcosd Rsend

per ottenere le nuove coord x ̅ 5 Rio posso

prendere ilpt laiyk Rosa Rsend e applicargli la
rotez è ato pto va in Ing Rio

ate sono le nuove coord si g di P

At ottica ci permette di pensare alle TRASFORMAZIONI

CANONICHE

1 in un senso PASSIVO con x ̅ e Xj che
individuano lo STESSO PTO in T'Q ma utilizzando

diversi sistemi di coordinate

2 in un senso ATTIVO con Fi e Xj che
individuano due pti diversi di TY nello stesso

sist di coord



Oto pto di vista è particolarmente utile in famiglie
a un parametro di trasf canoniche come il flusso Ham
O come vedremo le rotazioni

Osservazione
Flusso Hamiltoniano è una trasf canonica

w x ̅ A con wait Iᵗ x ̅ t x ̅

soluz con dato iniziale x ̅ dieq
It x ̅ 3 x E H delmoto

H definisce
il flusso

Qual è l'Hamiltoniana K coniugata all HamilH Hamilt

EYK JETAH IE
2E 524 da

iii
Hit x ̅

III IE EiJETAH JIE
24 2 XIII ETAH

JETAH JEIH TAKEO

K 0 a meno di una cost irrilevante

Il flusso Hamiltonian generato da H
x ̅ èdatoiniziale

coniuga H stesse in K O



Posso generare TRASFORMAZIONI
CANONICHE attraverso

la scelta di una funzione te Pia
Alpi x ̅ E 7H x ̅

Una voltache ho If posso applicarla a glsian
Sist Ham con Hamiltoniana H e ottenne

la K coniugata come detto sopra se

scelgo H H alle K

Se HEH ho che l'Ham coniugata a H soddisfa

ETIK JETAH JETAH FETA H H

In generale vedremo che se ho una famiglia a un

parametro di trasformazioni canoniche posso pensarla

come il flusso Hamiltoniana di una giche Hamiltoniana

H che chiamerò il GENERATORE di gle trasformazioni



Corollare TEOREMA DI LIOUVILLE

Le trasformazioni canoniche univalenti c 1

e tra esse il FLUSSO HAMILTONIANO preservano
il volume Euclideo

dp dpnday don

La regione Ar evolve nel tempo t
in una regione A2 dellosp delle fasi
in modo tic vol Ar vol Ar

Dimmi velate
SafEEtà

Idet dpi de dii doin
AL
siccome trap è canonica ITE E

det E dit JEJ detJT.dete.cat
del date del 1

de dpi dai idea vol Ar

osservazione x ̅ EHH E un pto singolare in questo
sistema non può essere

Infatti se lo C ASINTOTICATI STABILE
fosseIII ggemma.be non si consumerebbe il volume



Osservazione

Come visto precedentemente data trasf di coordinate
NCE t e inverse E Wix t

Se ti fEija H

allora è E Ieee 2 Ifi Eh ZÈ
1 outfit

Quali la condition di canonicità atononstupisce perché

date tilt Gf sepuò essere riscritta nel seguente
f valutata su soluzmodo trasf è canonica se HA
9 di Hamilton

7k t.ci
C1

Ii K leit wilt licet t Iet'È
Il se si preservano

Ii I te Poisson se Isimpl
vedilezione 22

Quali si vede velocem che se le PdiPi sonopresenti e I simp
allore trasf è canonica preti esiste K I Ko
t.ci x è soddisfatta



Complemento TRASFORMAZIONI PUNTUALI ESTESE SONO CANONICHE

Trasf puntuali estese sonodate da

a oncie tes
EPa E IElvigitht
È

Pep Le trasf puntuali estesesono CANONICHE

Dive Dimostriamoche preservano le parentesi di Poissonfondamentali

19,19 Un 9 va là o

9Pa vult Ie v19 e SÌ
427,7 che

Pure FedEgn E In

EE EiE3 1Pei2 3E

E Pe 3 9 2
hak

Ii

a

hask 0

EE II Hk EE III


