
 
TRASFORMAZIONI CANONICHE INFINITESIME e quantita conservate

Nuovevariabili differiscono da quelle vecchie solo perquantità
infinitesime m nei conti possiamo sempre trascurare termini

di ordine alto

Ii 9 89in
pi e pi spa

variazioni infinitesime Iie Xi chi

Sti sono funzioni di Jxi x t

Non tutte le Sxilxit producono una trasf canonica

Affinche la trasf A sia canonica devono essere

preservate le Parentesi di Poisson cioè

E Xi di Sx e xii Xi Ex Exit

Exit
trascuriamo perché infinitesimo
di ordine superiore

Exit Xi Ex Xj Exit o

cioè I Eik III E Eje Ifi o

Se chiamiamo Rem E LEI K può essere scritta
in forma matricialecome

SE Est o



Per il Lemma 3 alla fine di Lezione IFT26 gto
implica che 7 Glx it tic

SE E TI KELE G
dove abbiamo introdotto il parametro Eccl affinché

la trasformazione sia infinitesima con 6 generica

In coord pia la condita a si legge

ftp.e
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fnlairitlS9keIpnC9ipit

La funzione GCT t è detta Generatore della

trasf canonica infinitesima in quanto determina di

quantovariano le coord Xi cioè Pa9h

La a permette di calcolare la variazione infinitesima
di una generica VARIABILEDINAMICA flat

Of T A f E SI t f It tata èdata dal differenziale
alf applicato alla variazionedi

dei d È IEA Sti
afex.tl Eiffeldi

LEusiamo a
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cioè noto il generatore G essodetermina la varizione dif

of e f G

Teorema di Nother in MECCANICA HAMILTONIANA
Prendiamo l'Hamiltoniana H x ̅ A La sua variazione sotto
trasformazioni infinitesime indip del tempo generate da Glx è

8H E H G SH K H H H

Se H è invariante sotto trasf infinitesimegenerledaG
allora G pa è una COSTANTE DEL MOTO

Versione Hamiltoniana del teorema di Nother
Valeanche il viceversa se GIPTostidelu.at allora
H è iv sotto trasf generate da G

Nota Hlx Hextox H
F IIII

pagg.IEmICEH Y

Per trasf dipendenti del tempo
8H x H E K Y H x ̅ x ̅ Ko E

IEEE E7 Xix
vedisopra vedisotto a

8H E G H 2 Ancora OH 0 implica
che Glxit è costdelmot



Ricordiamoche ETIK II WIFI t
Pertrasf infinitesime

II xtdxlx.tl IfX EEYG EVx E2 funzidix

Tak x ̅ E Tx E2 x ̅ dx A

Definiamo A 7 Eff x ̅ dx t Ole
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Come passiamo dalle trasf infinitesime a quelle finite

Cioè vogliamo interpretare le trasf infinitesime come APPROSSIMAZIONE

di trasf continua a 1 parametro generiche nel limite in
cui il parametro sia molto piccolo e tic siano identità se il
parametro si annulla

Consideriamo le trasf canoniche continue a parametro

dal punto di vista ATTIVO cioè mandano un

pto PE TQ in un diverso pto PIETA
Al variare del parametro E esse tracciano una

curva in IQ data da
w̅ E

t.c.wcx.IE flussoHamiltoniano

per semplicità ignoriamo
Q l'eventuale dip daltempo

dellatrasf canonica

And ELCI x ̅ è molto vicino a e lo
spostamentoEx x ̅ può essere identificato col
vettore tg alla curva in Infatti possiamo espandere

in serie di Taylor attorno E 0 e tenere solo il
primo termine

x ̅ x o dg o e



Cioè otteniamo una trasf INFINITESIMA comegledescritte sopra con
I

2
Eper
trasfCANONICHE infinitesime

Ma noi sappiamo chi Ox E EEG Qto porta a concludere

day EEG A Abbiamo ricavato ato eq attornoal pto a E 0 Possiamo
ovviamente ripetere attorno a ognialtro pto della curva e otteniamointegrando questa relazione
la stessa 9teniamo la curva E

Tormalmente le sono le EQ DI HAMILTON dove E fa leveci
del tempo e G dell Hamiltoniana x ̅ EHH

4 quest'ottica E è il FLUSSO HAMILTONIANO associato

all Hamiltoniana G

Audi ogni G pia t puòessereinterpretata come un'Hamiltoniana il cui
flussoHam corrisponde alle trasformaz canoniche finite generate da G

G è anche detto MOMENT MAP pe associataalgruppo di trasfdato

un particolare vediamoche dato un sistema la sua Hamiltoniana
genera il moto cioè la traslazione temporale del sistema

H è il generatore di TRASLAZIONI TEMPORALI

Osservazione abbiamo chiuso il cerchio con finedi lezione FT27
avevamo dimostrato che attraverso una fans G x t potevamo

generare una tras CANONICA fam a 1 parametro qui abbiamo

dim che OGNI trasf con_fam a 1 fai è GENERATA da unafuntGIA



MOMENTO ANGOLARE ROTAZIONI e PARENTESI DI POISSON

Un esempio classico di gruppo di trasf continuo e

il gruppo delle ROTAZIONI SO 3

Data una particella con coord cartesiane 9 9192,93 e

momenti coniugati F Pn P P una rotazione agisce sullo
spazio delle fasi ruotando simultaneamente 9 e P

F H RP 7H RI RE SO 3

Abbiamo visto che una rotazione infinitesima di angol 1
attorno all'asse w̅ 1141 1 è data dalla matrice

RILI 11 CHI con Rij α Eijkwn

Dalla meccanica Lagrangiana sappiamo che se un sistema

è invariante sotto RG allora la componente del momento

angolare È lungo l'asse ci è una COST DELMOTO

Se sto sist ammette una descrizione Hamiltoniana da quanto
detto sopra ci aspettiamo che Micò generi le rotazioni

infinitesime RIL cioè ci aspettiamo che

RG E α P M ci E Rin Pre α Pi Mai

e analogamente per 9



Verifichiamo alta identità ricordiamo che pi Ma Etain

PatinPi Ma FeelinPeine EFF tieni Pe
RhliePe 11

In particolare il MOMENTO ANGOLARE GENERA LE

ROTAZIONI SO 3

Analogamente si puòdimostrareche rt e À vetta Runge Lenz

generano il gruppo 5014 und alla fine

Ingenerale la Moment MAP MeEpmgppalp genera
costi

99,1 Impapdas Fmspgp auto visto sopra ènije
Psim Epmappatops Emts P

M Attisinmetica

Verifichiamo ora che se un Hamiltoniana è invariante

p rotazioni allora Mi H o tieni

In generale ora verifichiamo che se f pig Al è
una funzione invariante per rotazioni allora Mai f 0

Un caso particolare è Mi E o cheabbiamogià verificato



Vediamo come agisce My su una font Invariante sotto Rotazioni
in sto caso fleiotta già I PT

unicitanantisettontjanghietti
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Mi Aj Eijeae À è un vett sotto SOC3
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Inoltre da dy o abbiamo

A À 0 e À K m
a 5 è Exa 5
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