
 

EQ DI HAMILTON JACOBI

Le trasformazioni canoniche o coniugano

l'Hamiltoniana Hipigit nell'Hamiltoniana

klpiaitl HCulpotitlivlpifitlitltgflpivlp.it t

Ata espressione può essere anche scritta nelle coord pig

KIP GIP t H GE i 9 it geli al

Un problema importante da risolvere è

dato un sist Ham con Hamiltoniana H qual è
la trasf canonica se 7 che coniuga A mike

Trovata gta trasf can diciamo piu piatti e qui pipit
che coniuga H in ko allora le api di Hamilton sik

sono triviali

genteTutti ti
Nelle coordinate p g il moto è dunquedato da

Pelt nel p 9 t

Pelt e ve pgo a
moto determinatocompton
dalla trasf canonica



Le funzioni generatrici cidanno un'equazione che ci

permette di determinare tale trasf canonica

Infatti guardando la relazione A si vede che

se ftp.iqit soddisfa

H GElegit 9 A Yelp al o

allora Fa genera una trasf can che coniuga It in Ko

L'ap A è chiamata EQ DI HAMILTON JACOBI ed

è un'g alle derivate partidi pa Fr
Risolvere l'ap di Hamilton Jacobi è un modo alternativo

di risolvere le equazioni del moto



ES OSCILLATORE ARMONICO

H Im pa maga ep.HJ.IT E wiw2q 2E

H nondip dal tempo mi provo una soluzione

InspyffIff Ifippy è

scelgo 5 tic acp up

21 2mWpi mwqr

WCF 9 amore dai famupniiata

Non occorre risolvere l'integrale a noi interessano

le derivate di F WCP q cupt

P p
smart Fq

at

IEIE.ee a Eta



Effe at arcsen Iffa à ut

FEY
Inventiamo 9 per ricavarci 9

9 fffsenlàtàctwt
Sostituiamo in p e otteniamo

p 2mwptftsenqtq.tw
2mwpTcos q qctwt

L'Ham coniugato è ora K 0 e quali

pct Po sostituendo nellatrasf can
à t otteniamo le pct alt

pct amate cos cit 9 91 90 9

9ft III sen città

Che sono le note soluzioni per l'oscillatore

armonico



SISTEMI INTEGRABILI

Un sistema Ham a n gradi di libertà è detto INTEGRABILE se

esiste una trasf canonica
p un 5,4

di Val 4
con 4 ev periodiche nellecoord 4

h Iii Ju 41 4m e puxtt
toro n dimensionale

dette variabiliAZIONE ANGOLO

tic l'Hamiltoniana coniugata ad HCPia è una funt K
che dipende solodalle J K K J

Allora nella coord AZIONE ANGOLO le cg diHam Sono 4 sono coord
cicliche

In 0 Jult 74º

in 2 wats 4nA Walt.lt 4

h gta situazione Jp In SONO M COSTDELMOTO che

sono in INVOLUZIONE cioè Ja Ja 0 thik

T è un Toro mi dim T

le variabili 4 sono degli ANGOLI di PERIODO21T

Un tl sono funzioni PERIODICHE di periodo Tu

T.it c

Per un SIST INTEGRABILE le traiettorie in TYA SON LIMITATE e
QUASI PERIODICHE Le traiettorie giacciono su insiemi di

livello In 74º e sono dei cerchi nelle dinz 44



Tali insiemi di livello sono copie di T Le traiettorie

sono curve in tale T
Es ma 7

Il moto è periodico se il rapporto tra le frg Un è RAZIONAL

Siccome le traiettorie sono indipendenti delsistema di coord

che uso perdescriverle il moto in pia è pure un moto

limitato e quasi periodico èorviam difficile vederlo in tal coord

TEOREMI Preso sist Ham a m gradi di lib
Ammettiamo che ESISTANO M COST DEL MOTO

fi p g i 11 m INDIPENDENTI e IN INVOLUZIONE

fi fi 0 Heiji in

Inoltre ammettiamo che per un a Eh l'insieme di livello

Ma fi p9 ai sia COMPATTO e CONNESSO

Il sistema è INTEGRABILE
Artnold

Mi è parametrizzato dagli angoli 4h Variando Un ottengo

una curva In in Mè

Def Le VARIABILI AZIONEsonodef da In E Pedge



In dipendono solo dalle cost delmoto fi e sonoanche
loro indip e in involuzione

si dimostra che le variabili CANONICAM CONIUGATE alle 54

sono proprio ANGOLI DI PERIODO 21T

Ti

Esempi di sistemi INTEGRABILI

Corpo in un campo di FORZE CENTRALI con V r

in IRS n 3

Esistono 3 costi delmoto in involuzione

H Ma 0 H M D Ma m 0

Trottola di Lagrange n 3

Esistono 3 costi del moto in involuzione

Hipato HIP
p LI In niugat

Tutti i sistemi a 1 dim n 1 con H indip.cat
Esiste 1 cost del moto H



I sistemi integrabili sopra elencati0

777 enere risolvibili con altri approccirispetto
quello Hamiltoniano Uno potrebbe domandarsi perché

sviluppare un tale formalismo allora

Inoltre i sistemi in natura sono tipicamente non integrabili
Però spesso sono APPROSSIMABILI con sist integrabili e

il formalismo Hamiltoniano è molto utile per trattare

una tale approssimazione TEORIA DELLE PERTURBAZIONI



ES PUNTO MATERIALE in 1123 soggetto a POTENZIALE KEPLERIAN

In coordinate POLARI su 123 l'Hamiltoniana di

tale sistema è T

PriPoira riaal I.FI IjtEEq

di Ham

Pi _E Poi_I Pie O

i Em è LE mffio

Le coste del moto sono H e fai
IMI Fxp rex pret PIE t.IE

I rPgei rI foI Po

sIIaMzPaej Igea Ez II cosi O Pa

Ci sono tre costi del moto in involuz

IMI Ma H l la E

Le variabili azione saranno funt di tali costidel moto

consideriamo l'ins dilivello IMAC Ma la H E a



Per eh negative lo sp permesso Ma su cui si

muovono le traiettorie è compatto

Def 84 la cuna ottenuta variando 4
e tenendo fisse r PaPo Pr sono det in

funt di 4 dalle conditi a

Analogam dif 80 Or

Calcoliamo le variab azione in fumo di fila E

Ja E fre in ilzJoIfgpodo l la
E 2,77

Jr Pr dr l K III FEIN MARN

vedisotto a Prestiti

Per trovare K J notiamo che essa sarà una

funzione dei Jr Ja Ja tic una volta che ad
essi sostituiamo le loro espressioni inpunti di fila e
otteniamo KLI E

KIJ 215.75712



Da qui possiamo calcolarci lefreq
or 2 wa E va

le derivate sono tutte uguali
wr we we w y.IE p hhE

Il periodo in cui la traiettoria in T'Q si

chiude che è anche il periodo dell'orbita è

Eu II III
EE 4

Otteniamo il periodo delle orbite dei pianeti
e la terza legge di Keplero senza

risolvere esplicitam il problema di determinare

l'orbita che corrisponde a invertire la trasf canonica

a 1 E IEI e

e LÌ



Insieme di livello

Pr È IIa EE l PHIL Pa la

1 Eh E E Or su piano Pr r Fe
2 Pò l su piano Pa

3 Pa la 89 su piano Pg 4 Pacost e 9
variob angolare

Nota la 1 descrive il problema unidin del sistcentrale

1 la 4 è la variabile angolare che descrive il pto
sulla curva nel piano Pr t

rima

GFidà Pr dr 2 Prer dr

e4sono tmin

costilungoOr

Pr r determinato da 1 i PrCr JÉEFT


