Lezione 18 Equazioni di sottospazi vettoriali

Calcoli con lLe basi

Data una base B = (v1,...,Un) per V e dati u;...,ux € V possiamo
determinare una base di

U =span(ui,...,ux) CV

considerando la matrice A € M, x(K) avente per colonne Le coordinate dei
vettori w1, ..., Uk rispetto a B. Mediante L'algoritmo di Gauss trasformiamo
A in A’ a gradini. Si ha:

dim U = rg(A) = numero dei pivot di A’.

Una base di U é data da quei generatori ui, ..., U corrispondenti alle
colonne dei pivot.

Esempio. Determinare base e dimensione di U = span(u1, U2, U3, Us) C R*

—1 0 0

0 ]2 |1

2 y U3z = 1 y Ug = 1

2 3 0
1 —1 00 1 —1 0O 1 —1 0 O 1 —1 0 O
2 o 21 ~s o 2 21 ~s o 1 11 ~s o 1 1 1
-1 2 1 1 o 1 11 o 2 21 0O 0 0 —1
1 2 30 0O 3 30 0O 1 10 O 0 O O

3 pivot nelle colonne 1,2,4 = dimU = 3 e (u1, Uz, Us) base per U.

Equazioni di sottospazi vettoriali

Equazione vettoriale. Dato un sottospazio vettoriale U C V/, scegliamo

una base C = (u1,...,Uur) per U. Ogni vettore v € U & combinazione
lineare unica di %1, ..., U € POSSIiaMOoO scrivere

U: v=%tiu1 + -+ teus.
Questa si chiama equazione vettoriale di U. 1 coefficienti €1,...,tx € K

prendono il nome di parametri e variano in tutti i modi possibili.

Equazioni parametriche. Scegliamo una base B = (b1, ..., b,) per V.
" z1\" n a1;\°
v=) Tibi=1| |, u;=) aybi=1| : |, F=1,...,k.
=1 Ty =1 alnj
Poniamo anche
T, Q1
X = , A= 1 | €K™
T, Qnj

L'equazione vettoriale di U si scrive come
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Lezione 18 Equazioni di sottospazi vettoriali

da cui si ottengono lLe equazioni parametriche di U
T1 = a1t + - + Qiktk

Tn = QAniti + -+ - + Qnkle

Equazioni cartesiane. Nelle equazioni parametriche possiamo eliminare
i parametri t1, ..., tx. Otteniamo Le equazioni cartesiane di U

C11Z1+ -+ CinZp =0

CmiT1+ * + CmnZn =0

sistema omogeneo il cui spazio delle soluzioni rappresenta U: v € U &
iL vettore delle coordinate di v é soluzione del sistema.

IL passaggio da equazioni cartesiane a equazioni parametriche si fa ri-
solvendo il sistema e determinando La soluzione generale, che esprime Le
equazioni parametriche.

Esempio. U = span(u1, U2, u3z) C R*, da un esempio della Lezione scorsa:

1 —1 0
]2 |0 |1
Uy = -1 Uz = 2 y U3 = 1
1 2 0
U: X =tiur + trus + tius equazione vettoriale
1 = tl — tQ
T, = 2t + i3 L. .
U: equazioni parametriche

T3 = —t1 + 2t + t3
Ts= t1+4+ 2
Per trovare Le equazioni cartesiane risolviamo il sistema col metodo di

Gauss, trattando i parametri t; come incognite e Le ; come termini noti.
Ricaveremo Le equazioni cartesiane come condizioni di compatibilita.

1 —1 0|x 1 —1 0 1 1 —1 0 T

2 0 1|z 0 2 1| —2x; + o 0 1 1 1 + I3
—1 2 1lzs|™™|0 1 1| zi+zs |0 2 1|—2z+ 2
1 2 O| x4 0] 3 0] —T1 —|— T4 0] 3 0 —XT + Ty
1 —1 O T1 1 —1 O T
0 1 1 T1 + T3 A 0 1 1 T1 + T3
0 0 —1| -4z, + x> — 273 0 0 —1 —4z + 5 — 23
O 0 —3|—4x; —3xz3+ x4 0O O O |8x1 — 3>+ 33+ x4

da cui si ricava L'equazione cartesiana
U: 81, —3x>+ 33+ x4 = 0.
Esempio. W C R* sottospazio vettoriale di equazioni cartesiane
T — 23+ T4 =0
- {xl + T+ 3 =0

2/3



Lezione 18 Completamento della base

Determiniamo equazioni parametriche, una base e La dimensione di W.

<1 0 —2 1> <1 0 —2 1> {fcl —2T3+ T4 =0
N>

11 1 0 01 3 —1 To+3x3 — 4 =0
1 = 2t1 — ©o 2 -1
W Tr = —3t1 + t> . -3 _ 1
’ $3 = tl 'LU1 - 1 ! w2 O
Ta = t 0 1

By = (w1, w») base per W, ricavabile dai coefficienti dei parametri o anche
assegnando ai parametri (t1,t2) i valori (1,0) e (0, 1) risp.
La dimensione coincide dunque col numero dei parametri Liberi: dimW = 2.

Completamento della base

Sia V un K-spazio vettoriale, dmV =mn, B = (b, ..., b,) base per V.

Oss. IL vettore coordinate di b; rispetto alla base B é e;, 1-esimo vettore
della base canonica di K":

B
0
b, =060+ ---+b6b;+---+0b, = | 1| < i-esima posizione
0
Teorema di completamento della base. Datiu; ..., ux € V Llinearmen-
te indipendenti = I ukt+1,...,Un € B t.c. (U1,...,Un) base per V.

Dim. A € My, t+n(K) matrice avente per colonne Le coordinate dei vettori
U, ..., Uk, b1,..., b => rgA =n. A %@S A’ a gradini con n pivot sul-

le prime k colonne (lLinearmente indipendenti) e su altre n — k colonne
corrispondenti a vettori della base B. Le colonne con i pivot sono base. O

Esempio.
1 0 1 0100 1 0 1 00O
ur=1|1|, u=11| € R® 11 010|~»|01 —1 1 0|~
1 1 11001 01 —1 01
1 0 1 0O O
(w1, U2, €2) base 01 -1 1 O
OO0 O -—-11
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