
Lezione 20 Nucleo e immagine

Nucleo e immagine
Nucleo. f : V ! W lineare

ker f
def
= fv 2 V j f(v) = 0Wg ȷ V

Def. ker f si chiama nucleo di f (dall’inglese kernel).

Oss. Dato v 2 V , si ha che v 2 ker f , f(v) = 0W .

Oss. A 2 Mm;n(K) kerLA = ˚S con S : AX = 0Km.

Teor. f : V ! W lineare ) ker f sottospazio vettoriale di V .

Dim. f(0V ) = 0W ) 0V 2 ker f 6= ;.
8¸; ˛ 2 K, 8u; v 2 ker f ) f(¸u + ˛v) = ¸f(u) + ˛f(v) = 0W )
¸u+ ˛v 2 ker f. □

Def. f : V ! W è iniettiva se 8u; v 2 V , f(u) = f(v) ) u = v.

Teor. f : V ! W lineare. Allora f iniettiva , ker f = f0V g.

Dim. ) 8 v 2 ker f ) f(v) = f(0V ) = 0W ) v = 0V ) ker f = f0V g.
( 8u; v 2 V , f(u) = f(v) ) f(u)` f(v) = 0W ) f(u` v) = 0W )
u` v 2 ker f = f0V g ) u` v = 0V ) u = v. □

Cor. f : V ! W lineare. Allora f iniettiva , dim(ker f) = 0.

Nucleo di LA. Data A 2 Mm;n(K) LA : Kn ! Km, LA(X) = AX.
X 2 kerLA , LA(X) = 0Km , AX = 0Km , X è soluzione del sistema

SA : AX = 0Km

Prop. kerLA è lo spazio delle soluzioni di SA : AX = 0Km.

Immagine. f : V ! W lineare

im f
def
= ff(v) j v 2 V g ȷ W

Def. im f si chiama immagine di f.

Oss. Dato w 2 W , si ha che w 2 im f , 9 v 2 V t.c. f(v) = w.

Teor. f : V ! W lineare ) im f sottospazio vettoriale di W .

Dim. f(0V ) = 0W ) 0W 2 im f 6= ;.
8¸; ˛ 2 K, 8w1; w2 2 im f ) 9 v1; v2 2 V t.c. f(v1) = w1 e f(v2) = w2
) ¸w1 + ˛w2 = ¸f(v1) + ˛f(v2) = f(¸v1 + ˛v2) 2 im f. □

Def. f : V ! W è suriettiva se im f = W .

Oss. f suriettiva , 8w 2 W , 9 v 2 V t.c. f(v) = w.

Def. rg f def= dim(im f) si chiama rango di f.

Oss. f : V ! W lineare, dimW <1. Allora f suriettiva, rg f = dimW .
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Lezione 20 Nucleo e immagine

Generatori per l’immagine
Prop. V = span(v1; : : : ; vn) ) im f = span(f(v1); : : : ; f(vn)).

Dim. f(v1); : : : ; f(vn) 2 im f ) span(f(v1); : : : ; f(vn)) ȷ im f.

8w 2 im f, 9 v =
nX
i=1

¸ivi 2 V t.c.

w = f(v) = f

0B@ nX
i=1

¸ivi

1CA = nX
i=1

¸if(vi) 2 span(f(v1); : : : ; f(vn))

) im f ȷ span(f(v1); : : : ; f(vn)) e quindi si ha la tesi. □

Cor. Per ogni matrice A 2 Mm;n(K) si ha imLA = span
“
A(1); : : : ; A(n)

”
.

Dim. LA : Kn ! Km, LA(X) = AX. (e1; : : : ; en) base canonica di Kn )
imLA = span(LA(e1); : : : ; LA(en)):

LA(e1) = A

0BBBBBB@
1
0
...
0

1CCCCCCA = A(1)

...

LA(en) = A

0BBBBBB@
0
...
0
1

1CCCCCCA = A(n) □

Cor. rgLA = rgA.

Dim. rgLA = dim(imLA) = dim
“
span

“
A(1); : : : ; A(n)

””
= rgA. □

Cor. LA : Kn ! Km suriettiva , rgA = m.
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Teorema della dimensione
Teor. f : V ! W lineare e dim V <1 ) dim V = dim(ker f) + rg f.

Dim. dim V = n, dim(ker f) = k ⩽ n.
(u1; : : : ; uk) base per ker f (u1; : : : ; uk; v1; : : : ; vn`k)

completamento della base
base per V .

f(ui) = 0W , wi := f(vi) ) w1; : : : ; wn`k generatori di im f.
Mostriamo che w1; : : : ; wn`k sono linearmente indipendenti.

n`kX
i=1

¸iwi = 0W ) 0W =
n`kX
i=1

¸if(vi) = f

0B@n`kX
i=1

¸ivi

1CA )
n`kX
i=1

¸ivi 2 ker f )
n`kX
i=1

¸ivi =
kX
i=1

˛iui )

n`kX
i=1

¸ivi `
kX
i=1

˛iui = 0V ) ¸i = 0; ˛i = 0; 8 i:

(w1; : : : ; wn`k) base per im f ) rg f = dim(im f) = n` k )
dim(ker f) + rg f = k+ n` k = dim V: □
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