Lezione 20 Nucleo e immagine

Nucleo e immagine

Nucleo. f:V — W Llineare nn»

ker f E{v eV | f(v) =0w} CV
Def. ker f si chiama nucleo di f (dall’'inglese kernel).
Oss. Dato v € V, si ha che v € ker f < f(v) = Ow.
Oss. A€ Mpun(K) "~ kerLap = Xs con S: AX = Ogm.
Teor. f: V — W lineare = Ker f sottospazio vettoriale di V.
Dim. f(Oy) = Ow = Oy € ker f # 0.

Va,B € K, Vu,v € kerf = f(au + Bv) = af(u) + Bf(v) = 0w =
au + Bv € ker f. O

Def. f:V — W ¢é iniettivase Vu,v € V, f(u) = f(v) = u = v.
Teor. f:V — W Llineare. Allora f iniettiva < ker f = {0 }.
Dim. Vv € ker f = f(v) = f(Oy) = 0w = v =0y = ker f = {0v}.

Vu,v eV, f(u) =fv) = f(u) — f(v) = 0w = f(u—v) =0w =
u—vEkerf={0v}=>u—v=0,=>u="v. O

Cor. f:V — W lineare. Allora f iniettiva < dim(ker f) = 0.

Nucleo di L4. Data A€ Mpn(K) "> La: K* — K™, La(X) = AX.
X e€kerlLa< La(X) =0gm <& AX = Ogm <& X € soluzione del sistema

Sa: AX = Ogm

Prop. ker L, é Lo spazio delle soluzioni di Sa: AX = Ogm.
Immagine. f:V — W Llineare s>

imf & {f(v) |veEV)CW
Def. im f si chiama immagine di f.
Oss. Datow € W, sihachew € i mf & 3v eV tc f(v) =w.
Teor. f:V — W lineare = im f sottospazio vettoriale di W.
Dim. f(Oy) = Oy = Ow € im f # 0.

Va,B €K, Vwi,w, € i mf = Jv, v €V t.c. f(v1) = wy e f(v2) = w>
= aw; + Bw. = af(vi) + Bf(v2) = f(av: + Bvz) € im f. O

Def. f: V — W é suriettiva se im f = W.

Oss. f suriettiva & Vw € W, 3v € V t.c. f(v) = w.

Def. rg f d=efdim(im f) si chiama rango di f.

Oss. f: V. — W lineare, dimW < o00. Allora f suriettiva < rg f = dim W.
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Lezione 20 Nucleo e immagine

Generatori per L'immagine

Prop. V =span(vi,...,Un) = im f = span(f(v1), ..., f(vn)).
Dim. f(vi),..., f(vy) € im f = span(f(v1), ..., f(vn)) Cim f.
VYVweimSf, Iv= iawiEVt.c.

'L:ln .
w = f(v) = f(i—l oam) = ; o f(vs) € span(f(v1), ..., f(vn))
= im f C span(f(v1),..., f(vn)) e quindi si ha La tesi. O
Cor. Per ogni matrice A € My n(K) si ha im La = span(Aqy, ..., Awm)).
Dim. La: K* — K™, LAo(X) = AX. (e1,...,eyn) base canonica di K" =
imLa =span(La(ei),..., La(ern)).
1

0
LA(el) = A . = A(l)

Cor.rglLa=rgA.
Dim. rg La = dim(im L) = dim(span(Aq), ..., Am))) = rg A. O

Cor. Lo: K*® — K™ suriettiva < rg A = m.
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Teorema della dimensione

Teor. f:V — W Llineare e dimV < oo = dimV = dim(ker f) 4+ rg f.
Dim. dimV =n, dim(ker f) = k < n.

(w1, ..., ux) base per ker f ~~» (U1, ..., Uk, V1, ..., Un—k) base per V.
completamento della base
f(u;) = Ow, w; = f(v;)) = Wi, ..., Wn—k generatori di im f.
Mostriamo che wi, ..., Wn—r SONO Linearmente indipendenti.

n—k n—k n—k
Y oW, = 0w = Ow = ) Olz‘f(’l}z')zf(z Oéz'%) =
i=1 i=1 i=1
n—k n—=k k
o E ker f = ) vy = ) By =
-1 i=1 i=1

7

n—k K
Z oYy — Zﬁiuz'ZO\/ = o;, =0, B; =0, V1.
=1 =1
(Wi, ..., Wn_k) base per mf = rgf =dim(imf) =n — k =
dim(ker f)4+rgf =k+n — k =dimV. O
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