Lezione 28 Basi ortonormali

Basi ortonormali

V spazio vettoriale Euclideo con prodotto scalare (, ).

Prop. Siano vi,...,VUx € V a due a due ortogonali e non nulli. Allora
V1, ..., Uk SONno linearmente indipendenti.

Dim. Per ipotesi (v;, v;) = 0, Vi # 7.
o1V + - + oV = Oy
(Vs, 11 + - - + o) = aa vy, vi) = as|vs]|? = 0.

l|lvill 7 0 = a; = 0, V14, quindi sono Linearmente indipendenti. O
Def. Una base B = (b1, ...,bn) per V é ortogonale se (b;, b;) = 0, Vi # j.
B é ortonormale se (b;, b;) = 05, Vi,7=1,...,n.

Oss. B ortonormale < Mg((,)) = I.
Oss. Normalizzando una base ortogonale se ne ottiene una ortonormale.

Oss. La base canonica di R™ & ortonormale: (e;, e;) = 0;;.

Ortogonalizzazione di Gram-Schmidt. v, ...,v, € V linearmente in-
dipendenti = 3 u1, ..., Un € V non nulli e a due a due ortogonali t.c.
span(vi, ..., Y) = span(u,...,ux), Vk=1,...,n.

Dim. Definiamo gli u, in modo ricorsivo e procediamo per induzione su k.

U = V1
K (Uk, Us)
Uk = Vg — — " U per k > 2.
z’zl (Us, i) ' ~
Ipotesi induttiva: per 1,7 < k— 1, © # j si ha {(u;, u;) = 0. Pertanto:
(Vk, Uj)
Uk, Ui) = (Vk, Uj) — —(Uj, U;) = 0
( k ]) </c ]> <Uj,Uj>< 7 J>
span(Uy, ..., Uk—1) = span(vVy, ..., Vk—1) = Vg € span(Uy, ..., Uk) €
Ux € span(vi, ..., V) = span(vi,...,Vx) = span(Ui, ..., Uk), Ur 7Z Ov.

O

Oss. I vettori ug possono essere moltiplicati per scalari non nulli preser-
vando Le proprieta dell’enunciato. Questo a volte semplifica i calcoli.

Cor. V spazio vett. Euclideo, dimV < oo = V ammette base ortonormale.

Esempio. v; = <_11> Up = G) € R?

U1 = V1

wm- @ (-3 (4) 3(0)

Normalizzando si ha La base ortonormale per R?

W — U1 . 1 < 1 > Wo — U> . 1 <1>
1= = 2 = =
[l V2 \—1 [zl Vv2 \1
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Esempio. U C R* sottospazio vettoriale di equazione
U. 21 —Tr+x3+ 724 = 0.

Determiniamo una base di U.
O — tl — t2 — t3

1 —1 —1
T2 =1 |1 _lo | o
T3 = t2 V1 = ol Uy = 1 » Uz = 0
Ta = ts 0 0 1
U1 = V1
—1 —1
. —1 111 1
Uy = UVUp — 7 U, = 5 2 > >
0 0
-2 —1
U3 = Uz — -1 U1 — 1 Uy = 1)2 > 1
3 — 3 2 1 6 2 — 6 _2 _1
6 3
Per determinare una base ortonormale per U basta normalizzare gli u;.
1 -1 -1
W — 11 W — 171 wa = 1 1
PTV2(0) TP T B 2 T T 2vE | L
0 0 3
Calcoli mediante basi ortonormali
B = (b1, ...,by) base ortonormale per V.
n
<U1 w> = tXY = <X1 Y)Rn - Z miy’i
=1
n
vl = | ). =7 n T1
\i=1 v = Z Tb; X =
” =1 Ty
a(v, w) = Z (T — Us)? " Y1
=1 w = Z Yiby Y = :
—~ v, w =1
W = arccosu ' Yn

lvllllwll

I, = <’U, b7;>, v = i <’U, b7;>b¢.

Pertanto Le formule per prodotto scalare, La norma, distanza rispetto ad
una base ortonormale coincidono con Le analoghe formule viste su R™ col
prodotto scalare canonico. Le coordinate rispetto ad una base ortonormale
sono i prodotti scalari con i vettori di base.
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Prop. VA € M,(R) simmetrica definita positiva = AP € GL,(R) t.c.
A=1PP. QuindidetA>0ergA=n.

Dim. ba: R™ X R®™ — R prodotto scalare = IB = (b1,...,b,) base orto-
normale = Mpg(ba) = I, congruente ad A "> P = Mg (idgn) € GLA(R)
> A =PI,P =P = det A= (det P)2 > 0. O

Esempio. Consideriamo il prodotto scalare su R? indotto dalla matrice

21
a=(3 1)
Abbiamo gia visto quest’esempio e sappiamo che A é definita positiva. La

base canonica di R? non é ortonormale. Usiamo Gram-Schmidt
U1 = €éq

e S = (0 -1~ ()
2 2T (un, ul) 1 2\0 2
U1 1 1
luq | V2 \0
U-> 1 —1
”'U,Q” = \/t'U,QA'U,Q = \/§ 02 = = < >
luall V2 \ 2
B = (b1, by) base ortonormale = A =P con P = (b; by)~ 1.
Completamento della base ortonormale. dimV =neu,...,ux € V
vettori ortonormali = I Uk+1,...,Un € V t.C. (U1,...,Un) base ortonor-
male per V.
Dim. Completiamo u1, ..., U ad una base per V aggiungendo certi vettori
Vk+1, - - -, Un. Applicando Gram-Schmidt e normalizzazione a
ul,...,uk;,’vk;+]_,...,'Un
i primi kK vettori non cambiano perché ortonormali tra Loro "~ Uq, ..., Un
base ortonormale per V. O

Sottospazi vettoriali ortogonali. Due sottospazi vettoriali U W C V
sono ortogonali se {(u, w) =0, Vu € U e Vw € W. Scriviamo U L W.

Oss. U 1L W & ogni vettore di U & ortogonale ad ogni vettore di W.

Complemento ortogonale. U C V sottospazio vettoriale
Ut {vev|@u) =0, Vu e U}
Def. U+ é detto complemento ortogonale o anche solo ortogonale di U.
Oss. UNU+ = {0v}. InfattivVv e UN U+ = (v,v) =0 = v = Oy.
Teor. UL C V é il piad grande sottospazio vettoriale di \V ortogonale a U.
Dim. 0y, € U+ dato che (Oy,u) =0. Vv, w € U+, Va,BER, Vu € U =
(av + Bw, u) = a{v,u) + B{w,u) =0 = av + Bw € U+t O
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