Lezione 32 Elementi di Geometria Euclidea

Elementi di Geometria Euclidea

V spazio vettoriale Euclideo con prodotto scalare (, ).

Distanza in coordinate. B = (b1, ..., b,) base ortonormale per V.
T Y1
u di coordinate X = : |, v di coordinate Y =
Cc'n '_U'n

1
n 2
d(u,v) =a(X,Y) = (Z (T — yz-)Q) :
=1
Vale anche in R™ perché La base canonica & ortonormale.

Esempio. In R? col prodotto scalare canonico abbiamo

d <<_12> <i>> = /(1 —3)2 4 (=2 — 4)2 = 2V/10.

Oss. La formula per La distanza generalizza il Teorema di Pitagora.

Def. Un vettore di norma 1 & detto versore.

Def. u € V é normale ad un sottospazio affine L C Vseu € Lé eu # 0y,
dove Lo C V & la giacitura di L. u é parallelo a L se u € Ly.

Oss. u versore normale a L se u € Ly e ||ul| = 1.
Esempio. Dato il piano L C R3 di equazione
L: 2z —y—3z=1
un versore normale é
2
u = L —1
V14 (_3)
ottenuto normalizzando il vettore dei coefficienti.

Distanza tra sottoinsiemi. La distanzatra Ae BC V, A, B# 0, é
def .

ad(A, B) = inf{d(a,b) |a € A, bE B}
Oss. AN B # 0 = d(A, B) = 0. Vale viceversa se A, B sottospazi affini.

Distanza tra punto e iperpiano affine. In R"™ consideriamo L'iperpiano

a1
L: aiz:1+---4+anzn,+6b=0, A= : # Ogrn

Qn

D1 P

e il punto P = | : | € R". Vogliamo calcolare d(P, L).
Pn
A
Un versore normalea L é u = —— Q/ul | L

Al
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IL punto Py € L di minima distanza da P si ottiene come intersezione tra
L e La retta ortogonale a L passante per P. Sia Q € L = (Q,A)+b=0.

AP,L)y=ad(PR)=KP—PRP, W =(P—-Q+Q— PR, u)| =

P, A) — A
P — 0wy = I )HA”(Q )| _
_ KP.A) +06| _ |aipi+ -+ anPn + 0|
| Al \/af—l—---—l—a,%

dove abbiamo usato il fatto che @ — Py € Lo = (Q — Py, u) = 0.

Esempio. Calcoliamo in R? La distanza tra La retta r e il punto P con
2 — 2 1
r: 2r—y+2=0, P=<1>, a(P,r)= | 3+2] = :
3 J22+ (-1)2 5

Angolo tra due rette in R". 7,5 C R"™ rette con vettori direzionali risp.
Ur, Vs, 0SSia 79 = span(v,), So = span(vs). L'angolo trar e s &

- Ur, U T
73 ¥ arccos Hvr, vs)| € [O, —}
lvr (| vsl| 2

Oss. IL valore assoluto nel numeratore é dovuto al fatto che i vettori dire-
zionali non sono univocamente determinati: se v, € un vettore direzionale
di r, anche —v, Lo é.

. ) —~ T
Def. r e s sono perpendicolari se rs = 5

Angolo tra due iperpiani in R*. L, T C R" iperpiani con vettori normali
risp. u,, uT, ossia Ly = span(u.), Tg- = span(ur). L'angolo tra L e T &

UL, U T
[{ur, ur)| c [O, _}

> def
LT = arccos
[ |wrll 2

~ e
Def. L e T sono perpendicolari se LT = 5
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Isometrie

V' spazio vettoriale Euclideo.
Def. f: V — V isometria se a(f(w), f(v)) = d(u,v), Vu,v € V.
Le isometrie di R™ sono affinita del tipo
f(X)=AX+B

con A€ O(n) e B €R™. f é detta isometria diretta se A € SO(n).
Verifichiamo che f é isometria:

a(f(X), f(Y)) = [(AX + B) — (AY + B)|| = |A(X = Y)|l =
= /I(A(X = Y)AX —Y) = \/t(X —Y)AA(X —Y) =
=||X =Y = d(X,Y).

Se A=1,, f(X)= X+ B traslazione = isometria diretta.

Oss.
1) idgn isometria;

2) f,g: R" — R"” isometrie = f o g isometria;
3) f isometria = f~! isometria.
4) isometrie preservano distanze e angoli.

Rotazioni del piano. Matrice di rotazione di angolo 6 € R

cosf —siné
Ro = <sin9 cos 6 > € 50(2)

Oss. Si verificano facilmente Le seguenti relazioni.
Ro — F\)ka — IQ, V/C E Z
R¢R, = Ro+, (usando formule di addizione per sin e cos).
R, " = R_s (usando le due precedenti).
det Ry = 1.

Def. f: R? = R?, f(X) = ReX + B & detta rototraslazione.

Sef #2km,Vk €Z=3I'Q € R?>t.c. f(R) = Q (punto fisso), soluzione
del sistema Llineare

RX+B=X < (Re— L)X = —B.

Ossia una rototraslazione di angolo non nullo € una rotazione attorno a
Q (centro di rotazione). Infatti se 6 # 2km, Vk € Z

det(Ry — ) = 2(1 — cosB) # 0
Q=—(Rs — L) 'B.
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Prodotto vettoriale in R3

Dati due vettori
I, Y1
X=|z2|, Y=|v| €R®
T3 U3

definiamo il prodotto vettore o prodotto vettoriale come il determinante

dot €1 €e> €3
XXYE|z1 To T3
Y1 Y2 U3
E un determinante formale con la base canonica in prima riga. Si ha:
o T3 1 I3 T1 To
X XY = — e ez =
Y2 UYs3 "yl Ys3 2+ Y1 Yo 3

= (T2Ys — T3Y2)e1 — (T1Y3 — T3V1)ez + (T1Y2 — T2Y1)es.
Si pud dimostrare Ll'identita seguente, sviluppando i calcoli a primo e
secondo membro:

IX X Y2 = IXIEIYIZ = (X, Y)?

IIX X Y = |IX[[Y]l sin XY
X XY =0rs & X €Y proporzionali.
X, Y Llinearmente indipendenti = X X Y € span(X,Y)*.
IL verso si ricava con La “regola della mano destra’: pollice verso X, indice
verso Y e medio verso X X Y (come per i vettori della base canonica).
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