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Lezione 1 Spazi topologici

Spazi topologici
Def. Dato un insieme X si chiama insieme delle parti (o insieme potenza)
di X Ll'insieme di tutti i sottoinsiemi di X
P(X)=4{U|UC X}.
Oss. P(X) & {0, 1}X = {funzioni X — {0, 1}} = |P(X)| = 2!,
Leggi di De Morgan. X — |J Uy = N (X — Uy,)

a€EA acA
X_mUOLIU(X_UOl)'
a€cA a€cA

Def. Una topologia su X é una famiglia 7 C P(X) di sottoinsiemi di X
che soddisfa:

1)0eT
2) X eT
3) V{Ua}aca CT = U Us €T

acA
4HVUVET=UNVET.

La coppia (X, T) é detta spazio topologico. Gli elementi di X sono detti
punti. Scriviamo semplicemente X se T & sottinteso.

Def. (X, T) spazio topologico.
e UC X apertoin X & U € T.
e C C X chiusoin X< X —Capertoss X —CeT.

Oss. Per una topologia 7 su X abbiamo:

1) @ aperto e chiuso in X

2) X aperto e chiuso in X

3) unioni arbitrarie di aperti di X sono aperte in X

4) intersezioni finite di aperti di X sono aperte in X (per induzione):
VREN VU U €T = (U ET

i=

(3’) intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse:

V {Cqa}aca famiglia di chiusi in X = () C, chiuso in X
aEeA

(4") unioni finite di chiusi sono chiuse:
n
Vn €N, VC;...,Cy, chiusi in X = _U C; chiuso in X.

=1

Oss. Per determinare T é sufficiente dichiarare gli aperti (oppure i chiusi)
in modo che siano soddisfatte Le proprietd precedenti.

Esempio. I seguenti esempi sono basilari e verranno usati spesso.

1) Topologia banale su X: Tpan = {0, X} ~> Xpan = (X, Toan)-
E La topologia minimale, gli unici aperti sono il vuoto e Lo spazio.
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2) Topologia discreta su X: Tgis = P(X) ~» Xais = (X, Tais).
E La topologia massimale, tutti i sottoinsiemi sono aperti e chiusi.

3) Topologia cofinita su X: Téor = {U C X | X — U finito} U {0} ~~»
Xecof = (X, 77:01‘)-
GLli aperti sono i complementari dei sottoinsiemi finiti e il vuoto.
I chiusi sono i sottoinsiemi finiti e X.

Oss.

1) X discreto < i singoletti dei punti sono aperti.
2) 7_d'iS = 77:01‘ < X finito.

Basi di topologie

Def. Una famiglia B di aperti di uno spazio topologico X é detta base per
X se VU C X aperto, 3{B;}ic1 C B t.c. U = U B;. Gli elementi di B
1el
sono detti aperti basici.
In altre parole B & base per X < gli elementi di B sono aperti e ogni
aperto di X & unione di elementi di B.

Oss. SiaBbaseper X. U C X aperto& Ve e U, B e Btc.oc € B C U.

Esempio. La famiglia dei singoletti B = {{z} | € € X} & base per la
topologia discreta.

Teor. Sia X un insieme e B C P(X) una famiglia di sottoinsiemi di X.
Allora 37T topologia su X t.c. B é base per Tg <

1) X = B
) X= Q
Q)VBl,BQEB,V:EEBlﬂBQZ>ElBGBt.C. B

T € BC B1nN Bs.
Inoltre T € unica (topologia generata da B).

Dim. Segue subito dalla definizione e osservazione precedente.

Definiamo
Te = { UB|JC B}
BEJ
L'insieme di tutte e sole Le unioni di elementi di B.
Oss. Ue T Vo eU,IBeBtc.ce BCU.
Mostriamo che 7z é una topologia su X.

1) @ € Tp, ottenuto con J =0

2) X € Tp, ottenuto con J = B in virta di (1)

3) V{Uataca CTs = Va € A, 3J, C B t.c.

Ur= U B = UUs=UBETs con J=|J Jo CB
Be Jo acA BeJ acA
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4)VU1,U2€773, V$€U10U2:>351,82€Bt.c.$€Blcul
e:cEBQCU2=>a:€BlﬁBzculﬂUZ(:;)EIBEBt.c.

TEBCBNB, CU NU;, = U NU; € Tp.

VB € B = B € Tp ottenuto con J = {B} = B ¢é base per Ts.
L'unicita segue subito dalle due osservazioni precedenti. O

Topologie notevoli su R

Topologia Euclidea suR. B = {Ja,b[ | a < b} & base per una topologia
su R. Infatti

1) L'unione di tutti gli intervalli aperti Limitati € R

2) Uintersezione di due intervalli aperti limitati € vuota oppure un
intervallo aperto Limitato (€ B).

Siha: UCRaperto< Ve e U Ja<btc. z €la,b[ CU.
la, +oo[ = U la, b[, ]—00, b[ aperti.
b>a
{a}, [a,b], [a, +0[, | —00, b] chiusi (ma esistono molti altri chiusi).

[a, b] e ]a, b] non sono né aperti né chiusi in R, Va < b.

Retta di Sorgenfrey. B, = {[a,t[ | a < b} & base per una topologia su R
detta topologia di Sorgenfrey o topologia degli intervalli aperti a destra.
Denotiamo con R, questo spazio topologico (retta di Sorgenfrey).

Oss. Ja,b[ = U [c, b[ aperto in R, = aperti Euclidei sono aperti in R,
c€la,b[
(ma non viceversa). I chiusi Euclidei di R sono chiusi in R,.

[a, +00[ = U [a, c[ aperto in R,.
c>a
[a, b] chiuso in R, (perché chiuso in R).

[a, b =R, — (]—00, a[ U [b, +00[) = [a, b[ chiuso (e aperto) in R,.

3/3



