Lezione 2 Spazi topologici

Intorni e basi di intorni

Def. X spazio topologico, J C X é intorno di € X se AU C X aperto
tc.xeUCJ.

Oss.
1) @ # U C X = U intorno di ogni suo punto (intorno aperto).
2) U C X aperto & Vz € U, 3J C X intornodi z in X t.c. J C U.

Esempio. [—1,1] C R intorno di ogni £ €] — 1, 1[ ma non di =+1.
Infatti 1 € Ja, b[ C [—1, 1] & impossibile.

Def. X spazio topologico, J famiglia di intorni di ¢ € X & base (o sistema
fondamentale) di intorni di £ se VL C X intorno diz, 3J € J t.c. JC L.

Oss. Nella definizione possiamo Limitarci a L intorno aperto di x.

1 1
Esempio. £ € R ~» T, = {{:L‘ — —, T+ —H base d’'intorni di .
n n neN

Def. J C X é intorno di AC X se 3U C X apertot.c. AC U C J.

Def. J famiglia di intorni di A C X é base (o sistema fondamentale) di
intorni di A se VL C X intornodi A, 3J &€ J t.c. JC L.

Sottospazi topologici

Teor. Sia X uno spazio topologico e Y C X un sottoinsieme. Allora la

famiglia

T ¥ {UNnY | UC X aperto}

€ una topologia su Y detta topologia indotta da X o topologia relativa o
anche topologia di sottospazio.

Dim. Dimostriamo che valgono Le proprieta della definizione di topologia.
1)0=0NnY €Ty.
2)Y=XNY € Ty.
3) V{Vataca C Ty F{UsYaca apertidi X t.c. Vy = U, NY Va € A =

UV = U(UaﬂY)=<UUa>ﬂY€’7'y.

a€cA a€cA a€cA
) VWV, Vo €Ty AU, Uy apertiin X tc. Vi =UiNYewv,=UNY =
\/10\/2=(U10U2)|'-]Y€77/. [l

Def. Y C X con La topologia relativa € detto sottospazio topologico.
Oss.

1) Qualunque sottoinsieme di uno spazio topologico é un sottospazio
topologico con La topologia relativa.
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2) Un sottospazio topologico Y C X é a sua volta uno spazio topolo-
gico.

3) VCVYapertoinY <& 33U C X apertoin X tc.vV=UnNY.
4) CCY chiusoinY < 3AC X chiusoin X tc. C=AnNY.

5) I sottoinsiemi di uno spazio topologico saranno sempre considerati
con La topologia relativa, se non specificato diversamente.

Esempi. I := [0,1] C R & un importante sottospazio topologico e Lo
consideriamo con La topologia Euclidea indotta da R.
R+ := [0, 4+0co[ C R & un altro esempio interessante.

Prop. Y C X sottospazio topologico e B base per X =

By ¥{BNnY|Be€B}

base per Y.
Dim. Esercizio (usare Le definizioni di topologia relativa e di base).

Prop. Y C X sottospazio, y € Y e Jy base di intorni di y in X =

Jde:ef{JmY|J€j'y}

base di intorni di y inY .

Dim. Esercizio (usare Le definizioni).

Operatori topologici
X spazio topologico, A C X sottospazio topologico di X.

Def (Interno). Si chiama interno di A in X il sottospazio

Intx AL U

UCA
U aperto

unione di tutti gli aperti di X contenuti in A.

Oss.

1) Intx A é il pitu grande aperto di X contenuto in A.

2)Intx AC Aesihalntx A= A < A aperto in X.

3) UC Ae U apertoin X = U C Intx A.

4)xz €Intx A< JU C Xintornodi z t.c. U C A & Aintorno di z.

Esempio. Intg[0, 1[= ]0, 1[, Intp 1[0, 1[= [0, 1[, Inte{0} = @
Intg,[0, 1] = [0, 1[

Def (Esterno). Si chiama esterno di A in X il sottospazio

Extx A Z Intx(X — A).
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Def (Chiusura). Si chiama chiusura di A in X il sottospazio
ClxA¥NC

CDA
C chiuso

intersezione di tutti i chiusi di X che contengono A.

Oss. Clx A é il pitu piccolo chiuso di X che contiene A.
A C Clx A e vale = & A chiuso in X.
AC CeCchiusoin X = ClLxACC.

Prop. z € Clx A < VU C X intorno (aperto) dix in X si ha UN A # (.

Dim. Senza perdita di generalita basta considerare U intorno aperto di x.
Per assurdo, supponiamo UN A =0 = A C X — U chiuso =
ClxAC X —-—U = x € X — U assurdo perché z € U.

Per assurdo, supponiamo = & Clx A = = € U := X — Clx A aperto
= UNACUNCIxA=0 = UN A =0 assurdo. O

Def (Frontiera). Si chiama frontiera (o bordo) di A in X il sottoinsieme
def

Frx A= Clx AN Clx(X — A)
intersezione delle chiusure di A e del complementare.
Si usa anche La notazione Frx A = 8xA = OA.

Oss. Frx A é chiuso in X e Frx A C Clx A.
TEFrx A& VU C Xintornodiz in X,sihaUNA#ZDPeUN(X—A) # 0.

Teor. Valgono le seguenti uguaglianze:

(1) Clx A=X —Extx A

(2) Frx A= Clx A—Intx A.

Dim. (1) X — Extx A chiusoe A C X — Extx A = Clx A C X — Extx A.

X —ClxA apertoe X —ClxAC X —A = X —ClxA C ExtxA =
CLxADX—EthA.

(2) Frx A = ClLx AN CLx(X — A) = ClxAnN (X — Eth(X — A)) =
Clx AN (X — Intx A) = Clx A — Intx A. O
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